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Prefacio 


OBJETIVOS 

El objetivo principal de un primer curso de mecanica debc ser desa- 
rrollar en el estudiante de ingeniena la capacidad de analizar cual- 
quier problerna en forma logica y sencilla, v la de aplicar para su so- 
lution imos cuantos principios basicos perfectamente comprendidos. 
Se espera que este texto, disenado para un primer curso de estatica 
impartido en el segundo ano de estudios, v el siguiente, Mecanica vec- 
torial para ingenieros: Dina mica, permitiran que el profesor alcance 
este objetivo. 


ENFOQUE GENERAL 

En la parte inicial del texto se introduce el analisis vectorial, el cual 
se utiliza en la p resen tacion v exposicirin de los principios funda- 
mentales de la mecanica. Los m^todos vectoriales se usan tambien 
para resolver diversos problemas, especialmente en tres dimensiones, 
donde estas t^cnicas permiten obtener la solucirin de un modo m as 
conciso y simple. Sin embargo, el £nfasis del libro se mantiene en 
el correcto aprendizaje de los principios de la mec&nica v su aplica- 
cion para resolver problemas de ingeniena, por lo que el analisis 
vectorial se presenta, primordialmente, como una herramienta prac- 
tical 

Se introducen aplicaciones practicas desde una etapa ini- 
cial. Una de las caracteristicas del enfoque usado en estos tomos es 
que la mecanica de parttailas se lia separado en forma clara de la mc- 
c£nica de cuerpon rigulos. Este enfoque hace posible considerar apli- 
caciones prdctic&s simples en una etapa inicial v posponer la intro- 
duccirin de los conceptos m£s avanzados. Por ejemplo: 

• En Estatica , la estatica de partfculas se estudia primero (capitulo 
2), despues de haber presentado las reglas para la suma y resta 
de vectores, y el principio de equilibrio de una particula se aplica 
inmediatamente a situaciones practicas que involucran srilo 


*En un libro relacionado, Mecanica para ingenieros: Estatica , cuarta edici6n, el uso del 
algo lira veotorial se lirriita a la suma y rosta do vectores. 
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fuerzas concurrentes. La estatica de cuerpos rigidos se considera 
en los capitulos 3 y 4. Enel capitulo 3 se introducen Jos produc- 
tos escalar y vectorial de dos vectores y se utilizan para definir el 
momento de uria fuerza con respecto a un punto y a un eje. La 
presentaci6n de estos nuevos conceptos es seguida por la exposi- 
ci6n rigurosa y completa de los sistemas de fuerzas equivalentes 
que conducen, en el capitulo 4, a muchas aplicaciones practicas 
que involucran el equilibrio de cuerpos rigidos bajo la accion de 
sistemas generales de fuerzas. 

• En Dindmica se observa la misma divisi6n. Se introducen los con- 
ceptos basicos de fuerza, masa y aceleracion, de trabajo y ener- 
gia, y de impulso y momentum, y se aplican en primera instancia 
a la resolution de problemas que s6lo involucran parriculas. De 
esta forma, los estudiantes pueden familiarizarse por si mismos 
con los tres m^todos bdsicos utilizados en dinamica, v aprender 
sus respectivas ventajas antes de enfrentar las dificultades asocia- 
das con el movimiento de cuerpos rigidos. 

Los conceptos nuevos se presentan en terminos simples. 
Como este texto est& disenado para un primer curso sobre estatica, 
los conceptos nuevos se presentan en terminos simples y cada paso 
se explica en forma detallada. Por otro lado, este enfoque alcanza una 
madurez defmitiva al analizar los aspectos mas relevantes de los pro- 
blemas considerados, y al ampliar los mtiodos de aplicabilidad gene- 
ral. Por ejemplo, los conceptos de restricciones parciales y de inde- 
terminacion estatica se introducen al principio del texto para ser 
usados en todo el libro. 

Los principios fundamentales se ubican en el contexto de 
aplicaciones simples. Se enfatiza el hecho de que la mecanica es, 
esencialmente, una ciencia deductiva que se basa en algunos princi- 
pios fundamentales. Las derivaciones se presentan siguiendo su se- 
cuencia I6gica y con todo el rigor requerido a este nivel. Sin embar- 
go, en virtud de que el proceso de aprendizaje es primordialmente 
inductivo , las aplicaciones mas simples se consideran primero. Por 
ejemplo: 

• La est&tica de partfculas antecede a la estatica de cuerpos rigidos, 
y los problemas que involucran fuerzas intemas se posponen has- 
ta el capitulo 6. 

• En el capitulo 4 se consideran primero los problemas de cquili- 
brio que involucran solo a fuerzas coplanares, y se resuelven por 
medio del algebra ordinaria, mientras que los problemas que in- 
volucran fuerzas tridimensionales, los cuales requieren el uso 
complete del algebra vectorial, se exponen en la segunda parte 
de dicho capitulo. 

Se emplean diagramas de cuerpo fibre para resolver pro- 
bfemas de equilibrio y expresar la equivalencia de sistemas de 

fuerzas. Los diagramas de cuerpo libre se introducen al principio 
y se enfatiza su importancia a lo largo de todo el texto. No s6lo se em- 
plean para resolver problemas de equilibrio sino tambien para expre- 
sar la equivalencia de dos sistemas de fuerzas o, de modo mas gene- 
ral, de dos sistemas de vectores. La ventaja de este enfoque se vuelve 
evidcnte en el estudio de la dinamica de cuerpos rigidos, donde se 
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utiliza para resolver problemas tridimensionales y bidimensionales. Se 
pudo lograr una comprension mas intiiitiva y completa de los princi- 
pios fundamentales de la dinamica al poner mayor enfasis en las “ecua- 
ciones de diagramas de euerpo libre” en lugar de en las ecuaciones 
algebraicas estandar de movimiento. Este enfoque, introducido en 
1962 en la primera edition de Mecanica vectorial para ingenieros, ha 
obtenido hasta la fecha una amplia aceptacion entre los profesores de 
mecdnica en Estados Unidos. Por tanto, para la resolution de todos 
los problemas resueltos de este libro, se prefiere su utilization en lu- 
gar del mctodo de equilibrio dindmieo y de las ecuaciones de movi- 
miento. 

Se utilizan presentaciones en distintos tonos para distin- 
guir los vectores. El color se ha usado no s6lo para mejorar la ca- 
lidad de las ilustraciones, sino tambien para ayudar a los cstudiantes 
a distinguir entre los diversos tipos de vectores (jue pueden cncon- 
trar. En virtud de que no habfa intention de establecer un codigo de 
color para el texto, en un capitulo dado se utiliza el mis mo color pa- 
ra representar el misrno tipo de vector. Por ejemplo, a lo largo del to- 
mo de Estdtica , el rojo se utiliza en forma exclusiva para representar 
fuerzas y pares, mientras que los vectores de posicitfn se muestran en 
azul y las dimensiones en negro. Esto vuelve mas feci! para los estu- 
diantes identificar las fuerzas que actiian sobre una partfcula o cuer- 
po rigido dados y comp render los problemas resueltos y otros ejem- 
plos proporcionados en el libro. 

Se mantiene, en forma consistente, un cuidadoso balance 
entre las unidades SI y unidades de uso comun en Estados Uni- 
dos. Debido a la tendeneia que existe en la actualidad en el gobier- 
no y la industria estadounidenses de adoptar el Sistema International 
de Unidades (unidades metricas SI), las unidades SI que se usan con 
mayor frecuencia en mecanica se introducen en el capftulo 1 y se ern- 
plean en todo el libro. Aproximadamente la mitad de los problemas 
resueltos y 60 por ciento de los problemas de tarea estdn planteados 
en este sistema de unidades, mientras que el resto se proporciona en 
las unidades de uso comun en Estados Unidos. Los autores creen que 
este enfoque es el que se adecuard mejor a las necesidades de los es- 
tudiantes, quienes, como ingenieros, tendrdn que dominar los dos sis- 
temas de unidades. 

Tambien se debe reconocer que el uso de ambos sistemas de uni- 
dades significa mds que aplicar factores de conversi6n. Como el sis- 
tema de unidades SI es absoluto basado en el tiempo, la longitud y la 
masa, mientras que el sistema ingles es un sistema gravitacional ba- 
sado en el tiempo, la longitud v la fuerza, se requieren diferentes en- 
foques para la solution de muchos problemas. Por ejemplo, cuando 
se usan las unidades SI, por lo general, uri euerpo se especifica me- 
diante su masa expresada en kilograrnos; en la mayor parte de los pro- 
blemas de estdtica sera necesario determinar el peso del euerpo en 
newtons, para lo eual se requiere un calculo adicional. Por otro lado, 
cuando se aplican las unidades de uso comun en Estados Unidos, un 
euerpo se especifica mediante su peso en libras y, en problemas de 
dinamica, se requerird un cdlculo adicional para determinar su masa 
en slugs (o lb • s 2 /ft). Por tanto, los autores creen que los problemas 
que se les asignen a los estudiantes deben incluir ambos sistemas de 
unidades. 
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En las secciones opcionaies se tratan temas avanzados o 
especializados. En el libro se incluye un gran numero de secciones 
opcionaies identificadas mediante asteriscos y, por tanto, se distinguen 
facilmente de aquellas que constituyen la parte fundamental de un 
curso b&sico de estatica. Estas secciones pueden omitirse sin perju- 
dicar la comprensidn del resto del texto. 

Entre los temas cubiertos en las secciones adicionales se encuen- 
tran la reduction de un sistema de fuerzas a una Have de torsi6n, apli- 
caciones a hidrostatica, diagramas de fuerza cortante y momento Hec- 
tor, equilibrio de cables, productos de inercia v circulo de Mohr, la 
determination de los ejes principals y momentos de inercia de un 
cuerpo en forma arbitraria, y el m6todo del trabajo virtual. Las sec- 
ciones sobre vigas son especialmente utiles cuando el curso de est&- 
tica es seguido inmediatamente por un curso de mecanica de mate- 
riales, mientras que las partes que tratan acerca de las propiedades 
de inercia de cuerpos tridimensionales fueron pensadas primordial- 
mcnte para los estudiantes que despues estudiaran, en dinamica, el 
movimiento tridimensional de cuerpos ngidos. 

El material presentado en el libro y la mayor parte de los pro- 
blemas no requieren conocimiento matem^tico previo superior al al- 
gebra, la trigonometria y el calculo elemental; todos los conocimien- 
tos de algebra elemental necesarios para comprender el texto se 
presentan con detalle en los capitulos 2 v 3. En general, se pone mayor 
£nfasis en la comprension adecuada de los conceptos matematicos 
b&sicos incluidos que en la manipulation de formulas matematicas. Al 
respecto, se debe mencionar que la determinacidn de los centroides 
de &reas compuestas precede al calculo de centroides por integracidn, 
lo cual posibilita establecer firmemente el concepto de momento de 
un &rea antes de introducir el uso de integrates. 


ORGANIZACION DE LOS CAPITULOS 
Y CARACTERISTICAS PEDAGOGICAS 

introduccion del capitulo. Cada capftulo comienza con una 
introduccion que establece el propdsito y los objetivos del mismo, y 
en donde se describe en t£rminos sencillos el material que seni cu- 
bierto y sus aplicaciones en la resolucibn de problemas de ingenieiia. 
Los lineamientos del capitulo proporcionan a los estudiantes una vi- 
sion previa de los topicos que £ste incluye. 

Lecciones en el capitulo. El cuerpo del texto esta dividido en 
unidades, cada una de las cuales consiste en una o mas secciones de 
teorfa, uno o varios problemas resueltos, y una gran cantidad de pro- 
blemas de tarea. Cada unidad corresponde a un tema bien definido 
que, por lo general, puede ser cubierto en una leccion. Sin embargo, 
en ciertos casos el profesor encontrard que es deseable dedicar mas 
de una leccion a un topico en particular. 

Problemas resueltos. Los problemas resueltos se plantean de 
manera muy similar a la que usaran los estudiantes cuando resuelvan 
los problemas que se les asignen. Por tanto, estos problemas cumplen 
el doble proposito de ampliar el texto y demostrar la forma de traba- 
jo clara v ordenada que los estudiantes deben eultivar en sus propias 
sol uci ones. 
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Resolucion de problemas en forma independiente. Entre los 
problemas resueltos y los de tarea, para cada leccion se incluye una see- 
cion titulada Resolucion de problemas en forrrui independiente. El pro- 
posito de estas seceiones es avudar a los estudiantes a organizar mental- 
mente la teorfa va cubierta en el texto y los metodos de resoluci6n de los 
problemas resueltos, de manera que puedan resolver con mayor exito 
los problemas de tarea. Ademjis, en estas seceiones tambien se incluyen 
sugerencias y estrategias especificas que les permitiran enfrentar de ma- 
nera mas eficiente cualquier problema que se les asigne. 

Series de problemas de tarea. La mayorfa de los problemas 
son de naturaleza practica y deben 11am ar la atencion del estudiante 
de ingeniena. Sin embargo, estan disenados para ilustrar el material 
presentado en el texto y para ayudar a los estudiantes a comprender 
los principios de la mecanica. Los problemas se han agrupado de 
acuerdo con las partes del material que ilustran y se presentan en or- 
den de dificultad creciente. Los problemas que requieren atencion 
especial estan senalados con asteriscos. Al final del texto se proporcio- 
nan las respuestas correspondientes a un 70 por ciento do los proble- 
mas propuestos; y aquellos para los cuales no se da respuesta se indi- 
can en el libro escribiendo su numero en cursivas. 

Repaso y resumen del capitulo. Cada capitulo finaliza con 
un repaso y un resumen del material cubierto en el mismo. Las notas 
al margen se utilizan para ayudar al estudiante a organizar su trabajo 
de revision, ademas se han incluido referencias cruzadas para ayudar- 
los a encontrar las partes de material que requieren atencion especial. 

Problemas de repaso. Al final de cada capitulo se incluye un 
gnipo de problemas de repaso. Estos problemas proporcionan a los 
estudiantes una oportunidad adicional de aplicar los conceptos m£s 
importantes presentados en el capitulo. 

Problemas de computadora. Cada capitulo incluye un gnipo 
de problemas disenados para ser resueltos mediante programas de 
computadora. Muchos de estos problemas son importantes para el 
proceso de diseno. En est&tica, por ejemplo, pueden implicar el an4- 
lisis de una estmetura para diferentes configuraciones y cargas o la de- 
terminaci6n de las posiciones de equilibrio de un mecanismo que 
puede requerir un m^todo iterativo de soluci6n. El desarrollo del al- 
goritmo necesario para resolver un problema de mec&nica dado bene- 
ficiara a los estudiantes en dos formas diferentes: 1 ) les ayudar^ a lo- 
grar una mejor comprension de los principios de la mecanica involu- 
crados; 2) les proporcionara la oportunidad de aplicar sus habilidades 
con la computadora para encontrar la solucion de un problema rele- 
vante de ingeniena. 
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Esta obra cuenta con interesantes complementos que fortalecen los 
procesos de ensenanza-aprendizaje, asi como la evaluacion de estos, 
mismos que se otorgan a profesores que adoptan este texto para sus 
cursos. Para obtener mas informacion y conocer la polftica de entrega 
de estos materiales, contacte a su representante McGraw-Hill. 
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A finales del siglo xvn, Sir Isaac Newton estabiecid los principios fundamentaies de la mecdnica, los cuales 
constituyen la base de gran parte de la ingenieria moderna. El diseno y analisis de casi todos los instrumentos 
y sistemas requieren del conocimiento de estos principios. 
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1.1. cQUE ES LA MECANICA? 

La mecanica se puede definir como la ciencia que describe y predice 
las condiciones de reposo o movimiento de los cuerpos bajo la accirin 
de fuerzas. Se divide en tres partes: la mecanica de cuerpos rigidos , la 
mecanica de cuerj)os deformables y la mecanica de fluidos. 

La mecanica de cuerpos rigidos se subdivide en estdtica y dindmi- 
ca; la primera estuclia los cuerpos en reposo y la segunda los cuerpos en 
movimiento. En esta parte del estudio de la mecanica se supone que los 
cuerpos son perfeetamente rigidos. Sin embargo, las estructuras y las 
maquinas reales nuriea lo son y se deforman bajo las cargas a las que 
estin sometidas. Estas deformaciones casi siempre son pcquenas y no 
afectan de manera apreciable las condiciones de equilibrio o de movi- 
miento de la estnictura en consideraci6n. Pero son importantes cuando 
se tiene en cuenta la resistencia de la estnictura a las fallas v se cstudian 
en la mecanica de materiales, que es una parte de la mecanica de cuer- 
pos deformables. La tercera parte de la mecanica, la de fluidos, se sub- 
divide en el estudio de los fluidos incompresibles y el de los fluidos com- 
presibles. La hidraulica es una subdiviskSn importante en el estudio de 
los fluidos incompresibles y trata problemas relativos a los Ifquidos. 

La mecanica es una ciencia fisica puesto que estudia fenomenos fif- 
sicos. Sin embargo, algunos la asoeian con las matematicas, mientras que 
otros la consideran un tema de ingenieria. Ambos puntos de vista se jus- 
tifican parcialmente. La mecanica es la base de la mayorfa de las cien- 
cias de la ingenieria y es un requisito indispensable para estudiarlas. Sin 
embargo, no tiene el caracter emptrico propio de algunas ciencias de la 
ingenieria, es decir, no se basa solo en la experiencia u observation; por 
su rigor y la importancia que da al razonamiento deductive se parece a 
las rnatematicas. Pero tampoco es una ciencia abstracta, ni siquiera una 
ciencia pura; es una ciencia aplicada. Su proposito es expliear y prede- 
cir los fenomenos ftsicos y poner las bases para aplicarlas en ingenieria. 

1.2. CONCEPTOS Y PRINCIPIOS FUNDAMENTALES 

Aunque el estudio de la mecanica se remonta a los tiempos de Aristri- 
teles (384-322 a.C.) y de Arquimedes (287-212 a.C.), se tuvo que es- 
perar hasta Newton (1642-1727) para encontrar una formulacidn satis- 
factory de sus principios fundamentales, los cuales fueron expresados 
despu^s en forma modificada por d’Alembert, Lagrange y Hamilton. 
Su validez permaneciri incolume hasta que Einstein formulo su teoria 
de la relativideul (1905). Si bien ahora se ban reconocido las limitacio- 
nes de la mecanica newtoniana , £sta aun es la base de las actuates cien- 
cias de la ingenieria. 

Los conceptos b&sicos que se emplean en la mecania son espacio , 
tiempo , masa y fuerza . Estos conceptos no pueden ser definidos en for- 
ma exacta; deben aceptarse sobre las bases de nuestra intuicion y ex- 
periencia y emplearse como un marco de referenda mental en el es- 
tudio de la mecanica. 

El concepto de espacio se asocia con la nocirin de position de un 
punto P. La position de este puede definirse por tres longitudes me- 
didas desde cierto punto de referenda u origen , en tres dirccciones da- 
das. Estas longitudes se reconocen como coordenadas de P. 

Para definir un evento, no es suficiente con indicar su posicirin en 
el espacio sino que debe darse tambi^n el tiempo del evento. 

El concepto de masa tiene la funcion de caracterizar y comparar 
los cuerpos con base en ciertos experimentos mecanicos fundamenta- 
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les. For ejeinplo, dos cuerpos que tengan la inisma masa serian atraf- 
dos por la Tierra de igiial forma; tambien presentaran la misma resis- 
tencia a un cambio en su movimiento traslacional. 

Una fuerza representa la accion de un cuerpo sobre otro y puede 
ejercerse por contacto real o a distancia, como en el easo dc las fuer- 
zas gravitaeionalcs y magn6ticas. Una fuerza se caracteriza por su pun - 
to de aplicacion , magnitud y direction y se representa con un vector 
(section 2.3). 

En la mec&nica newton iana, espacio, tiempo y masa son concep- 
tos absolutos e independientes entre si (esto no es asi en la mecdnica 
relativist a, dondc el tiempo de un evento depende de su posicion v la 
masa de un cuerpo varia con su velocidad). Por otra parte, el concep- 
to de fuerza no es independiente de los otros tres. En realidad, uno de 
los principios fundamentales de la mecdnica newtoniana, que se enun- 
cian mas adelante, indica que la fuerza rcsultante que actiia sobre un 
cuerpo se relaciona con la masa de este y con la forma en que vana su 
velocidad en el tiempo. 

Se estudiaran las condiciones de reposo o movimiento de partfcu- 
las y cuerpos rigidos a partir de los cuatro principios basicos que se han 
cxpucsto. Por partxcida se entiende una pequenisima cantidad de ma- 
teria (pie oeupa un pun to en el espacio. Un cuerpo rigido es la combi- 
nation de un gran nuinero de partfculas que ocupan posiciones fijas 
entre si. El estudio de la mecdnica de las particulas es un requisite pre- 
vio al de los cuerpos rigidos. Ademas. los resultados obtenidos para una 
partfcu la pueden usarse directamente en muchos problemas que tra- 
tan de las condiciones de reposo o movimiento de cuerpos re ales. 

El estudio de la mecanica elemental descansa sobre seis principios 
fundamentales basados en la evidencia experimental. 

La ley del paralelogramo para la adicion de fuerzas. Esta- 
blcce que dos fuerzas que actuan sobre una partial la pueden ser susti- 
tuidas por una sola fuerza Ilamada resultante , que se obtiene al trazar 
la diagonal del paralelogramo que tiene los I ados iguales a las fuerzas 
dadas (section 2.2). 

El principio de transmisibilidad. Establece que las condicio- 
nes de equilibrio o de movimiento de un cuerpo rigido perm an ece ran 
inalteradas si una fuerza que actiia en un pun to del cueqio rigido se 
sustituye por una fuerza de la misma magnitud y la misma direccion, 
pero que actiie en un purito dife rente, sicmpre que las dos fuerzas ten- 
gan la misma linca de accidn (seccidn 3.3). 

Las tres leyes fundamentales de Newton. Fueron formula- 
das por Sir Isaac Newton a finales del siglo XVII y pueden enunciarse 
como sigue: 

PRIMERA LEY. Si la fuerza resultante que actiia sobre una par- 
ticula es cero, la particula permanecera en reposo (si originalmente es- 
taba en reposo) o se movera con velocidad constante en linea recta (si 
originalmente estaba en movimiento) (seccion 2.10). 

SEGUNDA LEY. Si la fuerza resultante que actiia sobre una par- 
ticula no es cero, la particula tendra una aceleracion proporcional a la 
magnitud de la resultante y en la direccion de 6sta. 

Como se vent en la seccicin 12.2 esta ley puede expresarse asi 

( 1 . 1 ) 


F - ma 


4 intnoduccion donde F, m y a representan, respectivamente, la fuerza resultante que 

actua sohre la particula, la masa de esta v la aceleracion de la niisrna, 
cxpresadas en un sistema congruente de unidades. 

I ERCERA LEY. Las fuerzas de accion y reaction de cuerpos en 
contacto tienen la niisrna niagnitud, la inisrna Ifnea de accion y scnti- 
dos opuestos (seccion 6.1). 



Figura 1.1 



Fotografia 1.2 Cuando estan en la orbita 
terrestre, se dice que las personas y los objetos 
no tienen peso, aun cuando la fuerza 
gravitacional que actua sobre ellos es 
aproximadamente 90% de la que se experimenta 
en la superficie de la Tierra. Esta aparente 
contradiccidn se resolver^ en el capitulo 12, 
cuando se aplica la segunda ley de Newton al 
movimiento de particulas. 


La ley de gravitacion de Newton. Establecc que dos partfcu- 
las de masa M y m se atraen mutuarriente con fuerzas iguales y opues- 
tas F y - F (figura 1.1), de niagnitud F dada por la formula 


F = 
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donde r = la distancia entre las dos particulas 

G - la con stan te universal llamada const ante de gravitacion 

La lev de gravitacion de Newton introduce la idea de una accion ejer- 
cida a distancia v extiende el alcance de aplicacion de la tercera ley: la 
accion F y la reaccion — F en la figura 1.1 son iguales y opuestas v tie- 
nen la i n ism a Ifnea de accion. 

Un case de gran importancia es el de la atraccion que la Tierra ejer- 
ce sobre una particula situada en su superficie. La fuerza F ejercida por 
la Tierra sobre la particula se define como el peso W de la partfcula. To- 
ni an do M igual a la masa de la Tierra, m igual a la masa de la particula, 
v r igual al radio R de la Tierra e introduciendo la constante 



la rnagriitud W del peso de una partfcula de masa m puede expresar- 
se como 1 


XV = mg (1.4) 

El valor de R en la formula (1.3) depende de la elevacion del punto 
considerado; tambien depende de su latitud, puesto que la Tierra no 
es realm ente esferica. Asf que el valor de g varia con la posicion del 
punto en cuestion. Mientras el punto permanezea sobre la superficie 
de la Tierra, en la mayona de los calculus de ingenierfa es suficiente- 
mente prcciso suponer que g es igual a 9.81 m/s o 32.2 ft/s 2 . 

Los principios que se acaban de enunciar sc iron explicando en el 
curso del estudio de la rnecilnica conform e sea necesario. El cstudio 
de la estatica dc particulas se realiza en el capitulo 2 y se basa solo en 
la ley del paralelogramo para la adicidn v eu la prirncra lev de New- 
ton. El principio de transmisibilidad se expondra en el capitulo 3, al 
comenzar el estudio de la estatica de cuerpos rfgidos, y la tercera ley 
de Ne\\4on se expone en el capitulo 6, cuando se analicen las fuerzas 
ejercidas entre los diferentes elementos que forman una estructura. En 
el estudio de la dinamica se introduciran la segunda ley de \ev\4on y 
la ley de gravitacion. Allf se mostrara que la primera ley de Newton es 
un caso particular de la segunda lev (seccion 12.2), y que el principio 
de transmisibilidad podrfa derivarse de los otros principios y por lo mis- 


*Una de(tnici6n iruls precisa del peso VV debe toinar en cuenta la mtacion de la Tierra. 
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mo quedar eliminado (seccion 16.5). Por ahora, las primera y tercera 
leyes de Newton, la Icy del paralclogramo para la adicion y el prinei- 
pio de transmisihilidad proporcionaran las bases necesarias y suficicn- 
tes para el cstndio cornpleto de la estatica de partfculas, de cuerpos ri- 
gidos y dc sistemas de cuerpos rigidos. 

Como so dijo antes, los seis principios fundamentales cnunciados 
antes se basan en la evidencia experimental. A excepcion de la primera 
ley de Newton v el principio de transmisihilidad, todos son principios in- 
dependientes v no se pueden obtener inatematicamente de los demas ni 
de cualquier otro principio fisieo elemental. En ellos descansa la mayor 
parte de la intrincada estmetura de la mecanica newtoniana. La aplica- 
cion de estos principios fundamentales ha permitido resolver, por mas 
de dos siglos, un gran numero de problemas rclacionados con las eondi- 
ciones de reposo y rnovimiento de cuerpos rigidos, cuerpos dcfonnables 
y fluidos. Muchas de las soluciones obtenidas pueden comprobarsc me- 
diante experimentos que proporcionan una veri(icaci6n ulterior de los 
principios en que se basaron. Fue s6lo hasta el siglo pasado que se cn- 
contro que la mecanica de Newton tiene deficiencias en el estudio del 
rnovimiento de los &tomos v en el de ciertos planetas, y que debe com- 
plemcntarse con la teoria dc la relatividad. Pero en la escala hum ana o 
en la escala de la ingenie ria, donde las velocidadcs son mucho mas pe- 
quenas que la velocidad de la luz, la mecanica de Newton aun no ha si- 
do refutada. 


1.3. SISTEMAS DE UNIDADES 

Con los cuatro conceptos fundamentales introducidos en la seccion an- 
terior se asocian las llamadas unidades cineticas , es decir, las unidades 
de longitud , tiempo , masa y fuerza. Estas unidades no pueden escoger- 
se de rnancra independiente si la ccuacion (1.1 ) ha dc satisfacerse. Trcs 
de ellas pueden definirse en forma arbitraria; se les llama unidades ha- 
stens. La cuarta unidad, en cambio, debe escogerse de acuerdo con la 
ecuacion (1.1) y se le identifica como unidad derivadxi. Sc dice que las 
unidades cineticas asi seleccionadas form an un sistema congruente de 
unidades. 

Sistema Internacional de Unidades (Unidades del SI). 1 En 

este sistema, que sera de uso universal cuando Estados Unidos com- 
plete su conversion, las unidades basicas son las de longitud, masa y 
tiempo, y se Hainan, respectivamente, metro (m), kilogra7no (kg) y.$e- 
g undo (s). Las tres estiin definidas dc manera arbitraria. El segundo, 
que de manera original se eligio para represen tar 1/86 400 del dia so- 
lar medio, se define ahora como la duracidn de 9 192 631 770 ciclos 
de la radiacion emitida en la transicion entre dos niveles del estado 
fundamental del dtorno dc ccsio-133. El metro, definido en forma ori- 
ginal como la diczmillon&sirna parte de la distaneia del ecu ado r a un 
polo, se define ahora como 1 650 763.73 longitudes de onda de la luz 
naranja-roja correspondiente a cicrta transicibn en un atomo de crip- 
ton -86. El kilogram o, que es aproximadamente igual a la masa de 0.001 
m 3 dc agua, se define como la masa de un patron de platino-iridio que 
se conserva en la Oficina Internacional de Pesos v Medidas en Sevres, 
cerca de Paris, Francia. La unidad de fuerza cs una unidad derivada y 
se llama netvton (N). Se le define como la fuerza quo proporciona una 

1 ST sign ifi ca Systdme International d’ Unites (francos). 


g iroduccion aceleracion de 1 m/s 2 a una rnasa de un kilogramo (figura 1.2). A par- 

tir de la ecuaeibn (1.1) se escribe 

1 N = (1 kg)(l m/s 2 ) = 1 kg • m/s 2 (1.5) 

Se dice que las unidades del SI Forman un sistema absoluto de unida- 
des; esto signiflca que las tres unidades basicas seleccionadas son in- 
dependientes del lugar en donde se utilieen las medidas. El metro, el 
kilogramo v el segundo se pueden usar en cualquier lugar de la Tierra; 
incluso pueden usarse on otro planeta y siempre tendr&n el mismo sig- 
nificado. 

El peso de un cuerpo, o la fuerza de gravedad ejcrcida sobre el, 
debe expresarse en newtons, como cualquier otra fuerza. De la eeua- 
ci6n (1.4) se obtiene que el peso de un cuerpo de masa 1 kg (figura 
1.3) es 


a - 1 tri/.s- 

— ► f i \ 

Figura 1.2 



Figura 1.3 


W = mg 

= (1 kg)(9.81 m/s 2 ) 

= 9.81 N 

Los multiplos v submilltiplos de las unidades fundamentals del SI 
se pueden obtencr con el uso de los prcfijos que se dcfinen en la ta- 
bla 1.1. Los multiplos v submultiplos de las unidades de longitud, ma- 
sa v fuerza de mayor uso en ingenieria son, respectivamente, el kilo- 
metro (kin) y el miUmetro (mm); el megagramo f (Mg) y el gramo (g); 
v el kilonewton (kN). De acucrdo con la tabla 1.1, se tiene 

1 km = 1 000 m 1 mm = 0.001 m 
1 Mg = 1 000 kg 1 g = 0.001 kg 
1 kN = 1 000 N 


La conversion de estas unidades a metros, kilogramos y newtons, res- 
pectivamente, puede realizarse con solo recorrer el punto decimal 
tres lugares a la derecha o a la izquierda. Por ejemplo, para convertir 

3.82 km en metros, se recorre el punto decimal tres lugares a la dere- 
cha: 


3.82 km = 3 820 m 

En forma semejante, 47.2 mm se conviertcn en metros recorriendo el 
punto decimal tres lugares a la izquierda: 

47.2 mm = 0.0472 m 

Con el uso de la notacion cientifiea, se puede escribir 

3.82 km = 3.82 X 10 3 m 
47.2 mm = 47.2 X 10 3 m 

Los multiplos de la unidad de tiempo son el minuto (min) v la horn 
(h). Puesto que 1 min = 60 s v 1 h = 60 min = 3 600 s, estos inulti- 
plos no pueden convertirse tan facilmente como los ntros. 


’Tambi^n conocida como ionelada miHrica. 


Tabla 1.1. Prefijos del SI 
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Factor multiplicative 



Prefijo 

Smnbolo 

1 000 000 000 000 

= 

1() 12 

tera 

T 

1 000 000 000 

= 

10 s ’ 

g'ga 

C 

1 000 000 

= 

10 6 

mega 

M 

1 000 

= 

10 3 

kilo 

k 

100 

- 

10 2 

hecto 1 

1) 

10 

= 

10' 

deca * 1 

da 

0.1 

= 

10 -1 

deep 

d 

0.01 

= 

10- 2 

centi* 

c 

0.001 

- 

10 -3 

mili 

m 

0.000 001 

= 

10" fi 

micro 

M 

0.000 000 001 

= 

10" 9 

nano 

n 

0.000 000 000 001 

= 

10“ 12 

pico 

P 

O.(MK) (XX) 000 000 001 

= 

10" 15 

femto 

f 

0.000 (XX) (XX) (XX) 000 001 

= 

]()- ,s 

ato 

a 


*Debe eviturse cl uso de estos prefijos, excepto en las me did as de iireas y voltiinenes y para 
el uso no tecnico del centfmetro, eomo en las medidas referentes a la ropa y al ciicrpo. 


Con el uso del multiple o submultiplo adecuado de cierta unidad, 
se puede evitar la escritura de numeros muy grandes o muy pequenos. 
Por ejemplo, por lo general se escribe 427.2 km en lugar dc 427 200 
m, y 2.16 mm en lugar de 0.002 16 m. 1 

Unidades de area y voluinen. La unidad de area es el metro 
cuadrado (m 2 ), que representa el area de un cuadrado de 1 in de la- 
do; la unidad de voluinen es el metro cubico (m 3 ), que es igual al vo- 
lumen de un cubo de 1 in de lado. Para evitar valores num£ricos ex- 
cesivainente pequenos o demasiado grandes en el calculo de areas y 
volumenes, se nsan sistemas de subunidades que se obtienen elevan- 
do, rcspectivamente, al cuadrado y al cubo no solo el miUmetro sino 
tambien dos submultiplos intermedios del metro, llamados decimetro 
(dm) v centimetro (cm). Entonces, por definition, 

1 dm = 0.1 m = 10 _1 m 
1 cm = 0.01 m = 10 2 m 
1 mm = 0.001 m = lo 3 m 

I os submultiplos de la unidad de area son 

1 dm 2 = (1 dm) 2 = (10 1 m) 2 = 10 -2 m 2 

1 cm 2 - (1 cm) 2 = (1()~ 2 m) 2 - 10“ 4 m 2 

1 mm 2 = (1 mm) 2 = (10~ 3 m) 2 = 10 6 m 2 

y los submultiplos de la unidad de voluinen son 

1 dm 3 = (1 din) 3 = (10"' m) 3 = 10“ 3 in 3 

1 cm 3 = (1 cm) 3 = (10~ 2 m) 3 = 10“ 6 m 3 

1 mm' 3 = (1 mm) 3 = (10 3 m) 3 = 10“ 9 m 3 


f D(i)c observarse que cuando se usan m^s de cuatro digitos a ambos lados del punto de- 
cimal para expresar una cantidad en unidades del SI (cnino en 427 200 ni o en 0.(X)2 10 m) 
deben usarse espacios, no comas, para separar los digitos en gnipos de tres. Esto es con 
el fin de evitar confiisiones con la coma, que se usa en inuchos paises cr\ lugar del punto de 
cimal. 
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Dcbc notarse que cuando se jnide el volumen de mi liquido, el deci- 
metre cubico (dm 3 ) se eonoce on forma usual como un litro (L). 

En la tabla 1.2 se inuestran otras unidades dcrivadas del SI, que 
se usan para inedir el inomento de una fuerza, el trabajo de una f'uer- 
za, etc. Annquc cstas unidades se introdiiciran en capitulos posterio- 
res eonforme se vayan necesitandn, es necesario describir una regia im- 
portante en esta fase: cuando se obtiene una unidad derivada con la 
division de una unidad basica entrc otra unidad basica, debe usarsc un 
prefijo en el numerador dc la unidad derivada pern no en su denomi- 
nador. Por ejemplo, la constante k de un resorte (pie se clonga 
20 mm bajo una earga de 100 N se expresara como 


100 N 
20 mm 


1 00 N 
0.020 rn 


= 5 000 N/in 


o k = 5 k\/m 


pero nunca como k = 5 \/mm. 

Unidades de uso comun en Estados Unidos. La mayoria de 
los ingenieros practical! tes estadounidenses todavia utiliza un sistema en 
el que las unidades basicas son las unidades de longitud. fuerza y tiempo. 
Estas unidades son, respectivamente, el pie (ft), la libra (lb) v el segtmch 
(s). El scgundo es identicx) a la correspondiente unidad del SI. El pie se 
define como 0.304S m. La libra se define como el peso de un patron 
de platino, llamado libra estdndar , que esta en el National Institute 


Tabla 1.2. Principales unidades del SI usadas en mecanica 


Cantidad 

Unidad 

Sfmbolo 

Formula 

Aceleracibn 

Metro por segundo 
al cuadrado 


in/s 2 

Angulo 

Radi tin 

rad 

t 

rad/s 2 

Aceleracion angular 

Radian por segundo 
al cuadrado 

. . . 

Velocidad angular 

Radian por segundo 

. . . 

racks 

Area 

Metro cuadrado 

• • • 

m 2 

Densidad 

Kilogramo por 
metro cubico 

. . . 

kg/m 3 

Energia 

Joule 

J 

N • rn 

Fuerza 

Newton 

N 

kg • m/s 2 

Frecuencia 

Hertz 

Hz 

s _1 

Impulso 

N ewton -segundo 


kg • m/s 

Longitud 

Metro 

m 

i 

Mas a 

Kilogramo 

kg 

1 

Mom onto de una fuerza Newton -metro 


N * m 

Potencia 

Watt 

W 

i /s 

Pres ion 

Pascal 

Pa 

N/m 2 

Esfuerzo 

Pascal 

Pa 

N/m 2 

Tiempo 

Segundo 

s 

i 

Velocidad 

Volumen 

Metro por segundo 


m/s 

Sdlidos 

Metro cubico 


m 1 

Liquid os 

Litro 

L 

10 1 m 3 

Tral >ajo 

Joule 

J 

N * m 


1 Unidad suplemeutaria (1 rc^vol uc*i on = 2.tt rad = 360°). 
'Unidad bdsica. 


of Standards and Technology en las afueras de Washington, su masa cs 
de 0.453 592 43 kg. Como el peso de un cnerpo depende de la atraecion 
gravitational de la Tierra, la dial varia con la ubicaeibn, se especifica 
(pie la libra estandar debe estar local i /ad a al nivel del mar y a una la- 
titnd de 45° para definir en forma apropiada una fuerza de una libra. 
Es claro que la s unidades de uso comun en Estados Unidos no Ibrinan 
un sistema de unidades absolute*. Por su dcpendencia de la atraecion 
gravitational de la Tierra constituyen un sistema de unidades graviia- 
cional. 

Aun cuando la libra estandar se einplca tambien como unidad de 
masa en transacciones comerciales en Estados Unidos, no puede usar- 
sc asf en calculos de ingenieria, debido a que no seria eonsistcnte con 
las unidades basieas definidus en el apartado anterior. De hecho, cuan- 
do una fuerza de 1 lb actua sobre la libra estandar, es deeir, cuando es- 
ta sujeta a la gravedad, recibe la acceleration de la gravedad, g — 32.2 
ft/s* (figura 1.4), esta no es la unidad de aeeleracion (pie se requiere 
segiin la ecuacibn (1.1). La unidad de masa consistentc con el pie., la 
libra y cl segundo es la masa (pie recibe una aeeleracion de 1 ft/s 2 al 
aplicarsele una fuerza de l lb (figura 1.5). Esta unidad, algunas veces 
llamada slug, puede derivarsc de la ecnacion F = ma despues de sus- 
tituir 1 lb v 1 ft/s j)ara F v a, respectivamente. Se escribe 

F = ma 1 lb = (1 slug)(l ft/s 2 ) 

\ sc obtiene 

1 slug = — ~~ r~ = 1 lb • s 2 /ft (1.6) 

- 1 ft/s 2 
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Figura 1.4 


a = 1 



1 tb 

— ► 


Figura 1.5 


Cornparando las figuras 1 .4 v 1 .5 se concluye (pie cl slug es una masa 
32.2 veces mayor que la masa de la libra estandar. 

El hecho de (pie en el sistema de uso comun en Estados Unidos, 
los cuerpos sc caractericen por su peso en libras en lugar de por su ma- 
sa en slugs, sera ventaioso en el estudio de la estatica, en dondc se tra- 
tara en forma continua con pesos u otras fuerzas, y solo en ocasiones 
eon masas. Sin embargo, en el estudio de la dinamica, donde intervie- 
nen fuerzas, masas y aceleraciones, la masa m de un cnerpo se expre- 
sara en slugs cuando su peso W estc dado en libras. Recordando la 
ecuacion (1.4) se escribe 

W 

m = — (1.7) 

g 


donde g es la aeeleracion de la gravedad (g = 32.2 ft/s 2 ). 

Otras inidades de uso comun en Estados Unidos que se presentan 
en forma frecucntc en probleinas de ingenieria son la nulla (mi), igual 
a 5 2<S0 ft; la pulgada (in.), igual a ] ]2 ft; y la kilolihra (kip), igual a una 
fuerza de 1 000 lb. La tonelada se usa con frecuencia para represen- 
tar una masa de 2 000 lb pero, ill igual (pie la libra, debe convert! rse a 
slugs en los calculos de ingenieria. 

La conversion en pies, libras y segundos de cantidades expresadas 
en otras unidades de uso comun en Estados Unidos, en forma general 
es mas complicada v requiere mayor atencibn (pie la operation eorres- 
pondiente en las unidades del SI. Por cjcmplo, si se da la magnitud de 



Fotografia 1.3 La unidad de masa es la unica 
unidad b^sica que aun se define con un patron 
fisico. En la actualidad se trabaja para 
reemplazar este patrdn por uno basado en un 
fenbmeno natural inalterable 
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una velocklad corno t: = 30 mi/h, sc eonvicrtc cn ('t/s do la siguiente 
manera. Priinero se escribe 


ini 


v = So- 
li 


Puesto que se quieren convertir millas en pies, se debe niultiplicar el 
miembro dcrccbo de la ccuacion por una exprcsion que contenga mi- 
llas en el denorninador v pies en el nunierador. Pern, corno no se quie- 
re cambiar el valor del miembro dereeho, la expresion implicada debe 
tener un valor ignal a uno; cl eocicnte (5 280 ft)/(l mi) es una expre- 
sion de este tipo Hadendo una operacion sernejante para transformar 
la uni dad bora en segundos, se escribe 


mi \/5 280 ft \/ I h 


/ mi \/ o 280 it \/ 111 



Fotografia 1.4 No se puede exagerar la impor- 
tancia de incluir unidades en todos los c&lculos. 
Se encontrb que el satelite climatolbgico para 
Marte, con un costo de 125 millones de dolares, 
fallo al ingresar a la orbita alrededor de Marie 
porque el principal contratista habfa proporciona- 
do el equipo de navegacion con datos operativos 
basados en unidades de uso comun en Estados 
Unidos, en lugar de las especificaciones del SI. 


Healizando los ealculos numericos v cancelando las unidades que apa- 
recen tanto en el numerador corno en el denoininador. se obtiene 

ft 

v =44 — =44 (t/s 
s 

1.4. CONVERSION DE UN S1STEMA DE UNIDADES A OTRO 

Existen much as situaciones en las que un ingeniero neccsita convertir 
en unidades del SI un resultado mirnerico obtenidoen unidades de uso 
cornun en Estados Unidos o viceversa. Como la unidad de tiempo es 
la misma en ambos sistemas, solo se neeesila convertir dos unidades 
cinetieas basicas y, puesto que todas las otras unidades cin^ticas pue- 
den derivarse de estas unidades basicas, solo se requiere recordar dos 
factores de conversion. 

Unidades de longitud. Por definicion, la unidad de longitud de 
uso coniiin en Estados Unidos es 

1 ft = 0.3048 in (1.8) 


De aqui se tiene que 

1 mi = 5 280 ft = 5 280(0.3048 in) = 1 609 in 


o bien 


1 mi = 1.609 km 


(1.9) 


Tambien 


1 in. = ir ft = 4(0.3048 in) = 0.0254 m 


o bien 


1 in. = 25.4 mm (110) 

Unidades de fuerza, Recordando que la unidad de luerza de 
uso comun en Estados Unidos (la libra) se define coino el peso de una 
libra estandar (de masa 0.4536 kg) al nivel del mar y a una latitud de 
45° (donde g = 9.807 m/s 2 ) y usando la eeuaeion (1.4), se escribe 
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W = mg 

1 lb = (0.4536 kg)(9.807 m/s 2 ) = 4.448 kg • m/s 2 
o, recordando la ecuacion (1.5), 


1 lb = 4.448 X 


( 1 . 11 ) 


Unidades de masa. La unidad de rnasa dc uso comun en Es- 
tados Unidos (el slug) es una unidad derivada. Asi, con cl uso de las 
ecuaciones (1.6), (1.8) y (1.11 ), se puede escribir 


I slug = I l!» • s*/ft = l l1 ', 
1 tt/s* 


4.44S N 
0.3048 m/s 2 


14.59 N • s 2 /m 


y por medio de la ecuacion (1.5), 


1 slug = 1 lb • s 2 /lt = 14.59 kg (1.12) 


Antique no puede usarse como unidad consistent de nmsa, recordan- 
do que la rnasa de la libra estandar es, por definicidn, 

1 libra masa = 0.4536 kg (1.13) 

Esla constante se puede usar para determinar la masa en unidades del 
SI (kilograrnos) de un cucrpo que este caracterizado por su peso en 
unidades dc uso comun en Estados Unidos (libras). 

Para convert ir una unidad derivada de uso comun en Estados Uni- 
dos en unidades del SI, simplemente se inultiplica o se divide por los 
factores de conversion apropiados. Por cjemplo, para convertir el mo- 
men to de una fuerza que ha sido encontrada como M = 47 lb * in. en 
unidades del SI, se us an las formulas (1.10) y (1.11) y se escribe 

M = 47 lb • in. = 47(4.448 N)(25.4 mm) 

= 5 310 N * mm = 5.31 N • m 


Los factores de conversion dados en esta seccion se pueden usar 
tambien para convertir mi resnltado numerico obtcnido en las unida- 
dcs del SI a unidades de uso comun en Estados Unidos. Por ejemplo, 
si el momento de una fuerza se cncontro como \f — 40 N * in, con el 
procedimiento usado en el ultimo parrafo de la seccion 1.3, sc escribe 


M = 40 N * 


m = (40 N • m) 


lib w 1 ft 
4.448 N ){ 0.3048 m 


) 


A I realizar los Ceil cu los numericos y cancelar las unidades que aparc- 
cen tan to en el numerador como en cl denominador, se obtiene 


M = 29.5 lb • ft 


Las unidades de uso comiin en Estados Unidos cjue se emplean 
con mayor frecucncia en la mecanica, y sus equivalentes en las unida- 
des del SI, se enlistan en la tabla 1.3. 


1.5. METODO PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS 

Un problema en mecanica debe abordarse de la misma mancra en que se 
plantearia un problema real de ingeniena. Si se toma como base la 
expcricncia y la intuicion propias, sera inas facil en tender y formular el 
problema. Sin embargo, unavez que el problema se ha establecido en for- 
ma clara, no hay sitio para suposiciones particulares. La solucion se debe 
basar en los sets prindpios fundamentales estableculos en la seccion 1.2 o 
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Tabla 1.3. Unidades de uso comun en Estados Unidos 
y sus equivalencias en unidades del SI 


Cantidad 

Unidad de uso comun en EU 

Equivalente del SI 

Aceleracidn 

ft/s 2 

0.3048 m/s 2 


in./s 2 

0.0254 m/s 2 

Area 

ft 2 

0.0929 m 2 


in. 2 

645.2 mm 2 

Energia 

ft - lb 

1 .356 J 

Euerza 

kip 

4.448 kN 


lb 

4.448 N 


oz 

0.2780 \ 

I m pi i Iso 

II) s 

4.448 N • s 

Dingitud 

ft 

0.3048 m 


in. 

25.40 mm 


mi 

1.609 km 

Masa 

oz masa 

28.35 g 


lb masa 

0.4536 kg 


slug 

14.59 kg 


ton 

907.2 kg 

M omen to de una fuerza 

ib ft 

1.356 N • m 

M ome n to de inercia 

lb ■ in. 

0.1 130 N • in 

de u n area 

in. 4 

0.4162 X 10 fi mm 4 

do una masa 

lb • ft • s 2 

1 .356 kg • m 2 

("antidad de movirniento 

lbs 

4.448 kg • m/s 

Fotcncia 

ft • Ib/s 

1.356 W 


•'P , 

745.7 W 

Presion o esfuer/o 

lb/ft 2 

47.88 Pa 


lb/in. 2 (psi) 

6.895 kPa 

Velocidad 

ft/s 

0.3048 m/s 


in./s 

0.0254 m/s 


mi/h (mph) 

0.4470 m/s 


mi/h (mph) 

1.609 km/li 

Volunien 

ft 3 

0.02832 m 3 


in. 3 

16.39 cm 3 

liKjuidos 

gal 

3.785 I. 


‘I 1 

0.9464 L 

Trabajo 

ft • II) 

1.356 | 


en los tear emus derivados de estos. Cada paso (lebe estar justificaclo con 
estas bases. Deben seguirse reglas estrictas que concluzcan a la solution 
de una manera casi automatical sin dejar lugar para la intuicion o “senti- 
mientos” partial lares. Despues de obtener una respuesta, esta debe veri- 
ficarse. Aqiu, de nuevo, sc puede utili/ar el sentido comun y la expcricn- 
cia personal. Si el resultado obtenido no es eompletamente satisfactory, 
debe verificarse en forma euidadosa la formulation del problema, la vali- 
dez del m£todo utilizado para su solution v la exactitud de los ealculos. 

El planteamiento de un problema debe ser claro y preciso y con- 
tencr los dates proporcionados, asi como indicar la information que se 
requiere. Debe inciuirsc un dibujo claro (|ue rrmestre todas las canti- 
dades involueradas, asi como un diagrama para cada uno de los cuer- 
pos (jue participan, que indique en forma clara las fuerzas que actuan 
sobre ellos. A estos diagramas se les conoce como diagramas de cuer - 
po lihre y se describing en detiille en las secciones 2.11 y 4.2. 

Los principios fundamentals de la mecanica qiu v se enlistan en la 
seccion 1.2 se emplean para escribir ecuadones <{ue expresen las con- 
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diciones do rcposo o movimiento de los cucrpos considerados. Cada 
ecuacion debc cstar relacionada on forma clara con uno de los diagra- 
mas de cuerpo libre. Despu^s se procedera a resolver el problema, ob- 
servando en forma estricta las reglas usuales de algebra y con el regis- 
tro minucioso de los dife rentes pasos dados. 

Despues de haber ol)tenido la respuesta, esta debe comprobarse 
con todo cuidado . Con freeuencia se pueden detectar errores en el ra- 
zonamiento median te la verification de las unidades. Por ejemplo, pa- 
ra determinar el momento de una fuerza de 50 N sobre un punto a 
0.60 m de su linea de action, se escribiria (section 3.12) 

M = Fd = (50 N)(0.60 in) = 30 N • m 

La unidad N • m que se obtiene al multiplicar newtons por metros es 
la unidad correeta para el momento de una fuerza; si se hubicra obte- 
nido alguna otra unidad, se sabria que se cometio un error. 

Ixis errores de cdlculo por lo general sc encontraran al sustituir los 
valores numericos en una ecuacion que no haya sido usada v verificar 
si la ecuacion es correeta. No es posible exage rar la importancia de los 
calculos corrector en ingenierfa. 

1.6. EXACTITUD NUMERICA 

La exactitud en la solucion de un problema depen de de dos factores: 
1) la exactitud de los datos proportion ados y 2) la de los calculos de- 
sarrollados. 

La solution no puede ser mas exacta que el menos exaeto de es- 
tos dos factores; por ejemplo, si se sabe (pie la carga de un puente 
es de 75 000 lb con un posible error de 100 lb, el error relative (pie 
mide el grado de precision del dato es 

— - — ^ - = 0.0013 = 0.13 por ciento 
75 000 lb 1 

Entonces, al calcular la reaction en uno de los soportes del puente no 
tendria sentido an otarl a como 14 322 lb. La exactitud de la solucion 
no puede ser mayor de 0.13 por ciento, sin importar con que exacti- 
tud se realicen los calculos, y cl error posible en la respuesta puede ser 
tan grande como (0.13/100)0 4 322 lb) « 20 lb. La respuesta deberia 
escribirse como 14 320 ± 20 lb. 

En los problemas de ingenierfa los datos rara vez se conocen con 
una exactitud mayor a 0.2 por ciento, por lo que casi nunca se justifi- 
ca escribir las respuestas a dichos problemas con una exactitud mayor 
a 0.2 por ciento. Un criterio practice es utilizar 4 cifras para registrar 
numeros que inicien con un “1" y 3 cifras en todos los otros casos. 
A menos que se indique otra cosa, los datos proporcionados en un 
problema deben asumirse como conocidos con un grado de exactitud 
comparable. Por ejemplo, una fuerza de 40 lb se deberia leer 40.0 lb, 
y una fuerza de 15 lb se deberia leer 15.00 lb. 

Los ingenieros y estudiantes de ingenierfa comiinmente usan las 
calculadoras electronicas de bolsillo. La exactitud v velocidad de estas 
facilita los calculos numericos en la solucion de muchos problemas. Sin 
embargo, los estudiantes no deben registrar mas cifras significativas de 
las que se pueden justificar, solo porque estas se pueden obtener facil- 
mente. Como se menciono con anterioridad, una exactitud mayor que 
0.2 por ciento rara vez es necesaria o significativa en la solucion de pro- 
blemas practicos de ingenierfa. 
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2.1. INTRODUCClbN 

En este capitulo se estudiarS el efecto de las fuerzas que actuan so- 
bre las particulas. Primero se aprenderd a sustituir dos o mas fuerzas 
que actuan sobre una particula por una sola fuerza que tenga el mis- 
mo efecto que ellas. Esta fuerza equivalente sola es la resultante de las 
fuerzas varias que actuan sobre la particula. Despues se derivaran las 
relaciones que existen entre las distintas fuerzas que actuan sobre una 
particula en un estado de equilibrio y se usar&n para determinar algu- 
nas de las fuerzas que actuan sobre dicha particula. 

El uso de la palabra particula no significa que este capitulo se li- 
mite al estudio de pequenos corpusculos. Quiere decir que el tamano 
y la forma de los cuerpos en consideration no afectarS en la solution 
dc los problemas tratados en este capitulo, y que todas las fuerzas 
ejercidas sobre un cuerpo dado se supondran aplicadas en un mismo 
punto. Puesto que tal suposicion se verifica en muchas aplicacicmes 
practices, se podran resolver un buen ntimero de problemas de ingc- 
nierfa. 

La primera parte de este capitulo est& dedicada al estudio de las 
fuerzas obtenidas en un mismo piano y la segunda al analisis de las fuer- 
zas en el espacio tridimensional. 


FUERZAS EN UN PLANO 

2.2. FUERZA SOBRE UNA PARTICULA. 

RESULTANTE DE DOS FUERZAS 

Uria fuerza representa la action de un cuerpo sobre otro y se caracte- 
riza por su punto de aplicacidn , magnitud o modulo y direccion. Pero 
las fuerzas sobre una particula tienen el mismo punto de aplicaci6n. 
Por tanto, cada fuerza considcrada en este capitulo estar£ completa- 
mente definida por su magnitud o m6dulo y direccion. 

La magnitud o m6dulo de una fuerza se caracteriza por cierto nu- 
mero de unidades. Como se indic6 en el capitulo 1, las unidades del 
SI usadas por los ingenieros para medir la magnitud de una fuerza son 
el newton (N) v su multiplo el ltilonewton (kN), igual a 1 000 N, mien- 
tras que las unidades del sistema de uso comun en Estados Unidos, 
empleadas con el mismo fin, son la libra (lb) y su multiplo la kilolibra 
(kip), igual a 1 000 lb. La direccion de una fuerza se define por la li- 
nea de accidn y el sentido de la fuerza. La linea de accion es la linea 
recta infinita a Io largo de la cual actua la fuerza; se caracteriza por el 
angulo que forma con a]gun eje fijo (figura 2.1). 


Flgura 2.1 



<i) 
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La fuerza en si se rcpresenta por un segmento do esa Ifnea; me- 
diante el uso de una cscala apropiada, puede escogerse la longitud de 
este segmento para representar la magnitud de la fuerza. Finalmente, 
el sentido de la fuerza debe indicarse por una punta de flecha. En la 
definition de una fuerza es importante indicar su sentido. Dos fuerzas 
como las mostradas en las figuras 2.1 a y b , que tienen la misma mag- 
nitud y la misma Ifnea de accibn pero diferente sentido, tendran cfec- 
tos opuestos sobre una partfcula. 

La evidencia experimental muestra que dos fuerzas P y Q que 
actuan sobre una partfcula A (figura 2.2 a) pueden sustituirsc por 
una sola fuerza R que produce cl mismo efecto sobre la partfcula 
(figura 2.2 c). A esta fuerza se le Hama remltante de las fuerzas P 
y Q y puede obtenerse, como se muestra en la figura 2.2 b. constru- 
yendo un paralelogramo con P y Q como lados. Tm diagonal que 
pasa por A representa la resultante. Esto se conoce como la ley del 
paralelogramo para la adicion de dos fuerzas, y se basa en la eviden- 
cia experimental; no puede probarse ni derivarse de manera matema- 
tica. 
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2.3. VECTORES 

Eii apariencia las fuerzas no obedecen las reglas de la adicidri defini- 
das en la aritmetica o en el algebra ordinaria. Por ejernplo, dos fuer- 
zas que actuan formando un angulo recto, una de 4 lb y otra de 3 lb, 
suman una fuerza de 5 lb v no una de 7 lb. La fuerzas no son las lini- 
cas cantidades que siguen la ley del paralelogramo para la adickSn. Co- 
mo se vera mas adelante, los desplaza m ien tos , velocidades , aceleracio- 
nes y momentos son otros ejemplos de cantidades ffsicas que poseen 
magnitud y direction y que se suman siguiendo la ley del paralelogra- 
mo. Estas cantidades pueden representarse matematicarnente por vec- 
tores, mientras que aquellas cantidades ffsicas que no tienen direc- 
tion, como volumeru masa o energia se representan por ntimeros ordi- 
narios o escalares. 

Los vectores se del men como expresiones matemdticas que po- 
seen magnitud , direccion y sentido , los exudes se suman de acuerdo 
con la ley del paralelogramo. Los vectores se representan por fle- 
chas en las ilustraciones y se distinguen de las cantidades escalares 
en este texto mediante el uso de negritas (P). En la escritura a mano, 
un vector puede caracterizarse dibujando una pequena flecha arriba 
de la letra usada para representarlo (P) o subrayando la letra (P). La 
magnitud de un vector determina la longitud de la flecha correspon- 
diente. En este libro se usaran letras cursivas para representar la 
magnitud de un vector. Asf, la magnitud del vector P se representa 
como P. 

Un vector con el que se representa una fuerza que actiia sobre una 
partfcula tiene un punto de aplicacion bien defmido, a saber, la partf- 
cula misma. A tal vector se le llama vector fijo o ligado , y no puede 
cambiarse su posicion sin modificar las condiciones del problema. Sin 
embargo, otras cantidades ffsicas, como los pares (vease capftulo 3), se 
pueden representar por vectores que pueden moverse libremente en 
cl espacio; a estos vectores se les conoce como libres. Existen otras can- 
tidades ffsicas, como las fuerzas sobre un cuerpo rigido (vease capftu- 
lo 3), que estan representadas por vectores que pueden moverse o res- 



Figura 2.2 
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Figure 2.5 



balar a lo largo de su linea de accibn; a £stos se les conoee como vec- 
tores cledizantes . 1 

Dos veetores de la misma rnagnitud, direction y sentido se dice 
que son iguales, tengan o no el mismo punto de aplicacion (figura 2.4); 
los veetores iguales pueden representarse por la rnisma letra. 

El vector negative de un vector P se define como aquel que tiene 
la rnisma rnagnitud que P y una direccion opuesta a la de P (figura 2.5); 
el negative del vector P se representa por — P. A los veetores P y — P 
se les llama veetores iguales y opuestos. Se tiene 

P + (— P) = 0 

2.4. ADICION O SUMA DE VECTORES 

En la seccidn anterior se vio que. por definicidn, los veetores se surnan 
de acuerdo con la ley del paralelogramo. Asi, la sum a de dos veetores 
P y Q se obtiene uniendo los dos veetores al mismo punto A v cons- 
truyendo un paralelogramo que tenga por I ados a P v a Q (figura 2.6). 
La diagonal que pasa por A representa la suma vectorial de P y Q, v 
se representa por P + Q. El heeho de que el signo + se use para re- 
presentar tanto la suma vectorial como la escalar no debe causar nin- 
guna confusidn, si las cantidades vectorialcs y escalares siempre se dis- 
tinguen con cuidado. De esta nianera, se debe notar que la rnagnitud 
del vector P + Q no es, en general, igual a la suma P + Q de las mag- 
nitudes de los veetores P v Q. 

Puesto que el paralelogramo construido con los veetores P y Q no 
depende del orden en que P v Q se seleccionen, se concluye quo la 
adicion de dos veetores es conmutativa , y se escribe 

P + Q = Q + P (2.1) 


A parti r de la ley del paralelogramo sc puede obtener otro me- 
todo para determinar la suma de dos veetores. Este metodo Ilamado 


'Algunas expresiones tienen rnagnitud y diroccidn porn no se suman dr* acuerdo con la 
ley del paralelogramo. Aunqiie tales expresiones se pueden represents por medio de fle- 
chas, no se pueden con side rar veetores. 

Un gurpo de expresiones de este tipo son las rotaciones finitas de un cuerpo rigido. 
Coloquo un libro ccrrado enfrente de usted sobre una mesa de manera que se encuentre 
en la forma habitual, con la portada hacia arriba y el lomo liacia la izquierda. Ahora rote el 
libro 180° con respocto a un eje paralelo al lomo (figura 2.3 a); esta rotaci6n puede ser re- 
presen tada por una flecha or ion tada, como sc muestra cm la figura, cuva longitud es igual 
a 180 unidades. Tomando el libro tal y como se encuentra en su nueva posicion. rotclo 



1 80® 

a) b) 

Figura 2.3 Rotaciones finitas de un cuerpo rigido 


regia del tridngulo se obtiene corno sigue: con side res e la figura 2.6, 
donde la suma dc los vectores P v Q ha sido determinada por la ley 
del paralclogranio. Puesto que el I ado del paralelogramo opuesto a 
Q es igual a Q en magnitud y direction, se podrfa dibujar solo la 
mitad del paralelogramo (figura 2.7 a). De esta nianera, la suma de 
los dos vectores puede encontrarse colocando P y Q de pnnta a cola 
y uniendo la cola de P con la punta de Q. En la figura 2.7/; se con- 
sidera la otra mitad del paralelogramo y se obtiene el mismo resub 
tado. Esto confirma el hecho de que la suma vectorial es conmuta- 
tiva. 

La resta de un vector se define corno la adicion del vector negati- 
vo correspondiente. De manera que el vector P — Q que representa 
la diferencia de los vectores P y Q sc obtiene agregandolc a P el vec- 
tor negativo — Q (figura 2.8). Se escribe 
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P-Q = P + (-Q) 


(2.2) R9Ura 2 7 


Aquf se debe observar otra vez que aunque se usa el mismo signo pa- 
ra representar tanto la sustraccion vectorial corno la escalar, se evita- 
ran confusiones si se tiene cuidado en distinguir entre cantidades vec- 
toriales y escalares. 

Ah ora se eon side rara la suma de tres o rads vectores . La suma de 
tres vectores P, Q y S se obtcndra por definicion , sumando primero 
los vectores P v Q y agregando el vector S al vector P 4- Q. De mane- 
ra que 


P + Q + S = (P + Q) + S (2.3) 



Figura 2.8 


En forma sevnejante, la suma de cuatro vectores sc obtiene agregando 
el cuarto vector a la suma de los tres primeros. Por consiguiente, la su- 
ma de cualquier numero de vectores se puede obtener al aplicar en 
forma repet i da la ley del paralelogramo a pares sucesivos de vectores, 
hasta que todos los vectores sean sustituidos por uno solo. 


ahora 180° alrededor de un eje horizontal perpendicular ill lomo (figura 2.3 b)\ esta segunda 
rotacidn puede ser represen tada por medio de una flecha cuya longitud es igual a 180 
unidades, orieutada coino se muestra eu la figura. Sin embargo, el libro podria haberse 
colocado en esta posicidn final aplicando una sola rotacidn de 180° con respocto a un eje 
vertical (figura 2.3c). Se conclude que la suma de las dos rotacione.s de 180° represontadas 
por flechas rfgidas, respectivamente, a lo largo de los ejes z y x y es una rotacidn de 180° 
represent ad a por una flecha dirigida a lo largo del eje y (figura 2.. 3d). Es obvio que las rota- 
cion es finitas dc un cncrpo rigido no obedecen la ley del paralelogramo para la adicidn; por 
tanto. dstas no puedon ser nepresentadas por medio dc vectores. 




Fotografia 2.1 Como se ha mostrado, puede 
usarse la ley del paralelogramo o bien la regia 
del trtengulo para determinar la fuerza resultante 
ejercida por los dos cables largos que cuelgan 
del gancho. 
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Si los vectores dados son coplanares , es decir, si estan contenidos 
en el mismo piano, su suma pucde obtenerse facilmente en fonna gr£- 
fiea. En ese caso, se prefiere la aplicacion repetida de la regia del trian- 
gnlo en vez de la lev del paralelograrno. En la fignra 2.9 la suma de los 
tres vectores P, Q y S se obtuvo de esta forma: la regia del trtengulo se 
aplico primero para obtener la suma P + Q de los vectores P v Q: 
y volvid a aplicarse para obtener la suma de los vectores P + Q y S. 
Sin embargo, la determinacidn del vector P + Q pudo haberse omiti- 
do; obteniemdose directamente la suma de los tres vectores, como se 
muestra en la figura 2.10, acomodanclo los vectores en la forma de cola 
a punta ij conectanclo la cola del primer vector con la punta del ultimo. 
Esta se conoce como la regia del poltgono para la adicidn de vectores. 

Se observa que el resultado obtenido permanecera sin cambio si, 
como se muestra en la figura 2. 1 1, los vectores Q y S se hubieran reem- 
plazado por la suma de Q + S. Entonces se puede escribir 


P + Q + S = (P + Q) + S = P + (Q + S) (2.4) 


esta ecuacidn expresa el hecho de (pie la adicidn de vectores es aso- 
ciativa . Es importante recordar que ya se demostro que la suma vec- 
torial de dos vectores es tambi£n conmutativa, por lo que se escribe 

P + Q + S = (P + Q) + S = S + (P + Q) (2 

= S + (Q + P) = S + Q + P [ ; 

Esta expresidn, junto con otras que pudieran obtenerse en la misma 
forma, muestra que el orden en que se sumen varios vectores no im- 
porta (figura 2.12). 

Producto de un escalar y un vector. Como es conveniente 
representar la suma P + P como 2P, a la suma P + P + P como 3P, 
y en general a la suma de n vector es P iguales como el producto nP, 
se definira el producto nP de un entero positivo n v un vector P, co- 
mo un vector que tiene la misma direccidn que P y magnitud nP (lea- 
se n veces P). Al ampliar esta dcfinicion para incluir a todos los esca- 
lares y si recordamos la definicidn de un vector negativo dada en la 
seccidn 2.3, se define el producto kP de un escalar k y un vector P co- 
mo un vector que tiene la misma direccion v sentido que P (si k es po- 
sitivo), o la misma direccidn pero sentido opuesto al de P (si k es ne- 
gativo) y una magnitud igual al producto de P y el valor absoluto de k 
(figura 2.13). 



2.5. RESULTANTE DE VARIAS FUERZAS 
CONCURRENTES 

Consid£rese una particula A sujeta a varias fuerzas coplanares, es de- 
cir, a varias fuerzas contenidas en el mismo piano (figura 2.14a). Co- 
mo todas estas fuerzas pasan por A, se dice que son concurrentes. Los 
vectores que representan las fuerzas que actuan sobre A pueden su- 
marSe con la regia del pofigono (figura 2.14/?). Puesto que el uso de la 
regia del poligono es equivalente a la aplicacidn repetida de la ley del 
paralelograrno, el vector R obtenido representa la resultante de las fuer- 
zas concurrentes que intervienen, es decir, la fuerza que produce el 
mismo efecto sobre la particula A que las fuerzas dadas. Como se in- 




died antes, no importa el orderi en el que se sumen los veetores P, Q 
y S que representan las fuerzas sobre la particula. 

2.6. DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA 
EN SUS COMPONENTES 

Se ha visto que dos o mas fuerzas que actuan sobre una particula pue- 
den sustituirse por una sola fuerza que produce el misrno efeeto sobre 
la particula. De la misina inanera, una sola fuerza F que actua so- 
bre una partfcula puede reemplazarse por dos o mas fuerzas que pro- 
duzcan juntas el mismo efeeto sobre la particula. A estas fuerzas se les 
llama componentes de la fuerza original F, v al proceso de sustituirlas 
en lugai' de F se le llama descomposicion de la fuerza F en sus compo- 
nentes . 

En este sentido, para cada fuerza F existe un numero infinito de 
con juntos de componentes. Los conjuntos de dos componentes P y Q 
son los mas importantes en cuanto a aplicaciones practicas se refiere. 
Pero aun en este caso, el nurnero de formas en las que una fuerza F 
puede descomponerse en sus componentes es ilimitado (figura 2.15). 
Dos casos son dc especial interes: 

1. Una de las dos componentes , P, se conoce. La segunda com- 
ponente, Q, se obtiene aplicando la regia del triangulo 
y uniendo la punta de P a la punta de F (figura 2.16); la 
magnitude la direccion y el sentido de Q se determinan 
graficamente o por trigonometna. Una vez que Q se ha 
determinado, ambas componentes P y Q deben aplicarse 
en A. 

2 . Se conoce la Itnea de accion de cada una de las componentes. 
La rnagnitud y el sentido de las componentes se obtiene al 
aplicar la ley del paralelogramo y trazando Imeas, por la pun- 
ta de F, paralelas a las Imeas de accidn dadas (figura 2.17). 
De esta forma se obtienen dos componentes bien definidas 
P v Q, que pueden determinarse grdficamente o por trigono- 
metna aplicando la ley de los senos. 

Pueden encontrarse muchos otros caso s; por ejemplo, cuando la 
direccion de una de las componentes se conoce y se busca que la mag- 
nitud de la otra sea lo rnas pequena posible (v^ase problerna resuelto 
2.2). En todos los casos se traza un triangulo o un paralelogramo ade- 
cuado que satisfaga las condiciones. 


2.6. Descomposicion de una fuerza en sus 
componentes 
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Figura 2.17 






PROBLEMA RESUELTO 2.1 



Las dos fuerzas P y Q actuan sobre el pemo A. Determfnese su resultante 






SOLUCION 


Solucion grafica. Dibuje a escala un paralelogramo con lados igualcs 
a P y Q. La magnitud y la direcci6n de la resultante se miden y se encuen- 
tra que son 

R = 98 N or = 35° K = 98 N ^35° ◄ 

Tambien puede usarse la regia del triangulo. Las fuerzas P y Q se dibu- 
jan de punta a cola y otra vez se obtienen la magnitud y la direcci6n de la re- 
sultante por medicidn directa. 

R = 98 N a = 35° R = 98 N ^35° ◄ 


Solucion trigonometrica. Se usa otra vez la regia del triAngulo; los 
dos lados y el Angulo de la resultante se conocen. Se aplica la ley de los co- 
senos. 

R 2 = p 2 + g 2 - 2 PQ cos B 

R 2 = (40 N f + (60 N) 2 - 2(40 N)(60 N) cos 155° 

R = 97.73 N 

Ahora con la aplicacidn de la ley de los senos, se escribe 

sen A _ sen# sen A _ sen 155° 

Q ~ R 6 N 97.73 N () 

Al resolver la ecuaci6n (1) para el seno de A, se tiene 

(60 N) sen 155° 

97.73 N 

Con la calculadora se obtiene primero el cociente, luego su arco seno y el 
resultado es 

A = 15.04° a = 20° + A = £5.04° 

Con el uso de tres cifras significativas para escribir el reultado (v6ase seccidn 

1 . 6 ): 

R = 97.7 N ^235.0° < 

Solucion trigonometrica altemativa. Se construye el triAngulo rec- 
t Angulo BCD y se ealcula 

CD = (60 N) sen 25° = 25.36 N 
BD = (60 N) cos 25° = .54.38 N 

Al usar entonces el triAngulo ACD, se obtiene 


tan A = 


25.36 N 


94.38 N 


R = 


25.36 
sen A 


A = 15.04° 
R = 97.73 N 



Otra vez, 


a = 20° + A = 35.04' 


R = 97.7 N ^35.0° ◄ 


. 



PROBLEMA RESUELTO 2.2 


i l» 



Un lanch6n es arrastrado por dos remolcadores. Si la resultante de las fuerzas 
ejercidas por los remolcadores es una fuerza de 5 000 lb dirigida a lo largo 
del eje del lanchon, determine: a) la tensi6n en cada una de las cuerdas, sa- 
biendo quo a — 45°, y b) el valor de a tal que la tensi6n en la cuerda 2 sea 
minima. 




MMt 



P« 


|ft 


r. , , ;> 





SOLUCION 


a) Tension para a = 45°. Sohicion grafica . Se emplea la ley del 
paralelogramo; la diagonal (resultante) se sabe que es igual a 5 000 lb v que 
esta dirigida liacia la derecha; los lados se dibujan paralelos a las cuerdas. Si 
el dibujo se hace a escala puede medirse 


T^ = 3 700 lb T* = 2 000 


.5 000 lb 



Solucion trigo no metric a . Puede usarse la regia del triangulo. Obser- 
vese que el triangulo mostrado representa la mitad del paralelogramo que sc 
presenta antes. Si se emplea la ley de los senos, se escribe 


T, 


5 000 lb 


sen 45° sen 30° sen 105° 


Con la calculadora, primero sc calcula y se almacena el valor del ultimo 
cociente. Al multiplicar este valor sucesivamente por sen 45° y sen 30°, se 
obtiene 






RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Las secciones anteriores estuvieron dedicadas a la ley del paralelogramo para la adi- 
cion de vectores. 

Ahora se pedira la resolucidn de problemas en forma independiente. Mientras que 
algunos problemas seran similares a los problemas resueltos otros no lo seran. Lo 
que tienen en comun todos los problemas resueltos v los problemas propuestos co- 
rrespondientes a esta seccidn es que se pueden resolver con la aplicacion dirccta 
de la ley del paraJelogramo. 

La solucion de un problema propuesto debe basarse en los siguientes pasos: 

1. Identificar cudles de las fuerzas son aplicadas y cudl es la resultante. 
En muchas ocasiones es util escribir la ecu ad on vectorial que muestra la forma en 
que las fuerzas estan relacionadas cntre si. Por ejemplo, en el problema resuelto 
2.1 se tendrfa 

R = P + Q 

Es deseable tener presente esta relacion al momento de formular la siguiente parte 
de la solucion. 

2. Dibit jar tin paralelogramo con las fuerzas aplicadas como dos lados ad- 
yacentes y la resultante como la diagonal (pie parte del origen de los dos vec- 
tores (figura 2.2). Se puedc usar la regia del tridngulo , alternativamente, eon las 
fuerzas aplicadas dibujadas con la union de la parte terminal de uno de los vectores 
a la parte inicial del otro y dibujando la fuerza resultante extendiendose desde la par- 
te inicial del primer vector hasta la parte terminal del segundo vector (figura 2.7). 

3. Senalar todas las dimensiones. Con el uso de uno de los triingulos del pa- 
ralelogramo, o el triangulo construido de acuerdo con la regia del triangulo, se de- 
ben senalar todas las dimensiones — ya sean lados o angulos — y determinar las di- 
mensiones desconocidas ya sea en forma grafica o por trigonometrfa. Si se usa 
trigonometria, debe recordarse que la ley de los cosenos se debe aplicar primero si 
dos lados y el angulo que estos forman son conocidos [problema resuelto 2.1], v la 
ley de los senos debe aplicarse primero si uno de los lados v todos los angulos son 
conocidos [problema resuelto 2.2]. 

Como es claro en las figuras de la seccion 2.6, las dos componentes de una fuerza 
deben ser perpendiculares. Por tanto, cuando se requiera descomponer una fuer- 
za en dos componentes, es esencial alinear los dos lados adyaccntes del paralelo- 
gramo con las lineas de accion especificadas de las componentes. 

Si se tiene un estudio previo de mecanica, se podria estar tentado a ignorar las tec- 
nicas de solucion de esta seccion en favor de descomponer las fuerzas en sus com- 
ponentes rectangulares. A pesar de que este ultimo metodo es importante v sera 
considerado en la siguiente seccion, el uso de la ley del paralelogramo simplifica la 
solucion de muchos problemas y debe dominarse en estos momentos. 






Problemas* 


2.1 Dos fuerzas P y Q se aplican cn cl punto A del gancho que se 
nuiestra en la figura. Si P = 15 lb y Q = 25 lb, determine en forma grafica 
la magnitud y la direccion do su resultante emplcando a) la ley del parale- 
logramo, b ) la regia del triangulo. 

2.2 Dos fuerzas P y Q se aplican en el punto A del gancho que se 
mi lost ra en la figura. Si P = 45 lb y Q = 15 lb. determine graficamentc la 
magnitud y la direceidn de su resultante empleando a) la lev del paralelo- 
gramo, b) la regia del triangulo. 

2.3 Dos fuerzas son aplicadas a una armella sujeta a una viga. Deter- 
mine en forrna grafica la magnitud y la direccion de su resultante usando 
a) la ley del paralelogramo, b) la regia del triangulo. 



Figura P2.1 y P2.2 



Figura P2.3 


2.4 Un automdvil descompuesto es jalado por medio de cuerdas suje- 
tas a las dos fuerzas que se muestran en la figura. Determine en forma gra- 
fica la magnitud y la direccRSn de su resultante usando a) la ley del parale- 
logramo, b) la regia del triangulo. 

2.5 La fuerza de 200 N se descompone en componentes a lo largo de 
las Imeas a-a* v h-b\ a) Determine por trigonometria el dngulo a sabiendo 
que la componente a lo largo de a-a* es de 150 N. b) ^Cudl es el valor co- 
rrespond iente de la componente a lo largo de b-b'? 

2.6 La fuerza de 200 N se descompone en componentes a lo largo de 
las Imeas a-a* v b-b a) Determine por trigonometria el angulo a sabiendo 
que la componente a lo largo de b-b*e s de 120 N. b) ^Cual es el valor co- 
rrespond] ente de la componente a lo largo de a-a*? 

2.7 Se aplican dos fuerzas en el gancho de apovo que se muestra en 
la figura. Sabiendo que la magnitud de P es dc 600 N, determine por 
trigonometrfa a) el angulo a requerido si la resultante R de las dos fuerzas 
aplicadas en el gancho es vertical, y b) la magnitud corresponds nte de R. 

'Las respuestas para todos los problemas ciiyo mimero est3 en un tipo de letra recta 
(coino 2.1 ) se proporeionan al final del libro. F ,as respuestas para los problemas cuyo inline ro 
est^i en letra cursiva (como 2.3 ) no se proporeionan. 





*)0 \ 


Figura P2.7 


25 




26 Estatica de partlculas 




A 

Flgura P2.10 


2.8 Dos van I las de control est&n unidas en A a la palanca AB. Aplique 
trigonometria y, sabiendo que la fuerza en la varilla de la izquierda es iq = 30 
lb, determine a) la fuerza F 2 requerida en la varilla derecha si la resultante 
R de las fuerzas ejercidas por lets varillas sobre la palanca es vertical, b) la 
magnitud correspondiente de R. 

2.9 Dos varillas de control est&n unidas en A a la palanca AB. Aplique 
trigonometria y, sabiendo que la fuer/a en la varilla de la derecha es F 2 = 20 
lb, determine a) la fuerza F, requerida en la varilla izquierda si la resultante 
R de las fuerzas ejercidas por las varillas sobre la palanca es vertical, b) la 
magnitud correspondiente de R. 

2.1 0 Una ban da elastica para hacer ejercicio est& sujeta y se estira coino 
indica la figura 2.10. Si la tension en las porciones BC y DE es igual a 80 y 
60 N, respectivamente, determine, por trigonometria, a) el angulo a re- 
querido si la resultante R de las dos fuerzas ejercidas en la mano en el pun to 
A es vertical, b) la magnitud correspondiente de R. 

2.11 Dos cables sujetan un anuncio en el punto A para mantenerlo es- 
table mientras es bajado a su posicion definitiva. Sabiendo que a = 25°, de- 
termine, por trigonometria, a) la magnitud requerida de la fuerza P si la re- 
sultante R de las dos fuerzas aplieadas en A es vertical, b) la magnitud 
correspondiente de R. 

2. 12 Dos cables sujetan un anuncio en el punto A para mantenerlo es- 
table mientras es bajado a su posicidn definitiva. Sabiendo que la magnitud 
de P es de 70 lb, determine, por trigonometria, a) el dngulo a roquerido si 
la resultante R de las dos fuerzas aplieadas en A es vertical, b) la magnitud 
correspondiente de R. 



Flgura P2.11 y P2.12 


2.13 Como indica la figura P2.1 1, dos cables sujetan un anuncio en el 
punto A para mantenerlo e stable mientras es bajado a su posicion definitiva. 
Determine, por trigonometria, a) la magnitud y la direccibn de la fuerza mi- 
nima P cuva resultante R de las dos fuerzas aplieadas en A es vertical, b) la 
magnitud correspondiente de R. 

2.14 Una banda elastica para hacer ejercicio est£ sujeta y se estira como 
indica la figura P2.10. Si la tension en la porcidn DE de la banda es igual a 
70 N, determine, por trigonometria, a) la magnitud y la direccidn de la fuerza 
minima presente en la porcidn BC para la que la resultante R de las dos 
fuerzas ejercidas sobre la mano en el punto A se dirige a lo largo de una Ifnea 
que une los puntos A v H , b) la magnitud correspondiente de R. 


2.15 Resuelva el problema 2.1 empleando trigonometria. 

2.16 Resuelva el problema 2.2 empleando trigonometria. 

2.17 Resuelva el problema 2.3 empleando trigonometria. 


2.18 Para el gancho del problema 2.7 determine, por trigonometrfa, 
la magnilud y la direction do la resultan te de las dos fuerzas aplicadas en el 
gancho, si sc sabe que P * 500 N y a = 60°. 

2.19 Dos elementos estnicturales A v B est<1n remaehados al apoyo 
que se inuestra en la figura. Si ambos elementos estan en compresion, y la 
fuerza pre sente en el elemento A es de 30 k\ y la del elemento B es de 20 
kN determine, por trigonometrfa, la magnitud v la direccion de la resultante 
do las fuerzas aplicadas al apoyo vnediante los elementos A v B. 

2.20 Dos elementos estnicturales A y B estan remaehados al apoyo 
que se muestra en la figura. Si ambos elementos estdn en compresion y la 
fuerza presente en el elemento A es de 20 kN y la del elemento B es de 30 
kN determine, por trigonometrfa, la magnitud v la direccion de la resultante 
de las fuerzas aplicadas al apoyo median te los elementos A y B. 


2.7. Componentes rectangulares do una fuerza. 27 
Vectores urwtanos 



Figura P2.19 y P2.20 


2.7. COMPONENTES RECTANGULARES 
DE UNA FUERZA. VECTORES UNITARIOS* 

En muchos problemas sera conveniente descomponer una fuerza en 
sus dos componentes perpendicu lares entre si. En la figura 2.18, la 
fuerza F se ha descompuesto en una componente F r a lo largo del eje 
x y una componente F f/ a lo largo del eje y. El paralelogramo trazado 
para obtener las dos componentes es un rectdngulo , y las fuerzas F r y 
F, y se Hainan componentes rectangulares . 




Figura 2.19 


Los ejes x y tj suelen elegirse a lo largo de las direcciones hori- 
zontal y vertical, respeetivamente, como se muestra en la figura 2.18; 
sin embargo, pueden selection arse cn cualesquiera otras dos direc- 
ciones pc rpendicu lares, tal como indica la figura 2.19. Para deter minar 
las componentes rectangulares de una fuerza debe pens arse que las 
Ifneas de construction mostradas en las figuras 2.18 y 2.19 son parale- 
las a los ejes x y tj en lugar de perpendiculares a cllos. Esta practica 
ayudara a evitar errorcs en la determination de componentes oblicuas , 
como sc vio en la section 2.6. 


f Las propiedades cstablecidas en Us secciones 2.7 y 2.8 se pueden extender f&cilrnentc 
a las componentes rectangulares de cualquier otra eantidad vectorial. 


28 Est£tica de particulas 


J 


j i , ' Magnitud = 1 



x 


Figure 2.20 


En este punto se introduciran dos vectores de magnitud unitaria 
dirigidos a lo largo de los ejes positivos x y y. A estos vectores se les 
llama vectores unitarios y se representan por i y j, respectivamente 
(figura 2.20). Al recordar la definicidn del producto de un escalar y un 
vector dada en la seccidn 2.4, se observa que las componentes rectan- 
gulares F r y F,, de una fuerza F pueden obtenerse con la multiplicacidn 
de sus respectivos vectores unitarios i y j por escalares apropiados 
(figura 2.21). Se escribe 

F t = F x i F y = F t J (2.6) 

y 

F = F x i + F,J (2.7) 


y 


*,•* 1 J 



Mientras que los escalares F x . v F ?/ pueden ser positivos o negativos, de- 
pendiendo del sentido de F t v F,,, sus valores absolutes son respecti- 
vamente iguales a las magnitudes de las componentes de las fuerzas F x 
y F, r Los escalares F x v F tJ se llaman componentes escalares de la fuerza 
F, mientras que las componentes reales de la fuerza F K y F„ son las 
componentes vectoriales de F. Sin embargo, cuando no existe alguna 
posibilidad de confusidn, a los vectores y a las componentes escalares 
de F puede Uainarseles simplemente componentes de F. Se observa 
que la componente escalar F x es positiva cuando la componente vec- 
torial F x tiene el mismo sentido que el vector unitario i (es decir, cl 
mismo sentido que el eje x positivo) v es negativa cuando F c tiene 
el sentido opuesto. Una conclusidn seinejante puede obtenerse obser- 
vando el signo de la componente escalar F y . 

Si se representa con F la magnitud de la fuerza F y con 6 el an- 
gulo entre F v el eje x, medido en sentido contrario al movimiento de 
las manecillas del reloj desde el eje x positivo (figura 2.21), se pueden 
expresar las componentes escalares de F como sigue: 




F x = F cos 6 F y — F sen 9 (2.8) 

Se observa que las relaciones obtenidas se satisfacen para cualquier 
valor del angluo 0 entre 0 v 360° y que 6stas definen tanto los signos 
como los valores absolutos de las componentes escalares F x y F f/ . 

Ejempio 1. Una fuerza de 800 N se ejerce sobre un pemo A como se 
muestra en la figura 2.22 a. Deterrmnese las componentes horizontal y verti- 
cal de la fuerza. 

Para obtener el signo correcto de his componentes escalares F x y F yy el 
valor 180° — 35° = 145° debe sustituirse por 9 en las ecuaciones (2.8). Sin 
embargo, es mas practico detenninar por inspeccibn los signos de F x y F f/ 
(figura 2.22 b) y usar las funciones trigonom^tricas del Angulo a = 35°. Por 
consiguiente se puede escribir 

F x = —F cos a = —(800 N) cos 35° = —655 N 
Fy = +F sen a = +(800 N) sen 35° = +459 N 

Las componentes vectoriales de F son entonces 

F x = -(655 N)i F y = +(459 N)j 

y F se puede escribir en la forma 


F = -(655 N)i + (459 N)j 


Ejempio 2. Un hombre jala una cuerda atada a un edificio con una 
fuerza de 300 N, como se muestra en la figura 2.23a. <;Cu4les son las coin- 
ponentes horizontal v vertical de la fuerza ejercida por la cuerda en el pun- 
to A? 

A parti r de la figura 2.23b se ve que 


F x = +(300 N) cos a F y = -(300 N) sen a 
Observando que AB = 10 m, a partir de la figura 2.23a se encuentra que 


cos a — 


Hm 

AB 


8 m 
10 m 


4 

5 


sen a = 


6 m 
~AB 


6 m 
10 m 


Entonces se obtiene 

F x = +(300 K)t = +240 N F y = -(300 N)f = -180 N 

v se escribe 

F = (240 N)i - (180 N)j 


Si una fuerza F se define por sus componentes rectangulares F x 
v F y (vease figura 2.21), el angulo 6 que define su direccion puede 
obtenerse eseribiendo 


tan 6 = -£*• (2.9) 

K 

La magnitud F de la fuerza se obtiene con el teoreina de Pitagoras y 
eseribiendo 

F = VF? + Ffj (2.10) 


2.7. Componentes rectangulares de una fuerza. 

Vectores unitarios 






Figura 2.23 


o bien resolviendo para F una de las formulas de las ecuaciones (2.8). 


Ejempio 3. Una fuerza F = (700 lb)i + (1 500 lb)j se aplica a un pemo 
A. Determ rnese la magnitud de la fuerza y el dngulo 9 que forma con la 
horizontal. 

Priinero se dibuja un diagrama que muestra las dos componentes rec- 
tangulares de la fuerza y el angulo 0 (figura 2.24). A partir de la ecuaci6n 
(2.9), se escribe 


tan 0 


Fx 


1 500 lb 
7001b 


Con la calculadorad se hace la divisidn de 1 500 lb entre 700 lb; se cal- 
cula el arco tangente de este cociente y se obtiene 0 = 65.0°. Al resolver la 
segunda de las ecuaciones (2.8) para F, se tiene 


F = 


Fy 

sen 9 


1 500 lb 
sen 65.0° 


1 655 lb 


El ultimo calculo se facilita si el valor de F y se almacena en la memoria desde 
que se introduce, de manera que pueda ser llamado para dividirse entre sen 9. 



1 Se siipone que la calculadora que se esta utilizando tiene teclas para el c&lculo de fun- 
ciones trigonometricas y de funciones trigonom^tricas inversus. Algunas calculadoras tain- 
bi£n tienen teclas para convertir directamente de coordenadas rectangulares a coordenadas 
polares y viceversa. Este tipo de calculadoras eliminan la necesidad de calcular funriones 
trigonometricas en los ejemplos 1, 2 y 3 y en problemas del mismo tipo. 


30 Estatica de partfculas 




c) 



2.8. ADICION DE FUERZAS SUMANDO 
SUS COMPONENTES XY Y 

En la section 2.2 se estudid que las fuerzas deben sumarse de acucr- 
do con la lev del paralelograino. A partir de esta ley se derivaron en las 
secciones 2.4 v 2.5 otros dos metodos mas dircctos aplicables a la so- 
lution grafica de los probleinas: la regia del triangulo para la suma de 
dos fuerzas y la regia del poligono para la adicidn de tres o mas fuer- 
zas. Tambidn se vio que el triangulo de fuerzas usado para definir la 
rcsultantc de dos fuerzas podria usarse para obtener una soluci6n tri- 
gonometrica. 

Cuando se van a sumar tres o mas fuerzas, no puedc obtenerse una 
solution trigonometrica practica del poligono de fuerzas que define a 
la fuerza resultante. En este caso puede obtenerse una solution anali- 
lica del problema si se descompone cada fuerza en sus elementos rec- 
tangulares. Consider*?, por cjemplo, las tres fuerzas P, Q y S (pie ac- 
tuan sobre una particula A (figura 2.25 a). Su resultante R esta definida 
por la relaci6n 


R-P + Q+S {2. if) 

Si se descompone cada fuerza en sus componentes rectangulares, se 
escribe 


R x i + RJ = P,i + P, j + Qft + <?„j + S x i + S t J 

= (P X + Q X + S x n + (P tJ + Qy + Sftj 

de donde se ticne que 

Rx = P X + Qx + S x Ry = P y + Qy + S tJ {2.12) 

o, en forma breve, 

R, = 2F V . R }/ = 2F ?/ (2.13) 

Por tanto, se puede concluir quo las componentes escalares R x y R tJ de 
la resultante R de varias fuerzas que actuan sobre una particula se ob- 
tienen separarulo de manera algebraica las correspondientes compo- 
nentes escalares de las fuerzas dad as} 

En la practica, la determinacidn de la resultante R se realiza en 
tres etapas, como se ilustra en la figura 2.25. Priinero, las fuerzas 
rnostradas en la figura 2.25« se descomponen en sus componentes x y 
y (figura 2.25 b). Qlon la suma de estas componentes x v y de R (figura 
2.25c). Finalmente, la resultante R = ft*i + R, j se determina aplicando 
la ley del paralelograino (figura 2.25r/). El proccdimiento que se acaba 
de describir se realiza con mas cficiencia si los calculos se tabulan. 
Aunque este es el unico metodo analftico practico para la adicion de 
tres o mas fuerzas, con frecuencia tambien se le prefiere sobre la solu- 
ci6n trigonometrica en cl caso de la suma de dos fuerzas. 


f Obviamente, este resultado se puede aplicar tambien a la adici6n de otras cantidades 
vectoriales, aceleracioncs o cantidades de inovimiento. 



PR0BLEMA RESUELTO 2.3 

Cuatro fuerzas actuan sobre un pemo A como se muestra en la figura. De- 
termine la resultante de las fuerzas sobre el pemo. 


i /* 2 COft 20 )j 



/F, * 70s I5'i 


SOLUCION 

Las componentes x y y de cada fuerza $e determinan por trigonometria, como 
se muestra en la figura y se escrihen en la tabla. De acuerdo con la conven- 
ed adoptada en la seccidn 2.7, un numero escalar que representa la com- 
ponente de una fuerza es positivo si la componente tiene el mismo sentido 
que el correspondiente eje de coordenadas. Entonces, las componentes x que 
actuan a la derecha y las componentes y que actuan hacia arriba se repre- 
sentan por numeros positivos. 


Fuerza 

Magnitud, N 

Component© x, N 

Componente y, N 

F, 

150 

+ 129.9 

+75.0 

F 2 

80 

-27.4 

+ 75.2 

Fj 

no 

0 

-110.0 

f 4 

100 

+96,6 

-25.9 



R x = +199.1 

R (/ = +14.3 


En cstas condieiones la resultante R de las cuatro fuerzas es 


R = K v i + fl j R = (199.1 N)i + ( 14.3 N)j ◄ 


La magnitud y la direccion de la resultante ya puede determinate. Del 
triangulo mostrado en la figura, se tiene 


it =114 3 Vj 


7«v 


j 


099 I N : i 


R y 14.3 N 

tan a — — *- = 

R x 199.1 N 

14.3 N 


R = 


sen a 


= 199.6 N 


a « 4.1° 


R = 199.6 N <dL4.\° < 


El ultimo calciilo puede facilitarse con el uso de calculadora, si el valor 
de R y se almacena en la inemoria al introducirse, de manera que pueda ser 
llamado para dividirse entre sen a. (Vdase tambien la nota al pie de la pdgina 
29.) 
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RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Como se vio en la lection anterior, la resultante de dos fuerzas puede ser determinada gra- 
ficamente o a partir de un triangulo oblieuo, con el uso de la trigonometria. 


A. Cuando extern involucradax tres o max fuerzas, la determination de su resultante 
R se lleva a cabo de manera mas sencilla descomponiendo primero cada una de las fuerzas 
en sus componentes rectangulares. Se pueden encontrar dos casos, que dependen de la for- 
ma en qtie este defmida cada una de las fuerzas dadas: 


Caxo 1. Iai fuerza F exid dejhuda por medio de xu magnitud F y el angulo a que 
forma con el eje de lax x. Las componentes x y y de la fuerza se pueden obtener, respec- 
tivamente, al multiplicar F por cos a y por sen a [ejemplo 1 ]. 


Caxo 2 . La fuerza F xe define por medio de xu magnitud F tj lax coordenadax de 
dox puntox A y B que xe encuentran a lo largo de xu tinea de act ion (figura 2.23). Por 
medio de la trigonometria, primero se puede determinur el dngulo a que F forma con el 
eje x. Sin embargo, las componentes de F tambien se pueden obtener directamente a par- 
tir de las proporciones entre las diversas dimensiones involucradas, sin determinar realrnente 
a [ejemplo 2]. 


B. Componentes rectangularex de la resultante . Las componentes R* y R fJ de la re- 
sultante se pueden obtener con la suma algebraica de las componentes cor re spoil dientes de 
las fuerzas dadas [problema resuelto 2.3]. 


La resultante se puede expresar en forma vectorial con los vectorcs unitarios i y j, los cuales 
est&n clirigidos, respectivamente, a lo largo de los ejes .t y y: 


R = R,i + R tJ j 


De manera altemativa, se pueden determinar la magnitud y la direccion de la resultante re- 
solviendo para R y para el dngulo que R forma con el eje x y el triangulo rectangulo de la- 
dos R x y R, r 


En los ejemplos y en el problema resuelto de esta leccidn, los ejes x y y fueron, respectiva- 
mente, horizontal y vertical. Sin embargo, se debe recordar que, para algunos problemas, 
serii ntis eficiente rotar los ejes para alinearlos con una o mas fuerzas aplicadas. 





Problemas 


2.21 Determine las componentes x y tj de cada una de las fuer/as que 
se muestran en la figura. 

2.22 Determine las componentes xyy de cada una de la s fuerzas que 
se muestran en la figura. 


y 




Figura P2.22 


2.23 y 2.24 Determine las componentes x v tj de cada una de las 
fuerzas que se muestran en la figura. 


y 


4«S in. 


56 in. 



Figura P2.23 



*• — SO in. — - 


Figura P2.24 


2.25 El elemento BD ejerce sobre el rniembro ABC una fuerza P 
dirigida a lo largo de la Ifnea BD. Si P debe tener una componente vertical 
de 960 N, determine a) la magnitud de la fuerza P. b) su componente hori- 
zontal. 



Figura P2.25 
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Flgura P2.26 


2.26 Mientras vacia una carretilla, una jardinera ejerce sobre cada 
mango AB una fuerza P dirigida a lo largo de la lfnea CD. Si P debe tener 
una componente horizontal de 30 lb, determine a) la magnitud de la fuerza 
P, b) su componente vertical. 

2.27 Sobre el codo BCD , la varilla de activador AB ejerce una fuerza 
P dirigida a lo largo de la lfnea AB. Si P debe tener una componente de 100 
N perpendicular al brazo BC del codo, determine a) la magnitud de la fuerza 
P, b) su componente a lo largo de la Lfnea BC. 



Figura P2.27 



Flgura P2.29 y P2.30 


2.28 El elemento CB de la prensa de banco mostrada en la figura 
ejerce, sobre el bloque B , una fuerza P dirigida a lo largo de la lfnea CB. Si 
la componente horizontal de P debe tener una magnitud de 260 lb, deter- 
mine a) la magnitud de la fuerza P, b) su componente vertical. 



Figura P2.28 



2.29 Se utiliza una garrocha para abrir una ventana como se m nos- 
tra en la figura. Si la garrocha ejerce sobre la ventana una fuerza P dirigida 
a lo largo de la garrocha, y la magnitud de la componente vertical de P es 
de 45 N, determine a) la magnitud de la fuerza P, b) su componente hori- 
zontal. 


2.30 Se utiliza una garrocha para abrir una ventana como se muestra 
en la figura. Si la garrocha ejerce sobre la ventana una fuerza P dirigida a lo 
largo de la garrocha, y la magnitud de la componente horizontal de P es de 
18 N, determine a) la magnitud de la fuerza P, b) su componente vertical. 


2.31 Determine la resultan te de las tres fuerzas del problem a 2.21. 

2.32 Determine la resultante dc las tres fuerzas del problema 2.22. 

2.33 Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.24. 

2.34 Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.23. 

2.35 Si la tension en el cable BC es de 145 lb, determine la resultante 
de las tres fuerzas ejercidas en el punto B de la viga AB. 


Flgura P2.35 
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2.36 Un collarfn que puede deslizarse sobre una varilla vertical se 
somete a las tres fuerzas mostradas en la figura. Determine a) el valor del 
angulo a para el que la resultante de las tres fuerzas es horizontal, b) la mag- 
nitud correspondiente de la resultante. 



Figura P2.36 


400 N 



3(H) N 
a' 


Figura P2.37 


2.37 Si a = 65°, determine la resultante de las tres fuerzas que se 
rmiestran en la figura. 

2.38 Si a = 50° determine la resultante de las tres fuerzas que se 
rmiestran en la figura. 

2.39 Para la viga del problema 2.35, determine a) la tension requerida 
en el cable BC si la resultante de las tres fuerzas ejereidas en el punto B 
debe ser vertical, b) la magnitud correspondiente de la resultante. 





Figura P2.38 


2.40 Para las tres fuerzas del problema 2.38, determine a) el valor re- 
querido de a si la resultante debe ser vertical, b) la magnitud correspondien- 
te de la resultante. 

2.41 Para el bloque del problema 2.37, determine a) el valor requerido 
de a si la resultante de las tres fuerzas mostradas debe ser paralela al piano 
inclinado, b) la magnitud correspondiente de la resultante. 

2.42 El aguil6n AB se sostiene en la posicidn mostrada en la figura 
rnediante tres cables. Si las tensiones respectivas en los cables AC y AD son 
de 900 y dc 1 200 lb, determine a) la tensi6n en el cable AE si la resultante 
de las tensiones ejereidas en el punto A del aguildn debe estar dirigida a lo 
largo de AB, b) la magnitud correspondiente de la resultante. 



Figura P2.42 


2.9. EQUILIBRIO DE UNA PARTiCULA 


En las secciones anteriores se expusieron los metodos utilizados para 
determinar la resultante de varias fuerzas que actuan sobre una parti- 
cula. Aunque no ba ocurrido en ninguno de los problemas examinados 
hasta ahora, es posible que la resultante sea cero. En tal caso, el efec- 
to neto de las fuerzas dadas es cero, y se dice que la particula esta en 
equilibrio. Entonces se tiene la siguiente definicion: si la resultante de 
todas las fuerzas que actuan sobre una particula es cero , la particula 
se encuentra en equilibrio. 

Una particula sometida a la accidn de dos fuerzas estara en equi- 
librio si ambas fuerzas tienen la misma magnitud, la misma linea de ac- 
ci6n, pero sentidos opuestos. Entonces la resultante de las dos fuerzas 
es cero. En la figura 2.26 se ilustra este caso. 


100 II) 


LOO 11) 

Figura 2.26 
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Otro caso de una particula en equilibrio se muestra en la figiira 
2.27, donde aparecen cuatro fuerzas que actuan sobre A. En la figu- 
ra 2.28, la resultante de las fuerzas dadas se determina por la regia del 
poligono. Empezando en el punto O con F x y acomodando las fuerzas 
punta a cola, se encuentra que la punta de F 4 coincide con el punto 
de partida O, asi que la resultante R del sistema de fuerzas dado es 
cero y la particula esta en equilibrio. 

El poligono cerrado de la figura 2.28 proporciona una expresi6n 
grafted del equilibrio de A. Para expresar en forma algebraica las eondi- 
ciones del equilibrio de una particula se escribe 


R = 2F = 0 (2.14) 

Descomponiendo cada fuerza F en sus componentes rectangulares, se 
tiene 

2(FJ + F tJ j) = 0 o (2F r )i + (lF tJ ) j = 0 

Se concluye que las condiciones necesarias y sufleientes para el equili- 
brio de una particula son 

ZF X = 0 2F r/ — 0 (2.15) 

Regresando a la particula mostrada en la figura 2.27, se comprueba que 
las condiciones de equilibrio se satisfacen. Se escribe 

SF* = 300 lb - (200 lb) sen 30° - (400 lb) sen 30° 

= 300 lb - 100 lb - 200 lb = 0 
2F tJ = -173.2 lb - (200 lb) cos 30° + (400 lb) cos 30° 

= -173.2 lb - 173.2 lb + 346.4 lb = 0 


2.10. PRIMERA LEY DEL MOVIMIENTO DE NEWTON 

A finales del siglo XVIII Sir Isaac Newton formula tres leyes funda- 
mentales en las que se basa la ciencia de la mecanica. La primera de 
estas leyes puede enunciarse como sigue: 

Si la fuerza resultante que actua sobre una particula es cero , la 
particula permanecerd en reposo (si originalmente estaba en reposo) o 
se mover d con velocidml const ante en linea recta (si originalmente es- 
taba en movimiento). 

De esta ley y de la definition de equilibrio expuesta en la secci6n 
2.9, se deduce que una particula en equilibrio puede estar en reposo 
o movi^ndose en linea recta con velocidad constante. En la siguiente 
seccidn se consideraran varios problemas concemientes al equilibrio 
de una particula. 

2.11. PROBLEMAS RELACIONADOS CON EL EQUILIBRIO 
DE UNA PARTICULA. DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE 

En la practica, un problema de ingenierfa mec&nica se deriva de una 
situacidn fisica real. Un esquema que muestra las condiciones fisicas 
del problema se conoce como diagrama espacial. 

Los m^todos de an&lisis estudiados en las secciones anteriores se 
aplican a un sistema de fuerzas que actuan sobre una particula. Un gran 
numero de problemas que tratan de estructuras pueden reducirse a 
problemas concemientes al equilibrio de una particula. Esto se hace 


escogiendo una particula significativa y dibujando mi diagrama sepa- 
rado que muestra a cstay a todas his fuerzas que actuan sobre ella. Di- 
clio diagrama se conoce coino diagrama de ciieqw lihre. 

Por ejemplo, considerese el embalaje de madera de 75 kg mostra- 
do en el diagrama espacial de la figiira 2.29 a. fCste descansaba entre 
dos edilicios y ahora es levantado hacia la plataforma de un camion que 
lo quitara de ahi. El embalaje esta soportado por un cable vertical unido 
cn A a dos cuerdas que pasan sobre poleas fijas a los edificios en B y 
C. Se desea determinar la tension en cada una de las cuerdas AB y AC. 

Para resolver cl probleina debe trazarse un diagrama dc cuerpo li- 
bre que muestre a la particula en equilibrio. Pucsto que se analizan las 
tensiones en las cuerdas, el diagrama de cuerpo libre debe incluir al 
menos una de estas tensiones v si es posible a ambas. El punto A parece 
ser un buen cuerpo libre para este probleina. El diagrama de cuerpo 
libre del punto A se muestra en la figura 2.29 b. fista muestra al punto 
A v las fuerzas ejercidas sobre A por el cable vertical v las dos cuerdas. 
La fuerza ejcrcida por cl cable esta dirigida hacia abajo v es igual al 
peso W del contenedor. De acuerdo con la ecuacion (1.4), se escribe 

W = mg = (75 kg) (9. 81 m/s 2 ) = 736 N 

y se indica este valor en el diagrama de cuerpo libre. Las fuerzas ejer- 
cidas por las dos cuerdas no se conocen, pern como son iguaJes en rriag- 
nitud a la tension en la cuerda AB y en la cuerda AC, se representan 
con T AJi y T AC v se dibujan hacia fuera de A en las direeeiones 
mostradas por el diagrama espacial. No se incluyen otros detalles en el 
diagrama de cuerpo libre. 

Pucsto quo cl punto A esta en equilibrio, las tres fuerzas que ac- 
tuan sobre el deben formal* un triangulo cerrado cuando sc dibujan de 
punta a cola. Este triangulo de fuerzas ha sido dibujado en la figura 
2.29c. Ixis vectores T AH y T M de las tension es en las cuerdas pueden 
eneontrarse graficamente si el triangulo se dibuja a escala, o pueden en- 
contrarse mediante la trigonometna. Si se escoge el ultimo m^todo de 
solucion, con la lev de los senos se escribe 

r Ali = r M = 736 N 
sen 60° sen 40° sen 80° 

T AB = 647 N 1 AC = 480 N 

Cuando una particula esta cn equilibrio bajo tres fuerzas, el pro- 
blerna siempre puede resolverse dibujando un triangulo de fuerzas. 
Cuando una particula esta en equilibrio bajo mas de tres fuerzas , el 
probleina puede resolverse graficamente dibujando un poligono de 
fuerzas. Si se desea una solucion analftica, se deben resolver las ecua- 
ciones de equilibrio dadas en la section 2.9: 

2F V = 0 ZF y = 0 (2.15) 

Estas ecuaciories pueden resolverse para no mas dc dos incognitas; en 
forma semejante, el triangulo de fuerzas usado en el caso de equilibrio 
bajo tres fuerzas puede resolverse para dos incognitas. 

Los tipos mas comunes de problemas son aijuellos donde las dos 
incognitas representan 1) las dos componentes (o la magnitud v direc- 
cion) de una sola fuerza, 2) las magnitudes de las dos fuerzas, cada una 
de direccion conocida. "Limbien se encuen trail problemas que requie- 
ren la determinacion del valor maximo o minimo de la magnitud de 
una fuerza (veanse problemas 2.59 a 2.63). 


2.11. Problemas relacionados con el equilibrio 
de una particula. Diagramas de cuerpo libre 
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b) Diagrama de cuerpo libr« r ) Triangulo dc fuerziis 

Figura 2.29 



Fotografia 2.2 Como se ilustro en un ejemplo 
anterior, es posible determinar las tensiones en 
los cables que sostienen al eje que se muestra 
en la fotografia, considerando al gancho como 
una particula y despu^s aplicando las ecuaciones 
de equilibrio a las fuerzas que actuan sobre el 
gancho. 




En la operacidn de descarga de un barco, un automovil de 3 500 lb es so- 
portado por un cable. Se ata una cuerda al cable en A y se tira para centrar 
al automovil sobre la posicitin deseada. El dngulo entre el cable y la vertical 
es de 2°, mientras que el &ngulo entre la cuerda y la horizontal es de 30°. 
^Cual es la tension en la cuerda? 







: & A t:> titf: t C. i : 


Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el punto A como cuerpo libre 
y se dibuja el diagrama cornpleto de cuerpo libre. T AB es la tension en el ca- 
ble AB y T ac es la tensidn de la cuerda. 


Condicion de equilibrio. Como s6lo actuan tres fuerzas sobre el 
cuerpo libre, se dibuja un triangulo de fuerzas para expresar que £ste se en- 
cuentra en equilibrio. Con la ley de los senos se escribe 

T ah _ T ac 3 500 1b 


sen 120° 


sen 58° 


3 500 lb 




Utilizando una calculadora, primero se calcula v se guarda el valor del 
ultimo cociente. Se multiplica este valor en forma sucesiva por sen 120° v 
sen 2°, se obtiene 

T AB = 3 570 lb T AC *= 144 lb < 


PROBLEMA RESUELTO 2.5 


Determine la magnitude direccion y sentido de la fuerza F mds pequena que 
mantendrl en equilibrio al paquete que se muestra al margen. N6tese que la 
fuerza ejercida por los rodillos sobre el paquete es perpendicular al piano in- 
clinado. 


SOLUCION 


| VV = {30 kg)(9.8l in/s 2 
= 294 N 


l 


294 N 


15° 


IX! 


Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el paquete como cuerpo li- 
bre, suponiendo que 4ste se puede tratar como particula. Se dibuja el dia- 
grama de cuerpo libre correspondiente. 


15°i 


Condicion de equilibrio. Puesto que s6lo actuan tres fuerzas sobre 
el cuerpo libre, se dibuja un tri&ngulo de fuerzas para expresar que esta en 
equilibrio. La linea 1-1’ representa la direcci6n conocida de P. Para obtener 
el valor mini mo de la fuerza F se escoge la direccion de F perpendicular a 
la de P. De la geometria del triangulo obtenido, se encuentra que 




F = (294 N) sen 15° = 76.1 N 


a = 15° 

F = 76.1 X 5^15° 







m 
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I 


i 


n 
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I 


I O 


Flujo 


-1.5 ft 


PROBLEMA RESUELTO 2.6 

Como parte del diseno de un nuevo velero, se desea determinar la fuerza de 
arrastre que puede esperarse a cierta velocidad. Para hacerlo, se coloca un 
modelo del casco propuesto en un canal de prueba y se usan tres cables para 
mantener su proa en el eje del centro del canal. Las lecturas de los di- 
namdmetros indican que para una velocidad dada la tensidn es de 40 lb en 
el cable AB v de 60 lb en el cable AE. Determine la fuerza de arrastre ejer- 
cida sobre el casco y la tensidn en el cable AC. 


a = 60.26° 


AB 


4oil> 


T = 60 lli 


,40 ll>i t'os 60.26 


60.26 -t 1 


- 40 Hi) *•»■ 80,26 i 


T Ar =42.9 [b A 


0 = 20.56° 


20.56 J 

-20.56 

i 

l T M +*n 20 *56 i 


Fn* I9 W ll> 


r AB = 4o n» 


TV = 00 lb 

- a = 60.26° 


SOLUCION 

Determinacidn de los angulos. En primer lugar se determinan los 
angulos a y p que definen las direcciones de los cables AB y AC. Se escribe 


7 ft , ^ 
tan a = —rr = 1. <5 
4ft 

a = 60.26° 


o 15ft ^ w 
tan p = — c = 0.375 
4 ft 

P = 20.56° 


Diagrama de euerpo libre. Se escoge el casco como cuerpo libre, 
se traza el diagrama del cuerpo libre que incluye las fuerzas ejercidas por los 
tres cables sobre el casco, asi como la fuerza de arrastre F D ejercida por el 
flujo. 

Condicion de equilibrio. Se expresa que el casco est& en equilibrio 
v la resultante de todas las fuerzas se escribe como cero: 

R = TV 4* T A c 4* TV + F/j = 0 ( 1 ) 

Como aparecen mas de tres fuerzas, se obtendr&n sus componentes x y ij 

TV = -(40 lb) sen 60.26°i + (40 lb) cos 60.26°j 
= -(34.73 lb)i + (19.84 lb)j 
T ac = T ac sen 20.56°i + T A c cos 20.56°j 
= 0.35127Vi + 0.9363T AC j 
T AE = -(60 lb)j 
F o = F u i 

Se sustituven las expresiones obtenidas en la ecuaci6n ( 1 ) y se factorizan los 
vectores unitarios i v j, por lo que se tiene 

(-34.73 lb + 0.35127V; A F D ) i + (19.84 lb + 0.93637V “ 60 lb)j = 0 

Esta ecuacirin se cumplira si, y s6lo si, los coeficientes de i y j son iguales a 
cero. Asi se obtienen las siguientes dos ecuaciones de equilibrio, que expre- 
san, respectivamente, que la suma de las componentes x y la suma de las 
componentes y de las fuerzas dadas debe ser cero. 

2F* = 0: -34.73 lb + 0.3512 Tac + = 0 (2) 

IF,, = 0: 19.84 lb 4- 0.93637V “ 60 lb = 0 (3) 

De la ecuaci6n (3) se encuentra IV; = +42.9 lb ^ 

y sustituyendo este valor on la ecuaci6n (2) se obtiene F D ~ +19.66 II) A 

Al dibujar el diagrama de cuerpo libre se supuso que habia un sentido para 
cada fuerza desconocida. El signo positivo en la respuesta senala que el sen- 
tido supuesto era el correcto. Puede dibujarse el poligono de fuerzas com- 
pleto y asi comprobar los resultados. 
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RESOLUTION DE PROBLEM AS 
EN FORMA IN DEPEN DIENTE 


Cuando una partfcula esta en equilibria , la resultante de todays las fuerzas que actuan sob re 
la partfcula debe ser igual a cero. En el caso de una partfcula sobre la que actuan fuerzas 
coplanares , expresar este hecho proportion ar& dos relaciones entro las fuerzas involucradas. 
Coino so vio en los problemas resueltos retie n presentados, estas relaciones pueden uti- 
I i/arse para detcrminar dos incognitas — como la inagnitud y la direction dc una fuerza o 
las magnitudes de dos fuerzas — . 

Trazar tin diagrama de cuerpo libre es el primer pan o a seguir en la solution de 
un problema que involucre el equilibrio de una partfcula. En este diagrama se muestran la 
partfcula y todas las fuerzas que actuan sobre el la. En el diagrama de cuerpo libre debe in- 
dicate la inagnitud de las fuerzas conocidas, asf como cualquier Angulo o dimensidn que 
defina la direcci6n de una fuerza. Cualquier magnitud o Angulo desconocido deben desig- 
narse por medio de un sfmbolo adecuado. No done que incluirse ninguna otra informacion 
adicional en el diagrama de cuerpo libre. 

E.s indispensable trazar un diagrama de cuerpo libre claro y preciso para poder resolver 
cualquier problema de equilibrio. La omision de este paso puede aborrarnos l&piz v papel, 
pero es muy probable que nos lleve a una solucidn incorrecta. 

Caso l. Si solo estdn involucradas tres fuerzas en el diagrama de cuerpo libre, el resto 
de la solucion se lleva a cabo mis facilmente uniendo en un dibujo la parte terminal de una 
fuerza con la parte inicial de otra (punta), para formar un tridngulo de fuerzas. Este trian- 
gulo puede resolve rse grificamente o por trigonometrfa para un maximo de dos incognitas 
[problemas resueltos 2.4 v 2.5]. 

Caso 2. Si estdn involucradas mas de tres fuerzas , lo mas conveniente es emplear una 
solucion anaUtica. Los ejes x y y se seleccionan y cada una de las fuerzas mostradas en el 
diagrama de cuerpo libre se descompone en sus componentes x y if. A I expresar que tan to 
la suma de las componentes en x como la suma de las componentes en y de las fuerzas son 
iguales a cero, se obtienen dos ecuaciones que pueden resolverse para no mas de dos in- 
c6gnitas [problema resuelto 2.61. 

Se recomienda firmemente que al emplear una soluciOn analftica se escriban his ecuaciones 
de equilibrio en la misma forma que las ecuaciones (2) y (3) del problema resuelto 2.6. La 
practica adoptada por algunos estudiantes de colocar al inicio las incognitas del I ado izquierdo 
de la ecuacibn v las cantidades conocidas del lado derecho puede llevar a una confusion al 
momento de asignar el signo correcto a cada uno de los terminos. 

Se ha senalado que, independientemente del metodo empleado para resolver un problema 
de equilibrio bidimensional, s6lo puede determinate un maximo de dos incognitas. Si un 
problema bidimensional involucra mas de dos incbgnitas, deben obtenerse una o mas rela- 
ciones adicionales a parti r de la informacion contenida en el enunciado del problema. 

.Algunos de los siguientes problemas involucran pequenas poleas. Se supondni que las poloas 
estan libres de friccion, por tanto, la tension en la cuerda o cable que pase por una polea es 
la misma en cada uno de sus lados. En el capftulo 4 se analizara por qu6 la tensidn es la 
misma. Por ultimo, como veremos en el capftulo 10, la magnitud de la fuerza F ejercida so- 
bre un cuerpo por un resorte estirado o comprimido esta dada por F = kx , donde k es la 
constante del resorte y s es una medida de su compresion o estiramiento con respecto a la 
longitud del resorte cuando 6ste no ha sido deformado. 







Problemas 


2.43 Si a = 50° y el aguildn AC ejerce sobre la articulation C una 
fuerza rlirigida a lo largo de la lmca AC, determine a) la magnitud de la fuer- 
za, h) la tension en el cable BC. 

2.44 Dos cables se amarran juntos en C y se cargan cotno indica la 
figura. Determine la tension en a) el cable AC, b) el cable BC. 



2.45 Una componente de maquina con fonna irregular se rnantiene 
en la position mostrada en la figura por medio dc tres sujetadores. Si 
F a = 940 N, determine las magnitudes de las fuerzas F I{ y F c ejercidas por 
los otros dos sujetadores. 

2.46 Las cuerdas AB y AC son lanzadas a una persona cuya lancha se 
ha hundido. Si a = 25° y la magnitud de la fuerza F /{ ejercida por el rfo so- 
bre el lanchero es de 70 lb, determine la tension en a) la cuerda AB , h) la 
cuerda AC. 



Figura P2.43 



Figura P2.45 


I -is 



Figura P2.47 


Figura P2.46 


2.47 Un bote jala a un paracafdas y su pasajero a una velocidad cons- 
tante. Si el pasajero pesa 550 N y la fuerza resultante R ejercida por el pa- 
racafdas sobre la horquilla A forma un angulo dc 65° con la horizontal, de- 
termine a) la tension en la cuerda de remolque AB, b) la magnitud de R. 
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2.48 Dos semaforos se cuelgan temporalmente de un cable como se 
muestra en la figura. Si el sem&foro colocado en B pesa 300 N, determine el 
peso del semaforo en C. 




T r 


Figura P2.49 y P2.50 


2.49 Dos fuerzas de magnitnd T A = 8 laps y T B = 15 kips se apliean 
a una conexi6n soklada como indica la figura. Si la conexi6n esta en equili- 
brio, determine las magnitudes de las fuerzas T c y T D . 



2.50 Dos fuerzas de magnitud T A = 6 kips y Tc — 9 kips se apliean a 
una conexidn soldada como indica la figura. Si la conexi6n est & en equili- 
brio, determine las magnitudes de las fuerzas T B y T/> 

2.51 Los cuatro elementos de madera que se muestran en la figura es- 
tdn unidos con una placa de metal y se encuentran en equilibrio sometidos 
a la acci6n de cuatro fuerzas. Si F A = 2.3 kN y F B = 2.1 kN, determine las 
magnitudes de las otras dos fuerzas. 

2.52 Los cuatro elementos de madera que se inuestran en la figura es- 
t&n unidos con una placa de metal y se encuentran en equilibrio sometidos 
a la accidn de cuatro fuerzas. Si F A = 1.9 kN v F c = 2.4 kN, determine las 
magnitudes de las otras dos fuerzas. 


2.53 En un acto circense, un aerdbata realiza un parado de manos so- 
bre una rueda mientras su asistente lo jala a lo largo del cable ABC de 8 m 
de largo que se muestra en la figura. Si la tension en la cuerda DE es de 35 
N cuando el aerdbata se sostiene en equilibrio en a = 2.5 m, determine a) 
el peso del aerdbata, b) la tensi6n en el cable. 



2.54 En un acto circense, un aerdbata realiza un parado de manos so- 
bre una rueda mientras su asistente lo jala a lo largo del cable ABC de 8 m 
de largo que se muestra en la figura. Si el aerdbata pesa 720 N y se sostiene 
en equilibrio en a = 3 m, determine a) la tension en el cable, b) la tensidn 
en la cuerda DE. 


Problemas 43 


2.55 Dos cables se amarran juntos en C y son cargados como indica 
la figura. Si \V = 190 lb, determine la tensi6n en a) el cable AC, b ) el cable 


BC. 


2.56 Dos cables se amarran juntos en C y son cargados como indica 
la figura. Determine e! rango de valores de W para los quo la tension no sera 
mayor de 240 lb en cualquiera de los cables. 



Figura P2.55 y R2.56 


6tX) Him 


360 mm 


3W‘ 


Figura P2.57 



2.57 Una carga con peso de 400 N estd suspendida de un rcsorte y 
dos cuerdas, las cuales se unen a dos bloques de pesos 3 W y W como se 
muestra en la figura. Si la constante del resorte es de 800 N/m, determine 
a) el valor de W, b) la longitud sin estirar del resorte. 

2.58 Un bloque de peso W esta suspendido de una cuerda de 25 in. 
de largo y de dos resorte s cuvas longitudes sin estirar miden 22.5 in. cad a 
una. Si las constantes de los resortes son k AH = 9 lb/in. y k AD = 3 lb/in., de- 
termine a) la tensi6n en la cuerda, b) el peso del bloque. 



1 

S ill. 


16 in 


l 

7 in. 

Figura P2.58 


2.59 Para las cuerdas v la fuerza del rio del problem a 2.46, determine 

a) el valor de a para el que la tensi6n en la cuerda AB es la minima posible, 

b) el valor correspondiente de la tensi6n. 


44 Estatica de particuias 2.60 Dos cables se amarran juntos en C v se cargan coino indica la 

figura. Si la tension maxima permisible en cada cable e$ de 9(K) N, deter- 
mine a) la magnitud de la fuerza P maxima que puede aplicarse en C, h) el 
valor correspond iente de a. 



Figure P2.60 y P2.61 



Figure P2.62 



12 in. 


2.61 Dos cables se amarran juntos en C y se cargan como indica la 
figura. Si la tension maxima permisible en el cable AC es de 1 4(X) X y en el 
cable BC es de TOO N, determine a) la magnitud de la fuerza P maxima que 
puede aplicarse en C, b) el valor cor res pond iente de a. 

2.62 Si las porciones AC y BC del cable ACB deben ser iguales, de- 
termine la longitud minima que debe tener el cable para soportar la carga 
mostrada si la tension en este no debe ser mayor a 870 X. 

2.63 Para la estructura y la carga del problema 2.43, determine a) el 
valor de a para el que la tensi6n en el cable BC es minima, b ) el valor co- 
rrespondiente de la tensi6n. 

2.64 El col Ian n A puede deslizarse sin friccion en una barra vertical 
y esta conectado a un resort e como indica la figura. La cons tan te del resorte 
es de 4 Ib/in. y £ste no se encuentra estirado cuando h = 12 in. Si el sistema 
esta en equilibrio cuando h = 16 in., determine el peso del collarfn. 

2.65 El collarfn A de 9 lb puede deslizarse sin fricci6n en una barra 
vertical y estd conectado a un resorte como indica la figura. El resorte no 
est£ estirado cuando h = 12 in. Si la constante del resorte es de 3 Ib/in., de- 
termine el valor do h para el cual el sistema estd en equilibrio. 

2.66 El aguilon AB esta soportado por el cable BC y una bisagra co- 
locada en A. Si el aguilon ejerce sobre el pun to B una fuerza dirigida a lo 
largo de sf mismo y la tension en la cuerda BD es de 310 X, determine a) el 
valor de a para el que la tension en el cable BC es minima, b) el valor co- 
rresponds nte de la tensi6n. 



Figura P2.64 y P2.65 


Figura P2.66 


2.67 La fuerza P se aplica a una pequena meda que gira sob re el ca- 
ble ACB . Si la tension en ambas partes del cable es de 140 lb, determine la 
magnitud y la direcci6n de P. 

2.68 Una eaja de madera de 280 kg estd sostenida por varios arreglos 
de poleas v cuerdas, segun indica la figura. Determine la tension en la cuerda 
para cada arreglo. (SugerencAa-. La tension cs la misma en ambos lados de 
una cuerda que pasa por una polea simple. Esto puede comprobarse apli- 
cando los m^todos del capitulo 4.) 



a) b) r> d) r) 
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Figura P2.67 


Figura P2.68 


2.69 Resnelva los incisos b) y d) del probleina 2.68 suponiendo que el 
extreino libre de la cuerda esta unido a la caja de madera. 

2.70 Una carga Q se aplica a la polea C, la cual puede rodar sobre el 
cable ACB. La polea se sostiene en la posicion mostrada en la figura mediante 
un segundo cable CAD que pasa por la polea A v sostiene una carga P. Si P = 
800 N, determine a) la tension en el cable ACB, b) la magnitud de la carga Q. 

2.71 Una carga Q de 2 000 N se aplica a la polea C, la cual puede rodar 
sobre el cable ACB. La polea se sostiene en la posicion mostrada en la figura 
mediante un segundo cable CAD que pasa por la polea A v sostiene una carga 
P. Determine a) la tension en el cable ACB, b) la magnitud de la carga P. 

2.72 Se aplican tres fuerzas a una m£nsula. Las direccioncs de las dos 
fuerzas de 30 lb pueden variar, pero el &ngu!o entre ellas siempre cs de 50°. 
Determine el ran go de valores de a para el que la magnitud de la resultante 
de las fuerzas aplicadas a la m^nsula es menor a 120 lb. 



Figura P2.70 y P2.71 



Figura P2.72 


FUERZAS EN EL ESPACIO 

2.12. COMPONENTES RECTANGULARES 
DE UNA FUERZA EN EL ESPACIO 

Los problemas considerados en la primera parte de este capitulo in- 
volucraron unicarnente dos dimensiones y pudieron formularse y re- 
solverse en un solo piano. En esta section y en las secciones siguientcs 
del capitulo se analizaran problemas que comprenden las tres dimen- 
sion es del espacio. 

Considere una fuerza F que actua en cl origen O del sistcma de 
coordenadas rectangulares x, tj , z. Para defmir la direccion de F, se 
traza el piano vertical OB AC que contiene a F y que se muestra en la 
figura 2.30 a. Este piano pasa a trav£s del eje vertical y\ su orientacion 
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Figura 2.30 



Figure 2.31 


est£ definida por el angulo (j> que forma con el piano xy , mientras que 
la direccidn de F dentro del piano esta definida por el Angulo 6 y que 
forma F con el eje y. La fuerza F puede descomponerse en una com- 
ponente vertical F y v una componente horizontal F*; esta operacidn, 
mostrada en la figura 2.30 b, se realiza en el piano OBAC de acuerdo 
con las reglas desarrolladas en la primera parte del capitulo. Las com- 
ponentes escalares correspondientes son 

F f/ = F cos 6 y F/, = F sen 0 y (2.16) 

La F;, puede separarse en sus dos componentes rectangulares F r y F- a 
lo largo de los ejes xy z, respectivamente. Esta operacidn, mostrada en 
la figura 2.30c, se realiza en el piano xz. De esta manera se obtienen las 
expresiones siguientes para las componentes escalares correspondientes: 

F x = Fh cos <f> = F sen 6 y cos <f> 

F z = F h sen (f> = F sen $ tJ sen <f> “ 1 ' 

La fuerza F se ha descompuesto en tres componentes vectoriales rcc- 
tangulares F x , F r/ y F~, dirigidas a lo largo de los tres ejes coordenados. 

Si se aplica el teorema de Pitagoras a los tri&ngulos OAB y OCD 
de la figura 2.30, se escribe 

F' 2 = ( OA f = (OB) 2 + (BA) 2 = F 2 + F 2 
F 2 = (OCf = (OD) 2 + (DC) 2 = F 2 + Ft 

Si se eliminan F 2 h de estas dos eeuaciones y se resuelve para F se ob- 
tiene la siguiente relacidn entre la magnitud de F v sus componentes 
rectangulares escalares: 

F = VF? + F* + F| (2.18) 

La relacion que existe entre la fuerza F y sus tres componentes F x , 
F y y F. se presenta mas facil si se traza “una caja” que tiene por aris- 
tas F x , F y y F 5) como se muestra en la figura 2.31. La fuerza F esta 
representada por la diagonal OA de esta caja. La figura 2.31 b muestra 
el tri&ngulo rectangulo OAB empleado para deducir la primera de las 
fdrmulas (2.16): F y = F cos 0 t/ . En las figuras 2.31a y c se han trazado 
otros dos tri^ngulos rectangulos: el OAD y OAE. Estos ocupan posi- 
ciones semejantes a la del tridngulo OAB. Si representamos por 6 X y 6 Z 
los angulos que forma F con los ejes x y z, respectivamente, se pueden 
escribir dos fdrmulas semejantes a F y = F cos 0 y . Entonces se escribe 

F x — F cos 6 X F y - F cos 0 y F z = F cos 6 Z (2.19) 

Los tres angulos 0 Xi 0 t/ y 6 Z definen la direccion de la fuerza F; y son 
m^s usados que los angulos 6 y y <t> introducidos al comienzo de esta 
seccion. Los cosenos de 0 X , 6 y y 9 Z se conocen como los cosenos di- 
rectores de la fuerza F. 

Con el uso de los vectores unitarios i, j y k, dirigidos a lo largo de 
los ejes x, y y z, respectivamente (figura 2.32), se puede expresar F en 
la forma 

F = F x i + FJ + F r k (2.20) 

donde las componentes escalares F x , F y y F. est^n definidas por las rela- 
ciones (2.19). 

Ejemplo 1. Una fuerza de 500 N forma dngulos de 60°, 45° y 120° con 
los ejes x,yyz, respectivamente. Encuentre las componentes F r , F y y F : de 
la fuerza. 


Sustituyendo F = 500 N, 6 X = 60°, 0 (J = 45° y 0, = 120° en las f6rmu- 
las (2.19), $e escribe 

F x = (500 N) cos 60° = +250 N 
F y = (500 N) cos 45° = +3.54 N 
F z = (500 N) cos 120° = -250 N 

Usando en la ecuacidn (2.20) los valores obtenidos para las componentes e$- 
calares de F, se tiene 

F = (250 N)i + (3.54 N)j - (250 N)k 

Como en el caso de los problemas en dos dimensiones, el signo positivo in- 
dica que la componente tiene el mismo sentido que el eje correspondiente 
y el signo negativo tiene el sentido opuesto. 

El angulo que una fuerza F forma con un eje debe medirse desde 
el lado positivo del eje y estara siempre comprendido entre 0 y 180°. 
Un angulo 9 X menor que 90° (agudo) indica que F (que se supone uni- 
da al origen) esti del mismo lado del piano yz que el eje x positivo, y 
cos 9 X y F x serdn positivos. Un angulo 9 X mayor que 90° (obtuso) indi- 
cara que F esta al otro lado del piano yz\ entonces, cos 0 T y F x seran 
negativos. En el ejemplo 1 los angulos 9 X y 0 tJ son agudos, mientras que 
0 Z es obtuso; en consecuencia, F x y F tJ son positivos, mientras que F z es 
negativo. 

Si se sustituye en la ecuacion (2.20) las expresiones obtenidas para 
F x> F tf y F z en (2.19), se escribe 

F = F(cos 0 x i + cos By j + cos 0 r k) (2.21) 

que muestra que la fuerza F puede expresarse como el producto del 
escalar F y del vector 

X = cos 9 x i + cos 6yj + cos 0 Z k (2.22) 

El vector X es evidentemente un vector de magnitud 1 y de la misma 
direccion que F (figura 2.33). El vector unitario X se refiere al largo 
de la Ifnea de accion de F. De (2.22) se deduce que las componentes 
del vector unitario X son, respectivamente, iguales a los cosenos di- 
rectores de la Ifnea de accion de F: 

\ x = cos 0 X A tJ = cos 0 y A z = cos 9 Z (2.23) 

Se debe observar que los valores de los tres angulos 9 X , 0 tJ y 9 Z no 
son mdependientes. Expresando que la suma de los cuadrados de las 
componentes de X es igual al cuadrado de su magnitud, se escribe 

X? + Ay + X? = 1 

o sustituyendo para \ x , A f/ y X, de (2.23), 

cos 2 9 X + cos 2 9 y + cos 2 6 Z — 1 (2.24) 

En el ejemplo 1 se muestra que una vez que se han seleccionado los 
valores 6 X = 60° y d y = 45° el valor de 6 Z debe ser igual a 60 o 120° 
para satisfacer la identidad (2.24). 

Cuando las componentes F x , F y y F r de una fuerza F estan dadas, 
la magnitud F de la fuerza se obtiene de (2.18). Entonces las relaciones 
(2.19) pueden resolverse para los cosenos directores, 

F F F 

cos e x = -£■ cos Q y = -jr cos 6 Z = -y (2.25) 

y obtener los angulos 9 xy 9 y y 0 3 que caracterizan a la direccidn de F. 
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Figura 2.33 
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Ejempfo 2. Una fuerza F ticne las componentes F x = 20 lb, F f/ = —30 
lb y F z = 60 lb. Determine la magnitud de F v los angulos B x , 0 y y 0- que 
forma con los ejes coordenados. 

A partir de la formula (2.18) se obtiene* 

F = \/F 2 x + Ff y + F? 

= V(20 lb) 2 + (-30 lb) 2 + (60 1b) 2 
= V4 900 lb = 70 lb 


Si se sustituyen los valores de las componentes y la magnitud de F en las 
ecuaciones (2.25), se escribe 


cos 0 X 


E* 

F 


20 lb 
70 lb 


COS By - 


Fv 

F 


-30 lb 
70 lb 


cos 0 Z = 


F; 

F 


60 lb 
70 lb 


Calculando sucesivamente cada cociente y su arco coseno, se obtiene 
0 X = 73.4° 6 y = 115.4° 0 Z = 31.0° 

Estos c£lculos pueden realizarse f&cilmente con una calculadora. 


2 . 13 . FUERZA DEFINIDA EN TERMINOS DE SU MAGNITUD 
Y DOS PUNTOS SOBRE SU LINEA DE ACCION 

En muchas aplicaciones la direccion dc una fuerza F esta deflnida por 
las coordenadas de dos puntos M(x i, iji, z x ) y A 7 (x 2 , i/ 2 > Z 2 ), lo caJizadas 
sobre su lfnca de accion (figura 2.34). Considere el vector MN que une 



a M y N y dene el mismo senddo que F. Si se representan sus com- 
ponentes escalares por d X7 d y y d z , respectivamente, se escribe 

MN = d x i + dy j + d z k (2.26) 

El vector unitario A a lo largo de la linea de accion de F (es d ecir a lo 
largo de la linea MN) puede obtc nerse al dividir el vector MN entre su 
magnitud MN Se sustituye para MN de (2.26) y se observa que MN 
es igual a la distancia d de M a A 7 , se escribe 

\ = i + dj + d z k) (2.27) 


*Con una calculadora programada para convertir coordenadas rectangulares en coorde- 
nadas polares, se vera que el siguiente procedimiento resulta inis expedito para calcular 
F: primero se detenu ina Ff t a partir de sus componentes rectangulares F x y F, (figura 2.30c), 
despues se determina F a partir de sus componentes rectangulares Fy, y F y (figura 2.30 b). 
El orden en que se introduzcan las tTes componentes F x , F v v F. resulta intrascendente. 


2.14. Adicion de fuerzas concurrentes 

en el espacio 
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Es importante recordar que F es igual al producto de F y por lo que 
se tiene 


F 

F = FA = — (d*i + d t J + d z k ) (2.28) 

de la cual se sigue que las componentes de F son, respectivamente, 



Las relaciones (2.29) simplifican en forma considerable la deter- 
mination de las componentes de las fuerzas F de magnitud F euando 
la line a de action de F estd definida por dos puntos My N. Restando 
las coordenadas d e M de las de N se determinan primero las compo- 
nentes del vector MN y la distancia d de M a N: 

(I* = x 2 - *i d y = y 2 ~ ij\ d z = z 2 ~ 

d = Vd* + d* + d\ 

Sustituyendo los valores para F y para d x> d y , y en las relaciones 
(2.29), se obtienen las componentes F x , F y y F z de la fuerza. 

Los iingulos 0 xy 0 y y Q z que forman F con los ejes coordenados 
pueden obtenerse de las ecuaciones (2.25). Comparando las ecuaciones 
(2.22) y (2.27) tambitii se puede escribir 

cos 6 X = cos 9 r = y cos 6 Z = -j (2.30) 

a J a a 

y determinar los angulos^r, 9 tJ y 6 Z directamente de las componentes y 
la magnitud del vector Mti. 


2.14. ADIClbN DE FUERZAS CONCURRENTES EN EL ESPACIO 

La resultante R de dos o mas fuerzas en el espacio se calcula sumando 
sus componentes rectangulares. Los m£todos grdficos o trigonom^tri- 
cos no son muy practicos en el caso de fuerzas en el espacio. 

El mtiodo seguido aqiu es semejante al empleado en la secci6n 
2.8 con fuerzas coplanares. Se establece que 

R = 2F 

se descompone cada fuerza en sus componentes rectangulares y se es- 
cribe 

+ Ryj + /Lk = E(F x i + Fj + F.k) 

= (EFJi + (EF,)j + (EFjk 

de la cual se desprende que 

R* = EF r Ry = ZF y H Z = EF Z (2.31) 

La magnitud de la resultante y los Angulos 0 X , 0 tJ y 6 Z que £sta forma 
con el eje de coordenadas se obtienen por el m^todo de la section 2.12. 
Se escribe 


R* 

R 


r = Vftf + r 2 v + r; 
a 

cos °y = Y 


cos 6. 


cos 0. 


ft* 

R 


(2.32) 

(2.33) 



::ca 



. 
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a) Coinponcntes de la fuerza. La linea de acci6n de la fuerza que 
actua sobre el pemo pasa par A y B v la fuerza esta dirigida de A hacia B. Las 
componentes del vector AB „ que tieneu la misma direccidn que la fuerza, son 


+ 80 m cL = +30 m 


AB — d = Vd* + dy + d* = 94,3 in 


Ai representar por i, j y k los vectores unitarios a lo largo de los ejes coor- 
denados, se tiene 


AB = —(40 m)i + (80 in)j + (30 m)k 
Introduciendo el vector unitario X = AB/AB , se escribe 

, AB 


F = F\ = F 


2 500 N— 
AB 


AB 94.3 m 

Si se sustituve la expresibn encontrada para AB, se obtiene 
2 500 N r 


F = 


■ [ — {40 m)i + (80 m)j + (30 m)k] 


94.3 m 

F = -(1 060 N)i + (2 120 N)j + (795 N)k 


Por consiguiente, las componentes de F son 


'M 



F x — 1 060 N 

COS 6r - F - 2 500 N 


COS Vy-p 


2 500 N 


„ F z +795 N 
cos Q m = — = 


F 2 500 N 

Si se calcula sucesivamente cada cociente y su arco coseno, se obtiene 

0 V = 115.1° 0„ = 32.O° 6. = 71.5° 






F x = -1 060 N b',j = +2 120 N F. = +795 X ◄ 
b) Direccion de la fuerza. Con las ecuaciones (2.25), se escribe 

Fu +2 120 N 


' ■ : * & 

mm* : : * 




m 


{Not a: El resultado tambienjmdo haberse determinado con las componentes 
v la magnitud del vector AB en lugar de la fuerza F.) 




:;:sS . 1 









nit !• 



27 ft 




PROBLEMA RESUELTO 2.8 


D 



> 


Una seccidn de una pared de concreto precolado se sostiene temporalmente 
por los cables mostrados. Se sabe que la tensidn es de 840 lb en el cable AB 
y 1 200 lb en el cable AC, determine la magnitud y la direction de la resul- 
tante de las fuerzas ejercidas por los cables AB y AC sobre la estaca A. 


-C 


an 


16 ft. 




SOLUCION 


Componentes de las fuerzas. La fuerza ejercida por cada cable so- 
bre la estaca A se dcscompondra en sus componentes x, y y z. P rimero 
se determinaran las componentes y la magnitud de los vectores AB y AC, 
midiendolos desde A had a la seccitfn de la pared. Si se representa por i, j y 
k a los vectores unitarios a lo largo de los ejes coordenados, se escribe 

AB = -(16 ft)i + (8 ft)j 4- (11 ft)k AB = 21 ft 

AC = -(16 ft)i + (8 ft)j - (16 ft)k AC = 24 ft 

Al representar por al vector unitario a lo largo de la llnea AB, se tiene 


^ ^ „ AB 8401b—* 

T a b — Ta«Aab — Tab ^ ~ 2 \ ft ^ 



Al sustituir la expresidn encontrada para AB, se obtiene 
( I 200 11)) X. u 840lb 

} [ — (16 ft)i + (8 ft)j + (llft)k] 


Tar — 


AB 21 ft 
Tab = “(640 lb)i + (320 lb)j 4- (440 lb)k 


16 ^ Si se representa con \ A c al vector unitario a lo largo de AC, se obtiene en 
forma semejante 

_ AC 


1 AC 


T ac \a 


1 200 lb— ; 
AC 


por los dos cables es 

R = Tab + T aC = “d 440 lb)i + (720 lb)j - (360 lb)k 
La magnitud y direcci6n de la resultante se determinan por: 


R = Vfil + Ry + Rz = V(-l 440) 2 + (720) 2 + ( — 360) 2 

R — 1 650 lb 


De las ecuaciones (2.33) se obtiene 

= -1 440 lb 
R 1 650 lb 


cos 0 X = 


a Ry 
°° s e » = T = 


+720 lb 


1 650 lb 


cos 6 X - 


R. 


-360 lb 


R 1 650 lb 

Calculando en forma sucesiva cada cociente y su arco coseno, se obtiene 

0 f = 1 50.8® e tJ = 64.1° (L = 102.6° 


ill 





AC 24 ft 

Tag = “(800 lb)i + (400 lb)j - (800 lb)k 
Resultante de las fuerzas. La resultante R de las fuerzas ejercidas 






RESOLUCION D E PRO BLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se vio que las fuerzas en el espacio pueden ser definidas por su mag- 
nitud y su direction o por las tres componentes rectangulares F x , F y y F z . 

A. Cuando una fuerza se define por su magnitud tj su direction, sus com- 
ponentes rectangulares F x , F y y F z se pueden determinar de la siguiente manera: 

Caso L Si la direccion de la fuerza F esta definida por los angulos 0 y y </> mostra- 
dos en la figura 2.30, las proyecciones de F a traves de estos angulos o sus com- 
plementos proporcionaran las componentes de F [ecuaciones (2.17)]. Observese 
que las componentes x y z de F se obtienen proyectando primero a F sobre el piano 
horizontal; entonces, la proyeccion F \ obtenida de esta forma se descompone en 
las componentes F x y F z (figura 2.30c). 

Cuando se resuelven problemas de este tipo, se recomienda dibujar primero la 
fuerza F y despues su proyeccion F y sus componentes F Xi F y y F z antes de ini- 
ciar la parte matematica de la solution. 

Caso 2. Si la direccion de la fuerza F esta definida por los angulos 0 X , 0 y y 0- que 
F forma con los ejes coordenados, cada componente se puede obtener multiplicando 
la magnitud F de la fuerza por el coseno del angulo que Ie corresponde [ejemplo 1]: 

F x = F cos 0 X F y = F cos 0 y F z = F cos 0 Z 

Caso 3. Si la direccion de la fuerza F esta definida por dos puntos M y N ubica- 
dos a lo largo de su linea de action (figura 2.34), primero se expresa al vector MN 
dibujado desde M hasta N, en terminos de sus componentes d x , d y y d z y de los 
vectores unitarios i, j y k: 

MN = d x i + + d z k 

Despues se deter mina cl vector unitario A. a lo largo de la linea de accion de F di- 
vidiendo al vector MN entre su magnitud MN. Si se multiplica a A por la magni- 
tud de F, se obtiene la cxpresion deseada para F en terminos de sus componentes 
rectangulares [problema resuelto 2.7]: 

F = Fk= ~(d x i + dj + d z k) 

Cuando se determinan las componentes rectangulares de una fuerza, es conveniente 
emplear un sistema de notation consistente y con significado. El metodo utilizado 
en este texto se ilustra en el problema resuelto 2.8 donde, por ejemplo, la fuerza 
T AIi actua desde la estaca A hacia el punto B. Observese que los subindices han 
sido ordenados para coincidir con la direccidn de la fuerza. Se recomienda adoptar 
la misma notacidn ya que le ayudara a identificar al punto 1 (el primer subfndice) 
y al punto 2 (el segundo subindice). 





Cuando el vector que define la linea de accion de una fuerza se forma, puede pen- 
sarse en sus componentes escalares como el numero de pasos que debe efectuar, 
en cada direccidn coordenada, para ir desde el punto 1 hasta el punto 2. Es esen- 
cial que siempre se recuerde asignarle el signo correcto a cada una de las compo- 
nentes. 


B. Cuando una fuerza estd dejinida por huh componentes rectangulares F xy 
F y y y se puede obtener su magnitud F asi 

F = VF 2 X 4- F^ + f f 

Los cosenos directores de la linea de accion de F se pueden determinar dividiendo 
las componentes de la fuerza entre F: 


cos 6 X 


F^ 

F 


COS dy 


Fu_ 

F 


cos 


F 


A partir de Ios cosenos directores se pueden obtener los angulos 8 X , 6 y y $ z que F 
forma con los ejes coordenados [ejemplo 2]. 

C . Para determinar la resultante R de dos o mas fuerzas en el espacio tridi- 
mensional, primero se determ man las componentes rectangulares de cada una de 
las fuerzas utilizando alguno de los procedimientos que se acaban de describir. Con 
la suma de esas componentes se obtendran las componentes R x , Ry y R z de la re- 
sultante. Entonces, la magnitud y la direccion de la resultante se puede obtener 
como se senal6 en los incisos anteriores para el caso de una fuerza F [problema re- 
suelto 2.8]. 


Problemas 



Figura P2.73 y P2.74 


2.73 Para estahilizar un irbo\ arrancado parcialmente durante una 
tormenta, se le amarran los cables AB y AC a la parte alta del tronco y des- 
pu6s se fijan a barras de acero clavadas en el suelo. Si la tension en el cable 
AB es de 950 lb, determine a) las eomponentes de la fuerza ejercida por es- 
te cable sobre el £rbol, b) los angulos 9 X , 9 tJ y 0, que forma la fuerza en A 
con los ejes paralelos a los ejes coordenados. 

2.74 Para estahilizar un arbol arrancado parcialmente durante una tor- 
menta, se le amarran los cables AB y AC a la parte alta del tronco y despuds 
se fijan a barras de acero clavadas en el suelo. Si la tension en el cable AC 
es de 810 lb, detennine a) las eomponentes de la fuerza ejercida por este ca- 
ble sobre el arbol, b ) los angulos 0 X> 0 y y 0, que forma la fuerza en A con los 
ejes paralelos a los ejes coordenados. 



2.75 Determine a) las eomponentes x, y y z de la fuerza de 900 N, 
b) los angulos 0,, 0 tJ y 0 C que forma la fuerza con los ejes coordenados. 

2.76 Determine a) las eomponentes x, y y z de la fuerza de 1 900 N, 
b) los angulos 0 X 0 y y 0 Z que forma la fuerza con los ejes coordenados. 

2.77 Una pistola se apunta hacia un punto A ubicado 20° al oeste del 
norte. Si el canon de la pistola forma un angulo de 35° con la horizontal y la 
maxima fuerza del eulatazo al disparar es de 180 lb, determine a) las com- 
ponentes x, y y z de dieha fuerza, b) los valores de los angulos 0 X9 0 f/ y 0- que 
definen la direccidn de la fuerza del eulatazo. (Suponga que x, y y z se diri- 
gen respectivamente al este, hacia arriba y hacia el sur.) 



Figura P2.79 y P2.80 


x 


2.78 Resuelva el problema 2.77 suponiendo que el punto A se locali- 
za 25° al norte del oeste v que el canon de la pistola forma un angulo de 30° 
con la horizontal. 

2.79 El angulo entre el resorte AB v el poste DA es de 30°. Si la ten- 
sion en el resorte es de 220 N, determine a) las eomponentes x, y y z de la 
fuerza ejercida por este resorte sobre la placa, b) los angulos 0 X , 0 y y Q z que 
forma la fuerza con los ejes coordenados. 

2.80 El angulo entre el resorte AC y el poste DA es de 30°. Si la com- 
ponente x de la fuerza ejercida por el resorte AC sobre la placa es de 180 N, 
determine a) la tension en el resorte AC, b) los angulos 0 X , 6 y y 6 Z que forma 
la fuerza ejercida en C con los ejes coordenados. 

2.81 Determine la magnitud y la direccibn de la fuerza F = (65 N)i — 
(80 N)j - (200 N)k. 

2.82 Determine la magnitud y la direccidn de la fuerza F = (4.50 N)i + 
(600 N)j - (1 800 N)k. 
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2.83 Una fuerza actua en el origen de un sistema coordenado en la di- Problomas 55 

reccidn definida por los Angulos 0 X = 43.2° y 0 Z = 83.8°. Si la eomponente tj 

de la fucrza es de -50 lb, determine a) el Angulo 0 f/ , b) las componentes 
restantes y la magnitud de la fuerza. 

2.84 Una fuerza actua en el origen de un sistema coordenado en la di- 
rcccitin definida por los angulos 0 X = 113.2° v 0 tJ = 78.4°. Si la eomponente 
z de la fuerza es de -35 lb, determine a) el Angulo 0*, b) las componentes 
restantes v la magnitud de la fuerza. 

2.85 Una fuerza F con magnitud de 250 N actua en el origen de un 
sistema coordenado. Si F x = 80 N, 0 iy = 72.4° v F, > 0, determine a) las 
componentes F tf y F z , b) los angulos 0 K v 0~. 

2.86 Una fuerza F con magnitud de 320 N actua en el origen de un 
sistema coordenado. Si $ x = 104.5°, F r = - 120 N y F tJ < 0, determine a) las 
componentes F x y F lJy b) los angulos 6 tJ v 0-. 

2.87 Una barra de acero se dob la para form a r un anillo semicircular 
con 36 in. de radio que esta sostenido parcialmente por los cables BD y BE , 
los cuales se unen al anillo en el punto B. Si la tensi6n en el cable BD es de 
55 lb, determine las componentes de la fuerza ejereida por el cable sob re el 
soporte colocado en D. 


2.88 Una barra de acero se dobla para formar un anillo semicircular 
con 36 in. de radio que esta sostenido parcialmente por los cables BD y BF, 
los cuales se unen al anillo en el punto B. Si la tension en el cable BE es de 
60 lb, determine las componentes de la fuerza ejereida por el cable sobre el 
soporte colocado en E. 



2.89 Una torre de transmisi6n se sostiene por medio de tres alambres 
anclados con pemos en B, C y D. Si la tension en el alambre AB es de 2 100 
N, determine las componentes de la fuerza ejereida por el alambre sobre el 
pemo colocado en B. 

2.90 Una torre de transmisi6n se sostiene median te tres alambres que 
estan anclados con pemos en B, C y D. Si la tension en el alambre AD es de 
1 260 N, determine las componentes de la fuerza ejereida por este alambre 
sobre el pemo colocado en D. 



x 

Figura P2.89 y P2.90 
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2.91 Dos cables BG v BH est&n unidos al marco ACD como se mues- 
tra en la figura. Si la tensi6n en el cable BG es de 450 N, determine las 
componentes de la fuerza ejercida por el cable BG sobre el marco en el 
punto B. 

2.92 Dos cables BG y BH estan unidos al marco ACD como indica la 
figura. Si la tension en el cable BH es de 600 N, determine las componentes 
de la fuerza ejercida por el cable BH sobre el marco en el punto B. 



2.93 Determine la magnitud y la direccidn de la resultante de las dos 
fuerzas mostradas en la figura, si P = 4 kips y Q = 8 kips. 

2.94 Determine la magnitud v la direccidn de la resultante de las dos 
fuerzas mostradas en la figura, si P = 6 kips y Q = 7 kips. 



2.95 El aguildn OA soporta una carga P y est3 sostenido por dos ca- 
bles, segun muestra la figura. Si en el cable AB la tensiOn es de 510 N y en 
el cable AC es de 765 N, determine la magnitud y la direccidn de la resul- 
tante de las fuerzas ejercidas en A por los dos cables. 

2.96 Suponga que en el problema 2.95 la tension es de 765 N en el 
cable AB y de 510 N en el cable AC, y determine la magnitud v la direcciOn 
de la resultante de las fuerzas ejercidas en A por los dos cables. 

2.97 Para el arbol del problema 2.73, si la tension en el cable AB es 
de 760 lb v la resultante de las fuerzas ejercidas en A por los cables AB v AC 
vac e en el piano yz, determine a) la tension en el cable AC, b) la magnitud 
v la direcciOn de la resultante de las dos fuerzas. 

2.98 Para el drbol del problema 2.73, si la tensidn en el cable AC es 
de 980 lb y la resultante de las fuerzas ejercidas en A por los cables AB v AC 
vace en el piano tjz , determine a) la tensiOn en el cable AB y b) la magnitud 
y la direccidn de la resultante de las dos fuerzas. 
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2.99 Para el aguildn del problema 2.95, si a = 0°, la tensidn en el ca- Figura P2.95 
ble AB es de 600 N, y la resultante de la carga P y las fuerzas ejercidas en 
A por los dos cables se dirige a lo largo de OA, determine a) la tension en 
el cable AC, b) la magnitud de la carga P. 


2.100 Para la torre de transmision del problema 2.89, determine las 
tensiones en los cables AB y AD si la tensi6n en el cable AC es de 1 770 N 
y la resultante de las fuerzas ejercidas por los tres cables en A debe ser ver- 
tical. 


2 . 15 . EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA EN EL ESPACIO 

De aeuerdo con la definition dada en la seccidn 2.9, una particula A 
est£ en equilibrio si la resultante de todas las fuerzas que actuan sobre 
A es cero. Las componentes R x , Ry v R z de la resultante est^n dadas 
por las relaciones (2.31); id expresar que las componentes de la resul- 
tante son cero, se escribe 

SF X = 0 = 0 2F Z = 0 (2.34) 

Las ccuaciones (2.34) representan las condiciones necesarias v sufi- 
cientes para lograr el equilibrio de una particula en el espacio. Estas 
ecuaciones pueden usarse para resolver problemas que tratan con el 
equilibrio de una particula v en los que intervienen no mds de tres in- 
cognitas. 

Para resolver tales problemas, se traza un diagrama de cuerpo li- 
bre donde se muestre a la particula en equilibrio y todm las fuerzas 
que actuan sobre ella. Deben escribirse las ecuaciones de equilibrio 
(2.34) y despejar las tres incOgnitas. En los tipos de problemas mds co- 
munes, esas incOgnitas representan 1) las tres componentes de una sola 
fuerza o 2) la magnitud de tres fuerzas, cada una con direcciOn cono- 
cida. 



Fotograffa 2.3 Como la tension presente en los 
cuatro cables que sostienen al contenedor de 
carga no se puede encontrar mediante las tres 
ecuaciones (2.34), es posible obtener una 
relacidn entre las tensiones considerando el 
equilibrio del gancho. 



v.: .: 




PROBLEMA RESUELTO 2.9 


Un cilindro de 2(K) kg se sostiene por medio de dos cables AB y AC que se 
amarran en la parte m£s alta de una pared vertical. Una fuerza horizontal P 
perpendicular a la pared lo sostiene en la position mostrada. Determine la 
magnitud de P y la tension en cada cable. 


soluci6n 


Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el punto A como cuerpo li- 
bre, este punto est& sujeto a cuatro fuerzas, tres de las cuales son de magni- 
tud desconocida. 

Con la introducci6n de los vectores unitarios i, j y k, se descompone 
cada fuerza en sus componentes rectangulares. 


( 1 ) 


P = Pi 

W = -mgj = -(200 kg)(9.81 m/s 2 )j = -(1 962 N)j 

En el caso de T AB y T ' A c, es necesario determinar primero las componentes 
y las magnitudes de los vectores AB y AC. Representando con X AB el vector 
unitario a lo largo de AB, se escribe 

AB = -(1.2 m)i + (10 m)j + (8 m)k AB = 12.862 m 
AB = -0.093301 + 0.7775j + 0.6220k 




12.862 m 

T A b = Tab^ab = -0.093307 AB i + 0.7775T AB j + 0.6220r AB k (2) 

Al representar con el vector unitario a lo largo de AC, se escribe en 
forma semejante 

AC = -(1.2 m)i + (10 m)j - (10 m)k AC = 14.193 m 
AC 


A-Ar — 


= -0.08455i + 0.7046j - 0.7046k 


14.193 m 

Tag = T ac \ac = -0.08455T AC i + 0.7046T AC j “ 0.7046T AC k (3) 

Condition de cquilibrio. Puesto que A est£ en equilibrio se debe tener 
2F = 0: T AB + T AC + P + W = 0 

o con la sustitucion de (1), (2) y (3) para las fuerzas y factorizando i, j y k, 

(— 0.09330T ab - 0.08455T AC + P)i 

+ (0.7775T ab + 0.7046T ac - 1 962 N)j 


+ (0.6220T AB - 0,7046T AC )k = 0 

Al hacer los coeficientes de i, j y k iguales a cero, se escriben las tres ecua- 
ciones escalares que expresan que la suma de las componentes x , y y s de las 
fuerzas son, respectivamente, iguales a cero. 


2R. = 0 


2F, = 0 


2F. = 0 


-0.093307 AB - 0.08455T AC 4- P = 0 
+0.7775T AB + 0.7046T AC - 1 962 N = 
+ 0.6220T AB - 0.7046T AC = 0 


Con la soluci6n de estas ecuaciones se obtiene 


j 

m 

&:« 

y 


P = 235 N T A » = 1 402 N T m; 


1 238 N ◄ 


RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Anteriormente se vio que cuando una particula esta en equilibrio , la resultante de las fuerzas 
que actuan sobre la misma debe ser igual a cero. En el caso del equilibrio de una particula 
en el evpacio tridimensional , expresar este hecho proportional tres relaciones entre las 
fuerzas que actuan sobre la particula. Estas relaciones se pueden utilizar para determinar 
tres incognitas, que usualmente son las magnitudes de tres fuerzas. 


La solution constarii de los siguientes pasos: 

/. Dibujar un diagrama de cuerpo libre de la particula. Este diagrama muestra la 
particula y a todas las fuerzas que actuan sobre la misma. En el diagrama se deben indicar 
tanto las magnitudes de las fuerzas conocidas, como cualquier dngulo o dimension que de- 
fina la direction de una fuerza. Cualquier magnitud o Angulo desconocido debe ser deno- 
tado por un simbolo apropiado. En el diagrama de cuerpo libre no se debe incluir infor- 
mation adicional. 

2. Descomponer cada una de las fuerzas en sus componentes reciangulares. Con el 
mOtodo utilizado en la section anterior, para cada fuerza F se determina el vector unitario 
A, que define la direction de dicha fuerza y F se expresa como el producto de su magnitud 
F y el vector unitario A. Asf se obtiene una expresiOn con la siguiente forma 

F = F\ = d x \ + f/j + <ik) 

donde d, d x , d l} y d z son dimensiones obtenidas a partir del diagrama de cuerpo libre de la 
particula. TambiOn mostramos la direction de F, que puede definirse en tOrminos de los an- 
gulos 0 (J y 4>. Si se conoce tanto la magnitud como la direction de una fuerza, entonces F 
es conocida y la expresiOn obtenida para F est£ totalmente definida; de otra forma, F es una 
de las tres incOgnitas a determinar. 


,3. Hacer igual a cero a la resultante o suma de las fuerzas ( pie actuan sobre la 
particula. Se obtendrii una ecuaciOn vectorial que consta de tOrminos que contienen los 
vectores unitarios i, j o k. Los terminos que contienen el mismo vector unitario se agru- 
parin v dicho vector se factorizarit. Para que la ecuacion vectorial sea correcta, se deben 
igualar a cero los coeficientes de cada uno de los vectores unitarios. Esto proporcionar& tres 
ecuaciones escalares que se pueden resolver para un maximo de tres incOgnitas [problema 
resuelto 2.9]. 




Problemas 



Ffgura P2.101 y P2.102 


2.101 Un eontenedor se sostiene por medio de tres cables que estan 
unidos al techo como se muestra en la figura. Determine el peso W del con- 
tenedor si la tensidn en el cable AB es de 6 kN. 

2.102 Un eontenedor se sostiene por medio de tres cables que estan 
unidos al techo corno se muestra en la figura. Determine el peso W del eon- 
tenedor si la tension en el cable AD es de 4.3 kN. 



Figura P2.103 y P2.104 



2.103 Tres cables son usados para amarrar cl globo que se muestra en 
la figura. Si la tensi6n en el cable AB es de 259 N, determine la fuerza ver- 
tical P que ejerce el globo en A. 

2. 104 Tres cables son usados para amarrar el globo que se muestra en 
la figura. Si la tensidn en el cable AC es de 444 N, determine la fuerza ver- 
tical P que ejerce el globo en A. 

2.105 El montaje de apoyo que se muestra en la figura esta atorni- 
llado al sitio en B , C y D y soporta en A una fuerza P dirigida hacia abajo. 
Si las fuerzas presentes en los elementos AB, AC y AD estitn dirigidas a lo 
largo de los elementos respeetivos, y la fuerza en el elemento AB es de 29.2 
lb, determine la magnitud de P. 

•J 


d* *4 



2.106 El montaje de apoyo que se muestra en la figura est& atorni- 
llado al sitio en B, C y D y soporta en A una fuer/a P dirigida hacia abajo. 
Si las fuerzas presentes en los elementos AB. AC y AD est£n dirigidas a lo 
largo de los elementos respeetivos y P — 45 lb, determine las fuerzas pre- 
sentes en los elementos. 

2.107 Una torre de transmisidn se sostiene por medio de tres alam- 
bres que est&n unidos a una punta colocada en A y se anclan mediante per- 
nos en B, C y D. Si la tensidn en el alambre AB es de 3.6 kN, determine la 
fuerza vertical P ejercida por la torre sobre la punta puesta en A. 

2.108 Una torre de transmisidn se sostiene por medio de tres alam- 
bres que estan unidos a una punta colocada en A y se anclan mediante per- 
nos en B, C y D Si la tensidn en el alambre AC es de 2.6 kN, determine la 
fuerza vertical P ejercida por la torre sobre la punta puesta en A. 




2.109 Una carga de madera de 320 lb se levanta usando un cabestro Probiemas g*j 

de tres ramas. Si en el instante mostrado la madera se encuentra en reposo, 
determine ia tension en cada rama del cabestro. 



2.110 Una carga de madera se levanta usando un cabestro de tres ra- 
mas. Si en el instante mostrado la madera se encuentra en reposo y la ten- 
si6n en la rama AD es de 220 lb, determine el peso de la madera. 

2.111 Una fuerza P se aplica sobre un cono uniforme como indica la 
figura; el cono esta sostenido por tres cuerdas cuyas lineas de action pasan 
a traves del vertice A. Si P = 0 y la tensidn en la cuerda BE es de 0.2 lb, de- 
termine el peso W del cono. 

2.112 Una fuerza P se aplica sobre un cono uniforme como indica la 
figura; el cono esti sostenido por tres cuerdas cuyas lineas de acci6n pasan 
a trav&s del vertice A. Si el cono pesa 1.6 lb, determine el rango de valores 
de P para los cuales la cuerda CF estii tensa, 

2.113 Una placa triangular dc 16 kg se sostiene mediante tres cables 
como indica la figura. Si a = 150 mm, determine la tensibn presente en cada 
cable. 



2.114 Una placa triangular de 16 kg se sostiene mediante tres cables 
como indica la figura. Si a = 200 mm, determine la tension en cada cable. 




2.115 Una torre de transmision se sostiene por medio de tres alam- 
bres que est&n unidos a una punta colocada en A y se anclan mediante per- Figura P2.115 
nos en B , C y D. Si la torre ejerce sobre la punta una fuerza vertical had a 
arriba de 8 kN, determine la tensi6n presente en cada alambre. 
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Flgura P2.117 



2.116 Un aguil6n de grua se sostiene mediante los cables AC y AD. 
Un trabajador levanta un bloque de 20 kg jalando una euerda que pasa por 
la polea colocada en A. Si el aguil6n AB ejerce una fuerza en A que esta di- 
rigida de B hacia A, determine dicha fuerza y la fuerza ejercida en cada uno 
de los dos cables. 



2.117 Una placa circular horizontal con peso de 62 lb est£ suspendida por 
tres alambres que forman Angulos de 30° con respecto a la vertical y se encuentran 
unidos a un soporte en D. Determine la tensidn presente en cada alambre. 

2.118 Para el cono del problema 2.112, determine el rango de valores 
de P en los cuales la euerda DG queda tensa cuando P se orienta en la di- 
reccidn —x. 

2.119 Un hombre de 175 lb utiliza dos cuerdas AB y AC para tratar 
de moverse sob re una superficie congelada y resbaladiza. Si la fuerza ejer- 
cida sobre el hombre por la superficie congelada es perpendicular a dicha 
superficie, determine la tensi6n presente en cada euerda. 


y 



2.1 20 Resuelva el problema 2. 1 19 suponiendo que el hombre situado en 
A es ayudado por un amigo, quien jala hacia 6\ con una fuerza P = -(45 lb)k. 

2.121 Una fuerza P se aplica sobre un cono uniforme como indica la 
flgura; el cono est£ sostenido por tres cuerdas cuvas lineas de accidn pasan 
a trav^s del v^rtice A. Si el cono pesa 10.5 N y P = 0, detennine la tensi6n 
presente en cada euerda. 

2.122 Una fuerza P se aplica sobre un cono uniforme como indica la 
flgura; el cono est4 sostenido por tres cuerdas cuyas lineas de action pasan 
a trav£s del v^rtice A. Si el cono pesa 10.5 N y P = 0.5 N, determine la ten- 
si6n en cada euerda. 

2.1 23 Los escaladores situados en A v B han pasado una euerda ADB a 
trav^s de un anillo unido al paquete en D, pretenden bajar el paquete, con 


Figura P2.121 y P2.122 


peso W, al escalator que se encuentra on C. El escalador en C esta 64 
ft por debajo de A y guia el paquete usando la cuerda CD. Si en el 
i ns t ante mostrado en la figura el paquete est£ en reposo v la tension en 
la cuerda CD es de 17 lb, determine la tensi6n presente en la cuerda 
ADB y el peso del paquete. ( Sugerencia : Considere que la tension es 
la inisma en ambas porciones de la cuerda ADB.) 

2.1 24 Los escaladores situados en A y B han pasado una cuerda 
ADB a traces de un anillo unido al paquete en D, protenden bajar el 
paquete, con peso W, al escalador que se encuentra en C. El escalador 
en C estfi 64 ft por debajo de A v gufa el paquete usando la cuerda CD. 
Si W = 1 20 lb y en el instante mostrado en la figura el paquete esta en 
reposo, determine la tension en cada cuerda. {Sugerencia: Considere 
que la tensidn es la misma en ambas porciones de la cuerda ADB.) 

2.125 Una pie/a de maquinaria de peso W esta sostenida 
temporalmente por los cables AB, AC y ADE. El cable ADR est£ unido 
al anillo en A, pasa por la polea en D, v regresa al anillo para unirse 
despues al soporte en E. Si W = 1 400 N, determine la tension en ca- 
da cable. (Suge rentier. La tensi6n es la inisma en todas las porciones del 
cable ADE. ) 

2.126 Una pieza de maquinaria de peso W esta sostenida 
temporalmente por los cables AB, AC y ADE. El cable ADE esta unido 
al anillo en A, pasa por la polea en D, v regresa al anillo para unirse 
despu^s al soporte en E, Si la tension en el cable AB es de 300 N. 
determine a) la tensidn en AC, b) la tension en ADE y c) el peso W. 
(Sugerenda: La tension es la misma en todos los tram os del cable ADE.) 


Problemas 
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Figura P2.123 y P2.124 


Figura P2.125 y P2.126 


2.127 l ,os collarines A y B unidos por medio de un alambre de 1 m 
de largo pueden deslizarse libremente sin friccidn sobre las barras. Si una 
fuerza P = (680 N)j se aplica en A, determine a) la tension en el alambre 
cuando ij = 300 mm. b) la magnitud de la fuerza Q requerida para mantener 
el equilibrio del sistema. 

2 . 128 Resuelva el problema 2.127 suponiendo que y = 550 mm. 



Figura P2.127 


REPASO Y RESUM E N 
DEL CAPITULO 2 


Resultante de dos fuerzas 



\ 



Componentes rectangulares. 

Vectores unitarios 



Resultantes de varias fuerzas 
coplanares 


En este capftulo se estudi6 el efecto de fuerzas sabre partfculas, 
es deeir, sobre euerpos de forma y tamafio tales que todas las fuer- 
zas que actdan sobre ellos se puede suponer que se aplican en el 
mismo punto. 

Las fuerzas son cantidades vectorudes que se caraeterizan por un 
punto de aplicacidn , una magnitud y una direccidn , y se suman de 
acuerdo con la ley del paralelogramo (figura 2.35). La magnitud y di- 
reccidn de la resultante R de dos fuerzas P y Q se pueden determi- 
nar ya sea grifieamente o por trigonometrfa, utilizando sucesivamen- 
te la ley de los cosenos y la ley de los senos (problema resuelto 2.1). 

Cualquier fuerza dada que actue sobre una partfcula puede des- 
componerse en dos o mis componentes , es deeir, se puede reempla- 
zar por dos o mis fuerzas que tengan el mismo efecto sobre la par- 
tfcula. Se puede descomponer una fuerza F en dos componentes P 
y Q al dibujar un paralelogramo que tenga a F por su diagonal; en- 
tonces, las componentes P y Q son representadas por los dos lados 
adyacentes del paralelogramo (figura 2.36) y se pueden determinar 
ya sea en gr&ficas o por trigonometria (secd6n 2.6). 

Se dice que una fuerza F se ha dividido en dos componentes 
rectangulares si sus componentes F x y F y son perpendiculares en- 
tre si y se dirigen a lo largo de los ejes coordenados (figura 2.37). 
Al introducir los vectores unitarios i y j a lo largo de los ejes x y y, 
respectivamente, se escribe (secci6n 2.7) 

F x = Fj F y = FJ (2.6) 

y 

F - F x i + FJ (2.7) 

donde F x y F y son las componentes escalares de F. Estas compo- 
nentes, que pueden ser positivas o negativas, se definen por las rela- 
ciones 

F r = F cos 6 F y = F sen 6 (2.8) 

Cuando se dan las componentes rectangulares F x y F y de una 
fuerza F, el angulo 0 que define la direccidn de la fuerza se pue- 
de obtener al escribir 

tan 0 = (2.9) 

La magnitud F de la fuerza se puede obtener al resolver una de 
las ecuaciones (2.8) o al apliear el teorema de Pitigoras y escribir 

F - Vif+ff (2.10) 

Cuando tres o mds fuerzas coplanares actuan sobre una partf- 
cula, las componentes rectangulares de su resultante R se pueden 
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obtener al sumar en forma algebraica las componentes correspon- 
dientes de las fuerzas dadas (seccidn 2.8). Se dene 

R* = (2.13) 

La magnitud y direecidn de S se pueden determinar entonces por 
relaciones similares a las ecuaciones (2.9) y (2.10) (problema re- 
suelto 2.3). 

Una fuerza F en un espacio tridimensional se puede descom- Fuerzas en el espacio 
poner en componentes rectangulares F x , F y y F T (seccidn 2.12). Al 
simbolizar por medio de 9 X , 6 g y 8 e> respectivamente, los Angulos 
que F forma eon los ejes x, y yz (figura 2.38), se dene 

F x = F cos 6 X = F cos F z = F cos % (2.19) 



Flgura 2.38 a) 




b) 


c) 


Los cosenos de 9 X , 6 y y 9 t se conocen como los cosenos directores 
(direcckmales) de la fuerza F. Con la tejaskaEs^aa de los vectores 
unitarios i, j y k a lo largo de los ejes coordenados, se escribe 

F = F x i + FjJ + F*k (2.20) 

o 

F = F(eos S x i * cos 3? eos 0*k) (2.21) 

k) que demuestra (ftgura 2.39) que F es el products de so magni- 
tud F v del vector unttario 

K *= cos 8*i + ess 4 cos 0 2 k 

Puesto que la magnitud de X es igual a la unidad, se Sene que 

cos 2 9 X 4 cos 2 4 cos 2 0* - 1 (2.24) 

Guando bs componentes reetaegtdaies F x , y F z de una fuerza 
F se propordonan, la magnitud F deJa fuerza se encuentra al escribir 

F = VF? + 1^ + Ft (2.18) 

y los cosenos directores de F se obtienen a partir de las ecuaciones 
(2.19). Se tiene- 

TJ p W? 

cos &x~ ~jp cos 3 cos d z ~ -jr (2.25) 

Cuando una fuerza F se define en un espacio tritfimensional 
por medio de su magnitud F y de dos pantos MyN sobre so fines 


Cosenos directores 
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Resultante de fuerzas en e! espacio 


Equilibrio de una parti'cula 


Diagrama de cuerpo libre 


Equilibrio en el espacio 


de accion (seccidn 2.13), sus componentes rectangulares se pue- 
den obtener de la siguiente manera: primero se exprgsa el vector 
MN que une los puntos M y N en t^rminos de sus componentes 
dx* d y y d z (figura 2.40); se escribe 

MN = d x i + dyj + d z k (2.26) 

Despu^s se determin a el v ector unitario X a lo largo de la linea de 
accidn de F al dividir MN entre su magnitud MN =* d: 

= -- = 2 {d * { + d j + 4k) (227) 

Recordando que F es igual al producto de F y X, se tiene 

F = FX = ^(d x i + d,J + d z k) (2.28) 

de lo cual se desprende (problemas resueltos 2.7 y 2.8) que las 
componentes escalares de F son, respectivamente, 



Cuando dos o mds fuerzas actuan sob re una partfcula en el es- 
pacio tridimensional , las componentes rectangulares de su resul- 
tante R se pueden obtener al sumar en forma algebraica las com- 
ponentes correspondientes de las fuerzas (seccidn 2.14). Se tiene 

ft, = 2F X Ry = XF y R z = 2F Z (2.31) 

La magnitud y direccidn de R se pueden determinar entonces a 
partir de relaciones similares a las ecuaciones (2.18) y (2.25) (v6ase 
problema resuelto 2.8). 

Se dice que una particula esta en equilibrio cuando la resultan- 
te de todas las fuerzas que acttian sobre ella es cero (secci6n 2.9). La 
particula entonces permanecer& en reposo (si originalmente se en- 
cuentra en reposo) o se mover# con velocidad constante en una Knea 
recta (si se encontraba originalmente en movimiento) (seccidn 2.10). 

Para resolver un problema que se refiera a una particula en equi- 
librio, primero se deberfi dibujar un diagrama de cuerpo libre de la 
partfcula que muestre todas las fuerzas que actuan sobre ella (sec- 
ci6n 2.11). Si solo actuan tres fuerzas coplanares sobre la particula, 
se puede dibujar un tridngulo de fuerzas para expresar que la par- 
ticula se encuentra en equilibrio. Este tri&ngulo se puede resolver 
grfificamente o por trigonometna para no m£s de dos incdgnitas 
(v^ase problema resuelto 2.4). Si se incluyen mds de tres fuerzas co- 
planares , se deberin utilizar y resolver las ecuaciones de equilibrio 

2 F x = 0 2Fy = 0 (2.15) 

Esta s ecuaciones pueden ser usadas para no m£s de dos incdgni- 
tas (problema resuelto 2.6). 

Cuando una partfcula est£ en equilibrio en el espacio tridimen- 
sional (seccidn 2,15), deberdn usarse y resolverse las tres ecuacio- 
nes de equilibrio 

2F, = 0 SF y = 0 2F Z = 0 (2.34) 

Esta s ecuaciones se pueden resolver para no mis de tres incdgni- 
tas (v£ase problema resuelto 2.9). 


Problemas de repaso 


2.129 Se aplican dos fuerzas en el gancho mostrado en la figura. Si la 
magnitud de P es de 14 lb determine, por trigonometrfa, a) el dngulo a re- 
querido si la resultante R de las dos fuerzas aplicadas en el gancho debe ser 
horizontal, b ) la magnitud correspondiente de R. 



20 lb 


Flgura P2.129 


2. 130 Determine his componentes x v y de cada una de las fuerzas 
que se muestran en la figura. 

2.131 El alambre atirantado BD ejerce sobre el poste telefonieo AC 
una fuerza P dirigida a lo largo de BD. Si P tiene una componente de 450 
N a lo largo de la linea AC, determine a) la magnitud de la fuerza P, b ) su 
componente en una direcci6n perpendicular a AC. 



2.132 Sabiendo que a = 25°, determine la tensi6n en a) el cable AC, 
b) la eucrda BC. 

2. 133 La eabina de un teleferico se desliza a velocidad constante por 
el cable DE y se sostiene mediante un conjunto de poleas, las cuales pueden 
rodar libremente sobre el cable de soporte ACB. Sabiendo que a = 42° y 
j 3 * 32°, que la tensi6n en el cable DE es de 20 kN, y que la tensidn en e! 
cable DF es insignificante, determine a) el peso combinado de la eabina, su 
sistema de soporte y sus pasajeros, b) la tensi6n en el cable de soporte ACB. 




Flgura P2.132 


A 



Figura P2.133 

2.1 34 Una carga de 350 lb esta sostenida mediante el arreglo de cuer- 
das y poleas mostrado en la figura. Si /3 = 25°, determine la magnitud y la 
direccion de la fuerza P que debe apliearse en el ext re mo libre de la cuerda 
para mantener al sistema en equilibrio. (Vea la sugerencia del problema 2.68.) 
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s X 

Flgura P2.135 



2.135 Una placa circular horizontal se sostiene mediante tres alam- 
bres que form an angulos de 30 6 con respecto a la vertical y se encuentran 
unidos a un soporte ubicado en el punto D. Si la componente x de la fuerza 
ejercida por el alambre AD sobre la placa es de 220.6 N, determine a) la ten- 
sion en el alambre AD, b) los angulos 0 Xi y 0 Z que forma la fuerza ejer- 
cida en A con los ejes coordenados. 

2.136 Una fuerza F con magnitud de 600 lb actua en el origen de un 
sistema coordenado. Si F x = 200 lb, 0 T = 136.8° y F tJ < 0, determine a) las 
componentes F y y F., b ) los dngulos 0 X y 0 r/ . 

2.1 37 Encuentre la magnitud y la direction de la resultante de las dos 
fuerzas que se muestran en la figura, sabiendo que P = 500 lb y Q = 600 lb. 



2.138 La caja de madera que se muestra en la figura se sostiene por 
medio de tres cables. Si la tension en el cable AB os de 3 k\, determine el 
peso de la caja. 

2.139 Una placa rectangular est£ sostenida por tres cables como se 
muestra en la figura. Si la tension en el cable AD es de 120 lb, determine el 
peso de la placa. 

2.140 Un contenedor de peso W esta suspendido del aro A. El cable 
BAC pasa por el aro y se une a los soportes fijos en By C. Dos fuerzas P = Pi 
yQ = pk se aplican en el aro para mantener al recipiente en la posicidn 
mostrada. Si IV = 1 200 N, determine P y Q. (Sugvrencia: Considere que la 
tension es la misma en ambos tramos del cable BAC.) 



Dimensiones en pulgadas 

Figura P2.139 



Figura R2.140 


Problemas de computadora 


2.C1 Con el empleo de software, determine la magnitud y la direc- 
tion de la resultante de n fuerzas coplanares aplicadas en el punto A. Utili- 
ce este software para resolver los problemas 2.31, 2.32, 2.33 v 2.34. 



20 ft 


T 

y 


, 


Figura P2.C2 



■8 ft 


2.C2 Un trabajador planea subir una cubeta de pintura de 5 galones 
y 60 lb de peso atando una cuerda al andamio en A, y despuds pasando la 
cuerda a travds del asa de la cubeta en B y por la polea en C; a) grafique 
la tensi6n en la cuerda como una funcion de la altura y para 2 ft < y < 
18 ft; h) evalue el plan de! trabajador. 


2.C3 El collar A puede deslizarse libremente y sin fricci6n sobre la 
barra horizontal que se muestra en la figura. El resorte conectado al collar 
tiene una constante k y no sufre deformacidn cuando el collar esta directa- 
mente abajo del soporte B. Exprese, en tdrminos de k y la distancia c, la mag- 
nitud de la fuerza P requerida para rnantener el equilibrio del sistema. 
Grafique P como una funcidn de c para los valores de c entre 0 v 600 mm 
cuando: a) k = 2 N/mm, b) k = 3 N/mm y c) k — 4 N/mm. 



P 

Figura P2.C3 


2.C4 Una carga P esta sostenida por dos cables, como se muestra en 
la figura. Determine, empleando software, la tension en cada cable como una 
funciOn de P y 0. Para los siguientes tres conjuntos de valores num£ricos 
grafique las tensiones para los valores de 6 que se encuentran desde 6 1 = /3 
— 90° hasta 0 2 — 90° y a partir de las graficas determine a) el valor de 0 para 
el cual la tension en los dos cables es minima v /;) el valor correspondiente 
de la tensidn. 


(1) a = 35°, 0 = 75°, P = 1.6 kN 

(2) a = 50°, 0 = 30°, P = 2.4 kN 

(3) a = 40°, 0 = 60°, P = 1.0 kN 



Figura P2.C4 
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2.C5 Los cables AC y BC se amarran juntos en C y se cargan como 
se muestra en la figura. Se sabe que P = 100 lb, a ) exprese la tension en cada 
cable como una funcidn de 0; b) grafique la tensi6n en cada cable para 0 ^ 
0 < 90°, y c) a partir de la grafica obtenida en el inciso a ), determine el valor 
nnnirno de 0 para el cual ambos cables se mantienen en tension. 



I Vi 1b 

Figura P2.C5 



Figura P2.C6 


2.C6 Un recipiente de peso IV est& sostenido del aro A al cual est&n 
conectados el cable AB, de 5 m de longitud y el resorte AC. La constante 
del resorte es de 100 N/m, y su longitud sin estiramiento es de 3 m. Deter- 
mine la tension en el cable cuando a) W = 120 N y b ) W = 160 N. 


2.C7 Un acrdbata se encuentra caininando sobre una cuerda tensa de 
longitud L = 80.3 ft que eshi unida a Ios soportes A y B, los cuales se en- 
cuentran separados por una distancia de 80 ft. El peso combinado del acro- 
bata y su garrocha de balance es de 200 lb v la friccion entre sus zapatos y 
la cuerda son suficientes para prevenir el deslizarniento. Despreciando el 
peso y eualquier tipo de defonnacidn eliistica de la cuerda, usese software 
para calcular la deflexi6n y y la tensidn en las porciones AC y BC de la cuer- 
da para los valores de .t comprendidos entre 0.5 y 40 ft usando incrementos 
do 0.5 ft. De los resultados obtenidos, determine a) la deflexidn maxima de 
la cuerda, h) la tension maxima en la cuerda, y c) los valores minim os de la 
tension en las porciones AC v BC de la cuerda. 



Figura P2.C7 


2.C8 La torre de transmision que se muestra en la figura estd sostenida 
por tres cables, los cuales est3n conectados a una articulacion en A y ancla- 
dos en los puntos B, C y D. El cable AD tiene 21 m de longitud v la tension 
en el mismo es de 20 kN; a) exprese las componentes x , if y z de la fuerza 


ejercida por el cable AD sobre el ancla en D y los angulos 0 Xi 0 y y 0~ corres- 
pondientes en t^rminos de a y b) grafique las componentes de la fuerza y 
los Angulos 0 xy By y 0 Z para 0 < a < 60°. 

2.C9 Una torre est& sostenida por los cables AB y AC. Un trabajador 
amarra una cuerda de 12 m de longitud a la torre en A y ejerce una fuerza 
constante de 160 N sobre la cuerda; a) exprese la tensidn en cada cable como 
una funcidn de 6 si la resultante de las tensiones en los cables y en la cuerda 
est& dirigida hacia abajo; y h) grafique la tension en cada cable como una 
funci6n de 6 para 0 ^ B ^ 180°, y a partir de la grafica determine el rango 
de valores de B para los cuales los cables permanecen en tensi6n. 



Figure P2.C9 
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2. CIO Los collares A y B est&n conectados por un alambre de 10 in. 
de longitnd y pueden deslizarse libremente y sin fricci6n sobre las barras. Si 
< se aplica una fuerza Q con una magnitud de 25 lb sobre el collar B, como se 

muestra en la figura, determine la tensi6n en el alambre y la magnitud co- 
rrespondiente de la fuerza P requerida para mantener el equilibrio. Grafique 
la tensidn en el alambre y la magnitud de la fuerza P para 0 ^ x ^ 5 in. 



Figura P2.C10 
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3.1. INTRODUCCION 

En el capitulo anterior se supuso que cada uno de los cnerpos conside- 
rados podia ser tratado como si fuera una sola partfcula. Sin embargo, 
esto no siempre es posible y, en general, un cuerpo debe tratarse como 
la combinaci6n de varias particulas. Tendra que tomarse en considera- 
tion el tamano del cuerpo y tambien el hecho de que las fuerzas aetuan 
sob re distintas particulas y, por tan to, tienen distintos puntos de aplica- 
ci6n. 

Al definir que un cuerpo rigido es aquel que no se deforma, se su po- 
ne que la mayoria de los cuerpos considerados en la mec&nica elemental 
son rigidos. Sin embargo, las estructuras y mdquinas reales nunca son ab- 
solutamente rigidas y se deforman bajo la action de las cargas que aetuan 
sobre ellas. A pesar dc cllo, por lo general esas deformaciones son peque- 
nas y no afectan las condiciones de equilibrio o de movimiento de la es- 
tructura en consideration. No obstante, tales deformaciones son impor- 
tantes cn lo concemiente a la resistencia a la falla de las estructuras y es- 
t in consideradas en el estudio de la mecanica de materiales. 

En este capitulo se estudiara el efecto de las fuerzas ejercidas sobre 
un cuerpo rigido y se aprender£ c6mo reemplazar un sistema de fuerzas 
dado por un sistema equivalente mas simple. Este an4lisis estari basa- 
do en la suposicion fundamental de que el efecto de una fuerza dada so- 
bre un cuerpo rigido permanece inalterado si dicha fuerza se mueve a 
lo largo de su Ifnea de accidn ( principio de transmisibilidad) . Por tanto, 
las fuerzas que aetuan sobre un cuerpo rigido pueden representarse por 
vectores deslizantes , como se menciond en la seceitfn 2.3. 

Dos conceptos fundamentales asociados con el efecto de una fuer- 
za sobre un cuerpo rigido son el momento de una fuerza con respecto a 
un punto (section 3.6) y el momento de una fuerza con respecto a un eje 
(secci6n 3.11). Como la determination de estas cantidades involucra el 
c&lculo de productos escalares y vectoriales de dos vectores, en este ca- 
pitulo se presentaran los aspectos fundamentales del algebra vectorial 
aplicados a la soluci6n de problemas que involucran fuerzas que aetuan 
sobre cuerpos rigidos. 

Otro eoncepto que se presentara en este capitulo es el de un par , 
esto es, la combination de dos fuerzas que tienen la misma magnitud, 
lmeas de acei6n paralelas y sentidos opuestos (section 3.12). Como se 
ver&, cualquier sistema de fuerzas que actua sobre un cuerpo rigido 
puede ser reemplazado por un sistema equivalente que consta de una 
fuerza, que actua en cierto punto, y un par. Este sistema basico recibe 
el nombre de sistema fuerza-par. En el caso de fuerzas concurrentes, 
coplanares o paralelas, el sistema equivalente fuerza-par se puede re- 
ducir a una sola fuerza, denominada la resultante del sistema, o a un so- 
lo par, llamado el par resultante del sistema. 

3.2. FUERZAS EXTERNAS E INTERNAS 

Las fuerzas que aetuan sobre los cuerpos rigidos se pueden dividir en 
dos grupos: 1) fuerzas extemas y 2) fiierzas intemas . 

1. Las fuerzas extemas representan la acci6n que ejercen otros 
cuerpos sobre el cuerpo rigido en consideraci6n. Ellas son las 
responsables del comportamiento externo del cuerpo rigido. 
Las fuerzas extemas causan que el cuerpo se mueva o aseguran 
que £ste permanezea en reposo. En el presente capitulo y en 
los capitulos 4 y 5 se consideraran s6lo las fuerzas extemas. 
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2. Las fuerzas internas son aquellas que mantiencn unidas las par- 
ticidas que conforinan a! cuerpo rigido. Si 6ste est£ constituido 
en su estructura por varias partes, las fuerzas que mantienen 
unidas a dichas partes tambien se definen como fuerzas inter- 
nas. Este grupo de fuerzas se estudiara en los capitulos 6 y 7. 

Como ejemplo de fuerzas externas, considerense las fuerzas que ac- 
tuan sobre un camion descompuesto que es arrastrado hacia delante por 
varies hombres mediante cuerdas unidas a la defensa delantera (figura 
3.1). Las fuerzas externas que actuan sobre el camkSn se muestran en un 
diagrama de cuerpo libre (figura 3.2). En primer lugar, se debe conside- 
rar el peso del cainidn. A pesar de que el peso represen ta el efecto de la 
atraccion de la Tierra sobre cada una de las particulas que constituyen 
al camion, este se puede representar por medio de una sola fuerza W. 
El punto de aplicacion de esta fuerza, esto es, el punto en el que actua 
la fuerza, se define como el centro de gravedad del camion. En el capi- 
tulo 5 se ver& c6mo se pueden detenninar los centres de gravedad. El 
peso W hace que el camion se mueva hacia abajo. De hecho, si no fue- 
ra por la presencia del piso, el peso podria ocasionar que el camion se 
moviera hacia abajo, esto es, que cayera. El piso se opone a la caida del 
camion por medio de las reacciones R| y R 2 . Estas fuerzas se ejecen por 
el piso sobre el camion y, por tanto, deben ser incluidas entre las fuer- 
zas externas que actuan sobre el camion. 

Los hombres ejercen la fuerza F al tirar de la cuerda, El punto de 
aplicacion de F esta en la defensa delantera. La fuerza F tiende a hacer 
que el camion se mueva hacia delante en linea recta y, en realidad, logra 
moverlo puesto que no existe una fuerza externa que se oponga a dicho 
movimiento. (Para simplificar, en este caso se ha despreciado la resisten- 
cia a la rodadura.) Este movimiento del camion hacia delante, dondc ca- 
da linea recta mantiene su orientacion original (el piso del camifin per- 
manece horizontal y su s lados se mantienen verti calcs), se conoce como 
traslacion. Otras fuerzas podrfan ocasionar que el camion se moviera en 
forma diferente. Por ejemplo, la fuerza ejercida por un gato colocado de- 
bajo del eje delante ro podria ocasionar que el camion rotara alrededor 
de su eje trasero. Este movimiento es una rotacidn. Por tanto, se puede 
concluir que cada una de \&s fuerzas externas que actuan sobre un cuer- 
po rigido puede ocasionar un movimiento de traslacifin, rotacion oam- 
bos, siempre y cuando dichas fuerzas no encuentren alguna oposicifin. 

3.3. PRINCIPIO DE TRANSMISIBILIDAD. FUERZAS 
EQUIVALENTES 

El principio de transmisibilidad establece (jue las condiciones de equi- 
librio o de movimiento de un cuerpo rigido permaneceran inalteradas si 
una fuerza F que actua en un punto dado de ese cuerpo se reemplaza 
por una fuerza F' que tiene la misma magnitud y direccifin, pero que ac- 
tua en un punto distinto, siempre y cuando las dos fuerzas tengan la mis- 
ma linea de accion (figura 3.3). Las dos fuerzas, F y F', tienen el mismo 
efecto sobre el cuerpo rigido y se dice que son equivalentes . Este prin- 
cipio establece que la accion de una fuerza puede ser transmitida a lo 
largo de su linea de accion, Io cual esta basado en la evidencia experi- 
mental; no puede ser derivado a partir de las propiedadcs establecidas 
hasta ahora en este libro y, por tanto, debe ser aceptado como una ley 
experimental. Sin embargo, como se vera en la section 16.5, el princi- 
pio de transmisibilidad puede ser derivado a partir del estudio de la di- 
namica de los cuerpos rigidos, pero dicho estudio requiere la introduc- 
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Figura 3.1 



Figura 3.2 
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Figura 3.3 
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conceptos. Por consiguiente, el estudio de la estatica de los cuerpos ri- 
gidos estard basado en los tres principios que se han presentado hasta 
ahora, que son la ley del paralelogramo para la adicion de veetores, la 
primera ley de Nevvton y el principio de transmisibilidad. 

En el capitulo 2 se menciono que las fuerzas que actuan en una par- 
tfcula pueden ser representadas por veetores, los cuales tienen un pun- 
to de aplicacidn bien definido, la partfcula misma y, por consiguiente, se- 
rin veetores fijos o adheridos. Sin embargo, en el caso de fuerzas (pie 
actuan sobre un cuerpo rfgido el punto de aplicacion de una fuerza no 
es iniportante, siempre y cuando su Ifnea de aceidn permanezea inalte- 
rada. Por tanto, las fuerzas que actuan sobre un cuerpo rigido deben ser 
representadas por una clase de vector diferente, el vector deslizante , 
puesto que permite que las fuerzas se deslicen a lo largo de su Ifnea de 
accion. Es importante senalar que todas las propicdadcs que seran de- 
rivadas en las siguientes seccion es para las fuerzas que actuan sobre un 
cuerpo rigido seran, en general, vdlidas para cualquier sistema de vec- 
tores deslizantes. Sin embargo, para mantener la presentation mas in- 
tuitiva, esta se llevara a cabo en terminus de fuerzas fisicas en lugar de 
las entidades rnatemdticas conocidas como veetores deslizantes. 



En el ejemplo del camion, en primer lugar se observa que la Ifnea 
de accion de la fuerza F es una Ifnea horizontal que pasa a trav^s de 
las defensas delantera y trasera del camion (figura 3.4). Por tanto, em- 
pleando el principio de transmisibilidad se puede reemplazar F por una 
fuerza equivalente F'(jue actua sobre la defensa trasera. En otras pa- 
lab ras, las condiciones de movimiento y todas las demas fuerzas exter- 
nas que actuan sobre el camion (W, Rj y R 2 ) permanecen inalteradas 
si los hombres empujan la defensa trasera en lugar de tirar de la de- 
fensa delantera. 

El principio de transmisibilidad y el concepto de fuerzas equivaientes 
tienen lirnitaciones. Por ejemplo, considere una barra corta AB sobre la 
cual actuan dos fuerzas axiales iguales y opuestas P[ v P 2 como se muestra 
en la figura 3.5a. De acuerdo con el principio de transmisibilidad, la luerza 
P 2 se puede reemplazar por una fuerza P 2 que tiene la misma magnitud, 
inisma direccion y misma Ifnea de accidn pero que actua en A en lugar de 
en B (figura 3.5b). Las fuerzas Pi y P 2 que actuan sobre la misma partfcula 
pueden sumarse de acuerdo a las reglas del capitulo 2 y, como dichas 


A B A B A B 
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/> 


Figura 3.5 


e) 
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t£rminos del comportamiento extemo de la barra el sistema de fuerzas 
original mostrado en la figura 3.5a es equivalente a que no existiera fuerza 
alguna que actue sobre la barra (figura 3.5c). 

Considere ahora las dos fuerzas iguales y opuestas P, y P 2 que ac- 
tuan sobre la barra AB, como se muestra en la figura 3. Sri. La fuerza P 2 
puede ser reemplazada por una fuerza P 2 que tiene la misma magnitud, 
misma direcci6n y misma linea de acci6n pero que actua en B en lugar 
de en A (figura 3.5c). Entonces, las fuerzas P x y P 2 pueden sumarse y, 
nuevamente, su suma es igual a cero (figura 3.5 f). De esta manera, des- 
de el punto de vista de la mecdnica de los cuerpos ngidos, los sistemas 
mostrados en la figura 3.5a y d son equivalentes. Sin embargo, resulta 
obvio que las fuerzas intemas y las deformaciones producidas por los dos 
sistemas son diferentes. La barra de la figura 3.5 a estd en tension y, si no 
es en su totalidad rigida, se incrementara ligeramente su longitud; la ba- 
rra de la figura 3.5 d esta en compresion y, si no es rfgida, disminuira en 
poco su longitud. De esta forma, aunque el principio de transmisibili- 
dad se puede usar en forma libre para determinar las condiciones de mo- 
vimiento o de equilibrio de los cuerpos ngidos y para calcidar las fuer- 
zas externas que actuan sobre los mismos, debe evitarse, o por lo menos, 
emplearse con cuidado, al momento de determinar fuerzas intemas y 
deformaciones. 


3.4. PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES 


Para entender mejor el efecto de una fuerza sobre un cuerpo rfgido, a 
continuaci6n se introduced un nuevo concepto: el momento de una fuer- 
za con respecto a un punto. Este concepto se podra entender mas fdcil- 
mente y podra aplicarse en una forma mds efectiva si primero se agrega 
a las herramientas matemdticas que se tienen disponibles, el producto 
vectorial de dos vectores. 

El producto vectorial de los vectores P y Q se define como el vec- 
tor V que satisface las siguientes condiciones. 

1 . La linea de acci6n de V es perpendicular al piano que conve- 
ne a P y Q (figura 3.6a). 

2. La magnitud de V es el producto de las magnitudes de P y Q 
por el seno del angulo 6 formado por P y Q (cuya medida siem- 
pre deberd ser menor o igual a 180°); por tanto, se tiene 

V = PQ sen 0 (3.1) 

3. La direcci6n de V se obtiene a partir de la regia de la mano de- 
recha. Cierre su mano derechay mant6ngala de manera que sus 
dedos est£n doblados en el primer sentido que la rotaci6n a tra- 
v£s del angulo 0 que harfa al vector P colineal con el vector 
Q; entonces, su dedo pulgar indicard la direcci6n del vector V 
(figura 3.6B). Observese que si P y Q no tienen un punto de 
aplicacidn comun, estos primeros se deben volver a dibujar 
a partir del mismo punto. Se dice que los tres vectores P, Q 
y V — tornados en ese orden — form an una triada a mano de~ 
recha} 


V » P X Q 



b) 

Figura 3.6 


*Se debe sefialar que los ejes x, y y z utilizados en el capftulo 2 forman un sistema de 
ejes ortogonales a mano derecha y que los vectores unitarios i, j y k definidos en la secci6n 
2.12 forman una triada ortogonal a mano derecha. 
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Como se menciond anteriormente, el vector V que satisface estas 
tres condiciones (las cuales lo definen en forma unica) se conoce co- 
mo el producto vectorial de P y Q y se representa por la expresidn ma- 
te mdtica 

V = P X Q (3.2) 



Figure 3.7 



Figure 3.8 


En virtud de la notaci6n utilizada, el producto vectorial de dos vecto- 
res P y Q tambien se conoce como el producto cruz de P y Q. 

A partir de la ecuaci6n (3.1) se concluye que cuando dos vectores 
P y Q tdenen la misma direccidn, o direcciones opuestas, su producto 
vectorial es igual a cero. En el caso general, cuando el dngulo 0 forma- 
do por los dos vectores no es 0° ni 180°, a la ecuacion (3.1) se le pue- 
de dar una interpretation geometrica simple: la magnitud V del pro- 
ducto vectorial de P y Q es igual al drea del paralelogramo que tiene 
como lados a P y Q (figura 3.7). Por tanto, el producto vectorial P X Q 
permanece inalterado si Q se reemplaza por un vector Q' que sea co- 
planar a P y Q y tal que la linea que une a las partes terminales de Q 
y Q' sea paralelo a P. Asi, se escribe 

V = PxQ = PxQ' (3.3) 

A partir de la tercera condicidn empleada para definir al producto 
vectorial V de P y Q, esto es, la condition que establece que P, Q y V 
deben formar una triada a mano derecha, se concluye que los produc- 
tos vectoriales no son comunitarios , es decir, Q x P no es igual aPxQ 
De hecho, se puede verificar fdcilmente que Q X P estd representado 
por el vector —V, que es igual y opuesto a V, entonces se escribe 

Q x P= -(P X Q) (3.4) 

Ejemplo. Calciilese el producto vectorial V = P X Q cuando el vec- 
tor P tiene una magnitud de 6 y se encuentra en el piano zx que forma un 
Angulo de 30° con el eje x y el vector Q tiene una magnitud de 4 y se en- 
cuentra a lo largo del eje .t (figura 3.8). 

A partir de la definition del producto vectorial se concluye que el vec- 
tor V debe estar a lo largo del eje y, tener la magnitud 

V = PQ sen 0 — (6) (4) sen 30° = 12 
y que debe estar dirigido had a arriba. 

Se vio que la propiedad conmutativa no es aplicable en el caso dc 
productos vectoriales. Ahora se puede preguntar si la propiedad distri- 
butiva se cumple, esto es, si la relation 

P x (Qi + Q 2 ) = P x Qi + P x Q 2 (3.3) 

es vdlida. La respuesta es si. Probable mente muchos lectores estdn dis- 
puestos a aceptar sin demostraci6n formal una respuesta que de ma- 
nera intuitiva puede parecer correcta. Sin embargo, dado que la es- 
tructura del algebra vectorial y de la estdtica depende de la relaci6n 
(3.5), se debe tomar el tiempo necesario para su deduction. 

Sin perder la generalidad se puede suponer que P est£ dirigida a 
lo largo del eje y (figura 3.9a). Representando con Q la suma de Qi y 
Q 2 > se trazan perpendiculares a partir de los extremos terminales de 
Q> Qi y Q 2 bacia el piano zx y quedando definidos de esta forma los 
vectores Q\ Qi, o°: Se hard referencia a esto s vectores, respectiva- 
mente, como las proyecciones de la ecuaci6n (3.3), se observa que el 
termino del lado izquierdo de la ecuacidn (3.5) puede ser reemplaza- 
do por PxQ'y que, en forma similar, los productos vectoriales P X 


Q y y P x Q* del lado derecho pueden ser reemplazados, respectiva- 
mente, por P X Qi y P x Qi . De esta forma, la relation que debe ser 
demostrada puede escribirse de la siguiente manera 

P X Q f = P X Q1 + P X QJ (3.5') 

Ahora se observa que P x Q' se puede obtener a partir de Q' mul- 
tiplicando a este vector por el escalar P y rotandolo 90° en el piano zx en 
el sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj (figu- 
ra 3.9b); los otros dos productos vectoriales en (3.5') se pueden obtener 
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en forma similar a partir de Qi y Qi, respectivamante. Ahora, en virtud 
de que la proyeccion de un paralelogramo sobre cualquier piano arbi- 
trario es otro paralelogramo, la proyeccidn Q' de la suma Q de Q x y Q 2 
debe ser la suma de las proyecciones y Qi y Qi de Qi y Q 2 sobre el mis- 
mo piano (figura 3.9a). Esta relaci6n entre los tres vectores Q\ Qi y Qi 
seguirsi siendo v£lida despu^s de que los tres vectores hayan sido multi- 
plicados por el escalar F y hayan sido rotados a trav£s de un Angulo de 
90° (figura 3.9b). Por tanto, se ha demostrado la relaci6n (3.5') y se pue- 
de tener la certeza de que la propiedad distributiva es v&lida para los pro- 
ductos vectoriales. 

Una tecera propiedad es la asociativa, la cual no es valida para los 
productos vectoriales; en general, se tiene que 

(P x Q) x s * P x (Q x S) (3.6) 

3.5. PRODUCTOS VECTORIALES EXPRESADOS EN TERMINOS 
DE COMPONENTES RECTANGULARES 

A continuacidn se procederd. a determinar el producto vectorial de cual- 
quier par de los vectores unitarios i, j y k, que fueron definidos en el 
capitulo 2. Consid£rese primero el producto i x j (figura 3.10o). Co- 
mo ambos vectores tienen una magnitud igual a 1 y dado que 6stos for- 
man angulos rectos entre si, su producto vectorial tambi^n deber^ ser 
un vector unitario. Dicho vector unitario debe ser k, puesto que los 
vectores i, j y k son mutuamente perpendiculares y forman una triada 
a mano derecha. Por otra parte, a partir de la regia de la mano dere- 
cha presentada en el punto 3 de la seccidn 3.4, se concluye que el pro- 
ducto j x i debe ser igual a — k (figura 3.10b). Por ultimo, se debe ob- 
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servar que el produeto vectorial de un vector consigo mismo, como 
i X i, es igual a cero debido a que ambos vectores tienen la misma di- 
reccidn. Los productos vectoriales para los diversos pares posibles de 
vectores unitarios son 

i x i = 0 j X i = -k k X i = j 

i X j = k j X j = 0 k X j = -i (3.7) 

i x k = - j j x k = i k x k = 0 

Si se ordena las tres letras que representan a los vectores unitarios en un 
circulo en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj (fi- 
gura 3. 1 1 ) se puede facilitar la determinacion del signo del produeto vec- 
torial de dos vectores unitarios: el produeto de dos vectores unitarios se- 
ri positivo si estos se siguen uno a otro en un orden contrario al movi- 
miento de las manecillas del reloj y se rii negativo si 6stos se siguen uno 
al otro en un orden en el sentido de las manecillas del reloj. 

Ahora se puede expresar f&cilmente el produeto vectorial V de dos 
vectores dados P y Q en t^rminos de las componentes rectangulares 
de dichos vectores. Al descomponer a P y Q en sus componentes rec- 
tangulares, primero se escribe 

V = P x Q = (P x i + PJ + P 2 k) X (Q x i + QJ + Q z k) 

Con el uso de la propiedad distributiva, V se expresa como la suma de 
productos vectoriales, como P x i x Qj. Se observa que cada una de las 
expresiones obtenidas es igual al produeto vectorial de dos vectores 
unitarios, como i x j, multiplicados por el produeto de dos escalares, 
como P x Q y , y recordando las identidades (3.7) despues de factorizar a 
i, j y k, se obtiene 

V = (P y Q z - P z Q y ) i + (P Z Q X - P X Q Z ) j + (P x Q y - P y Q x ) k (3.8) 

Por tanto, las componentes rectangulares del produeto vectorial V es- 
tin dadas por 


V, - - P z Q y 

Vy - P& - (3.9) 

V^P x Q y -P,Q x 


De regreso a la ecuacidn (3.8), se observa que el t^rmino del lado de- 
recho representa el desarrollo de un determinante. Por tanto, el pro- 
ducto vectorial V puede expresarse de la siguiente forma, que es m£s 
sencilla de memorizar^ 



j 

P y 

Qy 



(3.10) 


f Cualquier determinante que conste de tres renglones y tres columnas se puede evaluar 
repitiendo la prinnera y la segunda columnas, y formando productos a lo largo de cada lfnea 
diagonal. Entonces, la suma de los productos obtenidos a lo largo de la lfnea roja se resta 
de la suma de los productos obtenidos a lo largo de las llneas negras. 



3.6. MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN PUNTO 

Considere una fuerza F que acttia sobre un cuerpo rigido (figura 3.12a). 
Como se sabe, la fuerza F esta representada por un vector que define la 
magnitud y su direcci6n. Sin embargo, el efecto de la fuerza sobre el cuer- 
po rigido tambien depende de su punto de aplicaci6n A. La posici6n de 
A puede definirse de manera conveniente por medio del vector r que une 
al punto de referenda fijo O con A; a este vector se le conoce como el 
vector de position de A.* El vector de posicion r y la fuerza F definen el 
piano mostrado en la figura 3.12a. 

El momento de F con respecto aO se define como el producto vec- 
torial de r y F: 

M c = rXF (3.11) 

De acuerdo con la definicidn del producto vectorial dada en la sec- 
ci6n 3.4, el momento M 0 debe ser perpendicular al piano que conve- 
ne el punto O y a la fuerza F. El sentido de M 0 esta definido por el 
sentido de la rotation que harfa al vector r colineal con el vector F; un 
observador localizado en el extremo de M 0 ve a esta rotacidn como 
una rotacidn en sentido contrario al movimiento de las manecillas del 
reloj . Otra forma de definir el sentido de M 0 se logra por medio de la 
regia de la mano derecha: cierre su mano derecha y mantengala de 
manera que sus dedos esten doblados en el mismo sentido de la rotacidn 
que F le impartirfa al cuerpo rigido alrededor de un eje fijo dirigido a 
lo largo de la lfnea de accidn de M 0 ; su dedo pulgar indicara el sen- 
tido del momento M 0 (figura 3.12/?). 

Por ultimo, representado con 0 el angulo entre las lfneas de action 
del vector de posici6n r y la fuerza F, se encuentra que la magnitud 
del momento de F con respecto a O est£ dada por 

M 0 = rF sen 0 = Fd (3.12) 

donde d representa la distancia perpendicular desde O hasta la Iinea de 
accidn de F. En virtud de que la tendencia de la fuerza F a hacer girar al 
cuerpo ngido alrededor de un eje fijo perpendicular a la fuerza depende 
tanto de la distancia de F a dicho eje como de la magnitud de F, se ob- 
serva que la magnitud deM 0 mide la tendencia de la fuerza F a hacer ro- 
tar al cuerpo rigido alrededor de un eje fijo dirigido a lo largo de M 0 . 

En el sistema de unidades del SI, donde la fuerza se expresa en 
newtons (N) y la distancia se expresa en metros (m), el momento de 
una fuerza estard expresado en newtons-metro (N • m). En el sistema 
de unidades de uso comun en Estados Unidos, donde la fuerza se ex- 
presa en libras y la distancia en pies o en pulgadas, el momento de una 
fuerza se expresa en lb ■ ft o en lb • in. 

Se puede observar que a pesar de que el momento M 0 de una 
fuerza con respecto a un punto depende de la magnitud, la linea de 
accidn y el sentido de la fuerza, dicho momento no depende de la po- 
sicion que tiene el punto de aplicacidn de la fuerza a lo largo de su li- 
nea de acci6n. En consecuencia, el momento M 0 de una fuerza F no 
caracteriza a la posicion del punto de aphcacidn de F. 

*se puede comprobar que I os vectores de posici6n obedecen la ley de la adicidn de vec- 
tores y, por tanto, realmente son vectores. Consid^rese, por ejemplo, los vectores de posi- 
cion ry r' de A con respecto a dos puntos de referencia O y O' y al vector de posici6n s 
de O con respecto a O' (figura 3.40a, Sec. 3.16). Se comprueba que e l vector de posici6n 
r f = O' A puede obtenerse a partir de los vectores de posici6n s = O'O y r = OA aplicando 
la regia del tr&ngulo para la suma de vectores. 
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82 Cuerpos rigidos: sistemas equivaientes Sin embargo, como se ver& a continuaci6n, el momento M 0 de una 

fuerza F de magnitud y direccidn conocida define completamente a la U- 
nea de accion de F. Ademas la lfnea de acci6n de F debe estar en un pia- 
no que pasa por el punto O y es perpendicular al momento M 0 - La dis- 
tancia d medida desde O hasta la lfnea de acci6n de la fuerza debe ser 
igual al cociente de las magnitudes de M 0 y F, esto es, debe ser igual a 
Mq/F. El sentido de M 0 determina si la lfnea de acci6n debe trazarse 
del lado de F del lado del punto O. 

Recu^rdese la secci6n 3.3, donde se senala que el principio de trans- 
misibilidad establece que dos fuerzas F y F' son equivaientes (esto es, tie- 
nen el mismo efecto sobre el cuerpo rfgido) si tienen la misma magnitud, 
direcci6n y lfnea de acci6n. Este principio se puede expresar ahora de la 
siguiente forma: dos fuerzas F y F f son equivaientes si, y solo si, son igua- 
les (es decir, tienen la misma magnitud y la misma direeci6n) y , ademas , 
tienen momentos iguales con respecto a un punto O. Las condiciones 
necesarias y suficientes para que dos fuerzas F y F' sean equivaientes son 

F — F' y M 0 = M{, (3.13) 

Debe senalarse que el enunciado anterior implica que si las relaciones 
(3.13) se cumplen para eierto punto O, tambi&i se cumpliran para cual- 
quier otro punto. 

Problemas en dos dimensiones. Muchas aplicaciones tratan 
con estructuras bidimension ales, es decir, estructuras cuyo espesor es 
despreciable en comparaci6n con su longitud y su anchura, las cuales es- 
t&n sujetas a fuerzas contenidas en su mismo piano. Dichas estructuras 
bidimensionales y las fuerzas que actuan sobre ellas pueden represen- 
tarse facilmente sobre una hoja de papel o sobre una pizarra. Por tanto, 
su an&lisis es m&s simple que el correspondiente al caso de las estructu- 
ras y fuerzas tridimensionales. 




a)M 0 = + Fd b)M 0 --Fd 

Flgura 3.13 

Considere, por ejemplo, una placa rigida sobre la que actua una fuer- 
za F (figura 3.13). El momento de F con respecto a un punto O seleccio- 
nado en el piano de la figura esta representado por el vector M 0 de mag- 
nitud Fd , que es perpendicular a dicho piano. En la figura 3.13a el vector 
M 0 apunta hacia afuera del piano de papel, mientras que en la figura 3.13 6 
6ste apunta hacia adentro del piano de papel. Como se obseiva en la figu- 
ra, en el primer caso, la fuerza de la figura 3.13a tiende a hacer rotar la 
placa en un sentido contrario al del movimiento de las manecillas del re- 
loj mientras que, en el segundo caso, la fuerza de la figura 3.136 tiende a 
hacer rotar la placa en el sentido del movimiento de las manecillas del re- 
loj. Por consiguiente, es natural referirse al sentido del momento F con 
respecto a O en la figura 3. 13a como opuesto al del movimiento de las ma- 
necillas del reloj (antihorario) % y en la figura 3.136 como siguiendo la di- 
recci6n del movimiento de las manecillas del reloj (horario) J. 

Puesto que el momento de la fuerza F que actua en el piano de la 
figura debe ser perpendicular a dicho piano, s6lo se necesita especifi- 
car la magnitud y el sentido del momento F con respecto a O. Esto se 


puede hacer asign&ndole a la magnitud M 0 del momenta un signo posi- 
tivo o negativo, segun el vector M 0 apunte hacia afaera o hacia adentro 
del piano de papel. 

3.7. TEOREMA DE VARIGNON 

La propiedad distributiva de los productos vectoriales se puede em- 
plear para determinar el momento de la resultante de varias fuerzas 
concurrentes. Si las fuerzas Fj, F 2 , . . . se aplican en el mismo punto A 
(figura 3.14) y si se representa por r al vector de position A , a partir 
de la ecuacidn (3.5) de la seccidn 3.4, se puede concluir que 

• • • ' «r.'Mri.,!:; • -.n • 

r X (Fi + F 2 + ■ ■ ■) “= r X Fi + r x F* + • • (3.14) 


3.8. Componentes rectangulares del momento 
de una fuerza 
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Esto es, el momento con respecto a un punto dado O de la resultante de Figura 3.14 
varias fuerzas concurrentes es igual a la suma de los mementos de las dis- 
tintas fuerzas con respecto al mismo punto O. Esta propiedad la descu- 
brio el matemdtico francos Pierre Varignon (1654-1722) mucho antes de 
inventarse el algebra vectorial, por lo que se le conoce como el teorema 
de Varignon. 

La relactan (3.14) permite reemplazar el c£lculo directo del mo- 
mento de una fuerza F por el cdlculo de los momentos de dos o m4s 
fuerzas componentes. Como se ver& en la siguiente section, por lo ge- 
neral la fuerza F ser& separada en sus componentes paralelas a los ejes 
coordenados. Sin embargo, ser& mucho m&s r£pido en algunos casos 
descomponer a F en componentes no paralelas a los ejes coordenados 
(v£ase el problema resuelto 3.3). 


3.8. COMPONENTES RECTANGULARES DEL MOMENTO 
DE UNA FUERZA 

En general, la deteminacidn del momento de una fuerza en el espacio 
se simplifica en forma considerable si el vector de fuerza y el vector de 
position a partir de su punto de aplicacidn se descomponen en sus com- 
ponentes rectangulares x>yyz. Por ejemplo, considere el momento M 0 
con respecto a O de una fuerza F con componentes F x , F y y F z que es- 
t& aplicada en el punto A de coordenadas x,yy z (figura 3.15). Se obser- 
va que las componentes del vector de posicidn r son iguales, respectiva- 
mente, a las coordenadas x, t/ y z del punto A, se escribe 

r = xi + t/j + zV (3.15) 

F = F x i + FJ + F z k (3.16) 

Al sustituir a r y a F a partir de (3.15) y (3.16) en 



M 0 = r x F 


(3.11) 


y recordar los resultados obtenidos en la seccidn 3.5, se puede escribir 
el momento M 0 de F con respecto a O de la siguiente forma 


M 0 = M x i + Afjj + M z k (3.17) 


donde las componentes escalares M X) M y y M a est^n definidas por las 
relaciones 


M„ = tF x - xF, 


*# xFy - yF x 


(3.18) 
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Como se ver£ en la seccidn 3.11, las componentes escalares M x , M y y 
M z del momento Mo miden la tendencia de la fuerza F a impartirle a 
un cuerpo rigido un movimiento de rotation alrededor de los ejes x , y 
yz, respectivamente. Sustituyendo (3.18) en (3.17), tambi^n puede es- 
cribirse a M 0 en forma de determinate 


hitT. K 

f:i i k 

t l - 1 4 • 

Mo - ' 

; k \um :"i 

* V i* 


fir -Tyi-fx 


(3.19) 


Para calcular el momento M B de una fuerza F aplicada en A con 
respecto a un punto arbitrario B (figura 3.16), se debe reemplazar el 
vector de position r en la ecuacidn (3.11) por un vector trazado desde 
B hasta A. Este vector es el de posicidn de A relativo a B y se repre- 
senta por r A / B . Se observa que r A/B se puede obtener si se resta r B de 
r A ; por tanto, se escribe 


Mb - r A/B X F = (r A - r B ) X F (3.20) 


o bien, en forma determinante 



z 

Figura 3.17 


x 



Figura 3.18 


! M b « 

jjjh Mill" 
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-t.,1 


*•<•*1 j k 

*A/B tfX/M fci/B 

F F P 

r T r v r z 


(3.21) 


donde x A / Bi y A / B y z A/B representan las componentes del vector r A/B : 


*A/B ~ X A * X B IfA/B ~ yA~ \fB *A/B ^A 

En el caso de problemas en dos dimensiones, se puede suponer 
que la fuerza F est£ contenida en el piano xy (figura 3.17). Al hacer 
z = 0 y F z = 0 en la ecuacion (3.19), se obtiene 

M 0 = ( xF y - yF x ) k 

Con esto se verifica que el momento de F con respecto a O es perpen- 
dicular al piano de la figura y estd completamente definido por el esca- 
lar 


M 0 = M z = xF y - yF x (3.22) 

Como se menciond antes, un valor positivo de Al 0 indica que el vec- 
tor M 0 apunta hacia afuera del piano del papel (la fuerza F tiende a 
hacer rotar al cuerpo con respecto a O en un sentido contrario al mo- 
vimiento de las manecillas del reloj) y un valor negativo indica que el 
vector Mo apunta hacia adentro del piano del papel (la fuerza F tien- 
de a hacer rotar el cuerpo con respecto a O en el sentido de las ma- 
necillas del reloj). 

Para calcular el momento con respecto a un punto B de coordena- 
das B(x b , y B ) de una fuerza contenida en el piano xy , aplicada en el pun- 
to A(x a , y A ) (figura 3.18), se hace z A / B = 0 y F z = 0 en las relaciones 
(3.21) y se conprueba que el vector M B es perpendicular al piano xy y 
est£ definido en magnitud y sentido por su componente escalar 

M b = (x A - x B )F y - (y A - y B )F x 


(3.23) 




/JI A 

PROBLEMA RESUELTO 3.1 

Una fuerza vertical de 100 lb se aplica en el extremo de una palanca que es- 
t& unida a una flecha en el punto O. Determine: a) el momento de la fuer- 
za de 100 lb con respecto aO.W la fuerza horizontal aplicada en A que ori- 

/ M KM) lb 


gina el mismo momento con respecto a 0\ c ) la fuerza minima aplicada en 
A que origin a el mismo momento con respecto a O; d) que tan lcjos de la 
flecha debe actuar una fuerza vertical de 240 lb para originar el mismo mo- 


mento con respecto a O, y e) si alguna de las fuerzas obtenidas en los inci- 
sos /;), c) y d ) es equivalente a la fuerza original. 



b ) Fuerza horizontal. En este caso se tiene que 
d = (24 in.) sen 60° = 20.8 in. 

Como el inomento con respecto a O debe ser igual a 1 200 lb ■ in., se escribe 

M 0 = Fd 

1 200 lb- in. =F(20.8in.) 

F = 57.7 lb F = 57.7 lb — ► ◄ 


a) Momento con respecto a O. La distancia perpendicular desde O 
hasta la lfnea de action de la fuerza de 100 lb es 


d = (24 in.) cos 60° = 12 in. 

La magnitud del momento de la fuerza de 100 lb con respecto a O es igual a 
M 0 — Fd = (100 lb)(12 in.) = 1 200 lb • in. 


Como la fuerza tiende a hacer rotar la palanca alrededor de O en el sentido 
de las manecillas del reloj, el momento ser& representado por un vector M 0 
perpendicular al piano de la figura y que apunta bacia adentro del piano del 
papel. Este hecho se expresa escribiendo 


e) Ninguna de las fuerzas consideradas en los incisos h ), c) y d) es equi- 
valents a la fuerza original de 100 lb. A pesar de que estas fuerzas tienen el 
mismo momento con respecto a O, sus componentes en x y y son diferen- 
tes. En otras palabras, a pesar de que cada una de las fuerzas hace rotar la 
flecha de la misma forma, cada una ocasiona que la palanca jale a la flecha 
en una forma distinta. 


100 it) 


240 ) 




pero 


c) Fuerza minima. Como M 0 — Fd, el mlnimo valor de F se obtie- 
ne cuando d es maxi mo. Sc selection a la fuerza perpendicular a OA y se ob- 
serva que d = 24 in.; entonces 


Mo = Fd 

1 2001b ■ in. = F(24 in.) 

F = 50 lb F = 50 lb ^30° ◄ 


1 2001b * in. 
OB cos 60° 


= (240 lb )d 
= d 


d = 5 in. 

OB = 10 in. ◄ 


d) Fuerza vertical de 240 lb. 
la siguiente relation 


En este caso, M 0 = 


Fd proporciona 






PROBLEMA RESUELTO 3.2 

Una fuerza de 800 N actua sobre la m insula, como se muestra en la figura. 
Determine el momento de la fuerza con respecto a B. 


SOLUCION 

El momento M B de la fuerza F con respecto a B se obtiene a trav^s del pro- 
ducto vectorial 

— r A / B x F 

desde v A / B es el vector trazado desde B hasta A. Al descomponer a r A/B y a 
F en sus componentes rectangulares, se tdene que 

t a/b = “(0,2 m)i + (0.16 m)j 

F = (800 N) cos 60°i 4 (800 N) sen 60°j 
= (400 N)i + (693 N)j 

Recordando las relaciones (3.7) para los productos vectoriales de los vecto- 
res unitarios (secci6n 3.5), se obtiene 

M B = r A/H x F = [-(0.2 m)i 4 (0.16 m)j] x [(400 N)i 4 (693 N)j] 

= -(138.6 N ■ m)k - (64.0 N • m)k 

= -(202.6 N * m)k U B = 203 N • m J ◄ 

El momento M B es un vector perpendicular al piano de la figura y apunta 
hacia adentro del piano del papel. 


'smw 






PROBLEMA RESUELTO 3.3 


Una fuerza de 30 lb actiia sobre el extremo de una palanca de 3 ft, como se 
muestra en la figura. Determine el momento de la fuerza con respecto a O. 


SOLUCION 

La fuerza se reemplaza por dos componentes, una componente P en la di- 
reccion de OA y otra componente Q perpendicular a OA Como O se en- 
cuentra en la linea de acciOn de P, el momento de P con respecto a O es 
igual a cero y el momento de la fuerza de 30 lb se reduce al momento de Q, 
que tiene el sentido de las manecillas del reloj y, por consiguiente, se repre- 
senta por un escalar negativo. 

p = (30 lb) sen 20° = 10.26 lb 
M 0 = -Q( 3 ft) = —(10.26 lb)(3 ft) = -30.8 lb • ft 

Como el valor obtenido para el escalar M a es negativo, el momento M 0 apun- 
ta hacia adentro del piano del papel. Asf, se escribe 

M f> = 30.8 II) - ft i 4 


300 mm 


PROBLEMA RESUELTO 3.4 

Una placa rectangular estd apoyada per mdnsulas en A y B y por un alambre 
CD. Se sabe que la tension en el alambre es de 200 N, determine el momento 
con respecto a A de la fuerza ejercida por el alambre en el punto C. 


(200 N)A 


SOLUCION 

El momento M A de la fuerza F ejercida por el alambre en el punto C con 
respecto a A, se obtiene a partir del producto vectorial 


M a = r c/a x F 

donde r c / A cs el vector trazado desde A hasta C, 

r c/a = AC = (0.3 in)i 4- (0.08 m)k 


( 1 ) 


( 2 ) 


y F es la fue rza d e 200 N dirigida a lo largo de CD. Al introducir el vector 
unitario A = CD /CD, se escribe 


CD 

F = Fk = (200 N) ^ 


(3) 


Al descomponer al vector CD en sus componentes rectangulares, se tiene 
CD = -(0.3 m)i + (0.24 m)j - (0.32 m)k CD = 0.50 m 
Si se siLstituye este resultado en (3) se obtiene 
200 N 


F = Q 5 Q m l "(0.3 m)i + (0.24 m)j - (0.32 m)k] 
= -(120 N)i 4- (96 N)j - (128 N)k 


(4) 


Sustituyendo r c / A y F en la ecuaci6n (1), a partir de las ecuaciones (2) 
y (4) y recordando las relaciones (3.7) de la secci6n 3.5, se obtiene 

M a = r c/a x F = (0.3i + 0.08k) x (-1201 + 96j - 128k) 

= (0.3)(96)k + (0.3)( — 128)( — j) 4- (0.08)(-120)j + (0.08)(96)(-i) 
\1 A = -(7.68 N • m)i + (28.8 N • m)j 4 (28.8 \ * ni)k ◄ 

Solucidn altemativa. Como se menciono en la seccion 3.8, el mo- 
mento M a puede ser expresado en forma de determinante: 



i 

j 

k 


i 

j 

k 

m a = 


yc-yA 

Z C — Z A 

= 

0.3 

0 

0.08 


F. 

F y 

F z 


-120 

96 

-128 


M \ = —(7.68 N ■ in)i 4 (28.8 \ ■ m)j 4- (28.8 N * 4 


mm 


RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccidn se present 6 el product o vectorial o product o cruz de dos vectores. En los 
problem&s que se presentan a continuation se puede utilizar el producto vectorial para cal- 
cular el momenta de unafuerza con respecto a un punto y tambitii, se puede utilizar dicho 
producto para determinar la distancia perpendicular desde un punto hasta una linea. 

El momento de una fuerza F con respecto al punto O de un cuerpo ngido $e defini6 como 

M () = rXF (3.11) 

donde r es el vector de position que va desde O hasta cualquier punto sobre la lfnea de ac- 
ci6n de F. Como el producto vectorial no es conmutativo, cuando se calcula un producto 
de este tipo es absolutamente necesario colocar a los vectores en el orden apropiado y que 
cada uno de dichos vectores tenga el sentido correcto. El momento M 0 es importante pues- 
to que su magnitud es una medida de la tendencia de la fuerza F para hacer que el cuerpo 
rigido rote alrededor de un eje dirigido a lo largo de M 0 . 

/. Cdlculo del momento M ( > de una fuerza en dos dimensiones. Se puede emplear 
uno de los siguientes procedimientos: 

a) Usar la ecuacidn (3.12), Mo = b'd , la cual expresa la magnitud del momento como 
el producto de la magnitud de F y la distancia perpendicular d desde O hasta la linea de 
acci6n de F [problema resuelto 3.1]. 

h) Expresar a r y F en terminos de sus componentes v evaluar formalmente el pro- 
ducto vectorial Mo = r x F [problema resuelto 3.2]. 

c) Descomponer a F en sus componentes paralela y perpendicular al vector de posi- 
tion r, respectivamente. Solo la componente perpendicular contribuye al momento de F 
[problema resuelto 3.3]. 

d) Usar la ecuacion (3.22), M 0 — M z — xF y - yF x . Cuando se aplica este mOtodo, el 
enfoque m£s simple consiste en tratar a las componentes escalares de r y F como si fueran 
positivas v, despuOs, asignar por inspecci6n el signo apropiado al momento producido por 
cada componente de la fuerza. Por ejemplo, al aplicar este mOtodo para resolver el proble- 
ma resuelto 3.2, se observa que ambas componentes de la fuerza tienden a ocasionar una 
rotation en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor del punto B. Por 
tan to, el momento de cada fuerza con respecto a B debe ser reprosentado por un escalar 
negative. Entonces, se tiene que el momento total est£ dado por 

M b = -(0.16 m)(400 N) - (0.20 m)(693 N) = -202.6 N • m 

2. Cdlculo del momento M<> de una fuerza F en tres dimensiones . Con el m£todo del 
problema resuelto 3.4, el primer paso del proceso consiste en seleccionar al vector de posicidn 
r que sea el m4s conveniente (el m&s simple). Despu^s, se debe expresar a F en terminos de 
sus componentes rectangulares. El ultimo paso consiste en evaluar el producto vectorial r x F 
para determinar el momento. En la mayoria de los problemas tridimensionales se encontrarl 
que es m&s fecil calcular el producto vectorial con el uso de la fonna de detenninante. 

3. Deierminacion de la distancia perpendicular d desde un punto A hasta una linea 
dada. Primero se supone que la fuerza F de magnitud conocida F se encuentra a lo largo 
de la lfnea dada. Despues se determina su momento con respecto a A formando el producto 
vectorial M /V = r X F, v calculandolo como se indico anteriormente. Entonces, se calcula 
su magnitud Af^. Por ultimo, se sustituyen los valores de F y M A en la ecuaci6n M A — Fd v 
se resuelve para d. 




Problemas 


3.1 Una fuerza de 90 N se aplica a la varilla de control AB como in- 
dica la figura. Si la longitud de la varilla es de 225 mm, determine el mo- 
menta de la fuerza respecto al punto B descomponiendo la fuerza en sus 
componentes a lo largo de AB y en una direction perpendicular a AB. 

3.2 Una fuerza de 90 N se aplica a la varilla de control AB como in- 
dica la figura. Si la longitud de la varilla es de 225 mm, determine el mo- 
menta de la fuerza respecto al punto B descomponiendo la fuerza en sus 
componentes horizontal y vertical. 



Figura P3.1 y P3.2 


3.3 Una fuerza P de 3 lb se aplica a una palanca que controla la ba- 
rrena de una barredora de nieve. Determine el momenta de P respecto a A 
cuando a es igual a 30°. 

3.4 La fuerza P se aplica a una palanca que controla la barrena de una 
barredora de nieve. Determine la magnitud v la direction de la fuerza P mi- 
nima que tiene un momenta de 19.5 lb ■ in. en sentido eontrario al de las 
manecillas del reloj respecto a A. 

3.5 Una fuerza P de 2.9 lb se aplica a una palanca que controla la ba- 
rrena de una barredora de nieve. Determine el valor de a si el momenta de 
P respecto a A es en sentido eontrario al de las manecillas del reloj y tiene 
una magnitud dc 17 lb * in. 

3.6 Un r6tulo est6 suspendido de dos cadenas AE v BF. Si la tension 
en BF es de 200 N, determine a) el momenta de la fuerza ejercida por la ca- 
dena en B respecto a A, b) la fuerza minima aplicada en C que produce el 
mis mo momenta respecto a A. 


— 3.4 in. — ► 



Figura P3.3, P3.4 y P3.5 



Figura P3.6 y P3.7 


3.7 Un rdtulo e$t& suspendido de dos cadenas AE y BF. Si la tensidn 
en BF es de 2(X) N, determine a) el momenta de la fuerza ejercida por la ca- 
dena en B respecto a A, b) la magnitud y el sentido de la fuerza vertical apli- 
cada en C que produce el mismo momenta respecto de A, c) la fuerza mi- 
nima aplicada en B que produce el mismo momenta respecto de A. 
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Figura P3.8 


3.8 Un atleta se esta ejercitando mientras carga en el tobillo, A, un pe- 
so de 5 lb, como indica la figura. Determine a) el momento del peso respecto 
a la flexi6n de la rodilla en el punto B, b) la magnitud de la fuerza P muscular 
que forma un momento de igual magnitud respecto a B, c) la fuerza F mini- 
ma aplicada en C que crea el mismo momento que el peso respecto a B. 

3.9 Un malacate AB se usa para tensar cables a un poste. Si la tension 
en el cable BC es de 260 lb y las longitudes a, b,d miden 8, 35 y 76 in., res- 
pectivamente, determine el momento, respecto a D, de la fuerza ejercida por 
el cable C mediante la descomposicion en sus componentes horizontal y ver- 
tical de la fuerza aplicada en a) el punto C, b) el punto E. 

3.10 Se debe aplicar una fuerza que produzca un momento de 7 840 
lb • in. respecto a D para tensar el cable al poste CD. Si a = 8 in., b = 35 in. 
y d = 112 in., determine la tension que debe desarrollarse en el cable del 
malacate AB para crear el momento requerido respecto al punto D. 



Figura P3.9, P3.10y P3.11 

3.11 Se debe aplicar una fuerza que produzca un momento de 1 152 
N • m respecto a D para tensar el cable al poste CD. Si la capacidad del mala- 
cate AB es de 2 880 N, determine el valor mini mo de la distancia d nece- 
saria para generar el momento especificado respecto a D, suponiendo que 

a = 0.24 m v b — 1.05 m. 

* 

3.12 y 3.13 La biela AB ejerce sobre la manivela BC una fuerza de 
2.5 kN dirigida hacia abajo y hacia el lado izquierdo a lo largo de la linea 
central de AB. Determine el momento de esa fuerza respecto a C. 


i. 


r 


144 nun 


56 mm 
| 


u c 

42 mm 


Figura P3.12 



88 mm 


56 mm 


42 mm 

Figura P3.13 
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3.14 Un seguidor B circular con didmetro de 64 mm se sostiene con- 
tra la leva A como se muestra en la figura. Si la leva ejerce una fuerza con 
magnitud de 80 N sobre el seguidor a lo largo de la normal comun BC , de- 
termine el momento de la fuerza respecto a la articulaci6n colocada en D. 



300 


— 1 76 mm 


280 mm 


mm 


_L 

90 mm 


Figura P3.14 



3.15 Obtenga los productos vectoriales BxC y B' X C, donde 
B = B\ y use los resultados obtenidos para comprobar la identidad 

sen a cos /3 * | sen (a + /3) + \ sen (a — /3). 

3.16 Una lfnea pasa por los puntos (630 mm, -225 mm) y (-210 mm, 
270 mm). Determine la distaneia perpendicular d medida desde la lfnea hasta 
el origen O del si sterna coord en ado. 

3.17 Los vectores A y B est£n contenidos en el mismo piano. Deter- 
mine el vector unitario normal al piano si A y B son iguales, respectivamente, 
a a) 12i — 6j + 9k y — 3i + 9j — 7.5k, b) — 14i — 2j + 8k y 3i + 1.5j — k. 

3.18 Los vectores P y Q son dos lados adyacentes de un paralelogramo. 
Determine el £rea del paralelogramo si a) P = (3 in.)i + (7 in.)j — (2 in.)k y 
Q = — (5 in.)i ■+■ (1 in.)j + (3 in.)k, b) P = (2 in.)i — (4 in.)j - (3 in.)k v Q = 
(6 in.)i - (1 in.)j + (5 in.)k. 


y 



Figura P3.21 


3.19 Determine el momento respecto al origen O de la fuerza F = 
(7.5 N)i 4- (3 N)j — (4.5 N)k que actua en el punto A. Suponga que el vec- 
tor de posici6n de A es a) r = —(6 m)i + (3 m)j + (1.5 m)k, b) r = (2 m)i — 
(0.75 m)j — (1 m)k, c) r = —(2.5 m)i — (1 m)j + (1.5 m)k. 

3.20 Determine el momento respecto al origen O de la fuerza 
F = (3 lb)i — (6 lb)j + (4 lb)k que actua en el punto A. Suponga que el vec- 
tor de posicion de A es a) r = —(7.5 ft)i + (3 ft)j — (6 ft)k, b) r = —(0.75 ft)i 
+ (1.5 ft)j - (1 ft)k, c) r = -(8 ft)i + (2 ft)j - (14 ft)k. 

3.21 Un pequefio bote cuelga de dos gruas, una de las cuales se mues- 
tra en la figura. La tension en la lfnea ABAD es de 369 N. Determine el mo- 
mento, respecto a C, de la fuerza resultante R A ejercida sobre las gruas en 
el punto A. 

3.22 Una fuerza de 36 N se aplica sobre la Have de torsi6n para en- 
roscar la regadera. Si la lfnea de accidn de la Have es paralela al eje x y de- 
termine el momento de la fuerza respecto de A. 



Figura P3.22 
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3.23 Antes de colocar an cable telefdnico, la cuerda BAC se ata a una 
estaca situada en B v se pasa por una polea en A. Si el tramo AC de la cuerda 
perteneee a un piano paralelo al piano xy , v la niagnitud de la tension T en 
la cuerda es de 62 lb, determine el momento respecto a O de la fuerza re- 
sultante ejercida por la cuerda sobre la polea. 

3.24 Una seccidn de una pared de concrete* precolado se sosticne por 
medio de dos cables como se muestra en la figura. Si la tensidn en cada ca- 
ble, BD y FD t es de 9(K) y 675 N, respectivamente, determine cl momento 
respecto al punto O de la fuerza ejercida por a) el cable BD, h) el cable FE. 



3.25 En u n concurso de vencidas, uno de los competidores aplica una 
fuerza P sobre la mano de su oponente. Si AB — 15.2 in. y BC = 16 in., de- 
termine el momento de la fuerza respecto a C. 



~yy 

0.1 ni 

Figura P3.26 



Figura P3.25 


3.26 El puntal de madera AB se emplea temporalmente para sostener 
el tec ho en voladizo que se muestra en la figura. Si el puntal ejerce en A 
una fuerza de 228 N dirigida a lo largo de BA, determine el momento de es- 
ta fuerza respecto a C. 

3.27 En el problems 3.21 , determine la distancia perpendicular desde 
el punto C hasta el tramo AD de la lfnea ABAD. 

3.28 En el problema 3.23, determine la distancia perpendicular desde 
el punto O hasta el tramo AC de la cuerda BAC. 


3.29 En el problema 3.23, determine la distancia perpendicular desde 3 9 Producto ©scalar de dos vectores gg 

el punto O hasta el tramo AB de la cuerda BAC . 

3.30 En el problema 3.24, determine la distancia perpendicular desde 
el punto C hasta el cable BD. 

3.31 En el problema 3.25, determine la distancia perpendicular desde 
el punto C hasta la lfnea de accidn de la fuerza P. 

3.32 En el problema 3.26, determine la distancia perpendicular desde 
el punto D hasta la lfnea que pasa por los puntos Ay B. 

3.33 En el problema 3.26, determine la distancia perpendicular desde 
el punto C hasta la lfnea que pasa por los puntos A y B 



3.34 Un jardinero desea conectar un tubo hidr&ulico desde el punto 
C, que se encuentra en el cimiento de un invemadero de 30 ft de largo, hasta 
una tuberfa principal que pasa por los puntos Ay B. Determine a) el valor 
de L que minimiza la longitud del tubo hidraulico requerido, b) la longitud 
del tubo requerido. 


3.9. PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES 

El producto escalar de dos vectores P y Q se define eomo el producto 
de las magnitudes de P y Q y el coseno del angulo 6 formado por P 
y Q (figura 3.19). El producto escalar de P y Q se denota mediante 
P ■ Q. Entonces, se escribe 

P • Q = PQ cos 6 (3.24) 

Advierta que la expresi6n recten definida no es un vector sino un es- 
calar , lo cual explica el nombre de producto escalar ; en virtud de la 
notation utilizada, P ■ Q tambi^n se conoce como el producto punto 
de los vectores P y Q. 

A partir de su propia definition, se concluye que el producto es- 
calar de dos vectores es conmutativo , esto es, que 

P • Q = Q • P (3 25) 

Para demostrar que el producto escalar tambien es distributive, se debe 
probar la relation 



Figura 3.19 


P • (Qi + Q 2 ) = P • Qi + P • Q 2 


(3.26) 
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Figure 3.20 


Sin perder la generalidad, se puede suponer que P est£ dirigido a lo 
largo del eje y (figura 3.20). Al denotar por Q la suma de Q x y Q 2 v 
por By el Angulo que forma Q con el eje y, el t6rmino del lado izquierdo 
de (3.26) se expresa de la siguiente forma: 

P • (Qi + Q 2 ) = P • Q = PQ cos By = PQy (3.27) 

donde Q y es la componente y de Q. De manera similar, el termino del 
lado derecho de (3.26) se puede expresar como 


P • Qi + P • Q 2 = P(Ql)y + P(Q2)y (3.28) 

Debido a que Q es la suma de Qi y Q 2 , su componente y debe ser 
igual a la suma de las componentes en y de Qj y Q 2 Por tanto, las ex- 
presiones obtenidas en (3.27) y (3.28) son iguales, con lo que queda 
demostrada la relacidn (3.26). 

En lo concemiente a la tercera propiedad — la propiedad asocia- 
tiva — se debe senalar que no es aplicable a los productos escalares. 
De hecho (P * Q) • S no tiene ningun significado puesto que P • Q no 
es un vector sino un escalar. 

El producto escalar de dos vectores P y Q puede expresarse en 
terminos de las componentes rectangulares de dichos vectores. Des- 
componiendo a P y a Q en sus componentes se escribe primero 

P • Q = (P x i + PJ + P z k) * (Q x i + QJ + Q z k) 

Con el uso de la propiedad distributiva, P • Q se expresa como la suma 
de productos escalares, como P x i • Q x i y P x i • Q. j. Sin embargo, a par- 
tir de la definici6n del producto escalar se concluye que los productos 
escalares de los vectores unitarios son iguales a cero o a uno. 


i • i = 1 j-j = l k ■ k = 1 
i • j = 0 j • k = 0 k • i = 0 

Por tanto, la expresidn obtenida para P • Q se reduce a 


(3.29) 


P • Q = P*Q* + PyQy + P*Q« (3.30) 


En el caso particular, cuando P y Q son iguales 


p • p = p r 2 + p;f + jf = p 2 


(3.31) 


Aplicaciones 

L Angulo formado por dos vectores dados. Consid^rese que 
los dos vectores estan dados en t^rminos de sus componentes: 

P = P x i + PJ + P 2 k 

Q = Q*i + QJ + Qzk 

Para determinar el Angulo formado por estos dos vectores, se 
igualan las expresiones obtenidas para el producto escalar en 
(3.24) y (3.30) y se escribe 

PQ cos B = P X Q X + P y Qy + P Z Q Z 

Resolviendo para cos B , se tiene 


cos B = 


PxQx + PyQy + PzQz 
PQ 


(3.32) 
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2. Proyeccidn de un vector sobre an eje dado. Considdrese 
un vector P que forma un dngulo d con un eje, o lfnea di- 
rigida, OL (figura 3.21). La proyeccidn de P sobre el eje OL 
se define como el escalar 

Pol = P cos 6 (3.33) 

Se observa que la proyeccidn P OL es igual en valor absoluto al 
valor de la longitud del segmento OA; 6sta ser£ positiva si OA 
tiene el mismo sentido que el eje OL , esto es, si 8 es agudo, 
y negativa en caso contrario. Si P y OL forman un Angulo rec- 
to, la proyeccidn de P sobre OL es cero. 

Considere ahora un vector Q dirigido a lo largo de OL con 
el mismo sentido que OL (figura 3.22). El producto escalar de 
P y Q puede expresarse como 


3.10. Producto triple mixto de tres vectores 



Figura 3.21 


P • Q = PQ cos 0 = PolQ 
por lo que se concluye que 

P * Q LQx + PyQy + PzQz 
Pol ~ q = q 


(3.34) 


(3.35) 


En el caso particular, cuando el vector seleccionado a lo largo 
de OL es el vector unitario X (figura 3.23), se escribe 




P k 


(3.36) 


Al descomponer P y X en sus componentes rectangulares y re- 
cordar, de la seccidn 2.12, que las componentes de X a lo lar- 
go de los ejes coordenados son iguales, respectivamente, a los 
cosenos directores de OL, la proyeccidn de P sobre OL se ex- 
presa como 

Pol = P x cos 8 X + P y cos 6 y + P z cos 8 Z (3.37) 

donde 9 X , 8 y y 8 Z representan los Angulos que el eje OL forma 
con los ejes coordenados. 



Figura 3.23 


3 . 10 . PRODUCTO TRIPLE MIXTO DE TRES VECTORES 

Se define al producto triple escalar o producto triple mixto de tres vec- 
tores S, P y Q como la expresidn escalar 

S • (P X Q) (3.38) 


la cual se obtiene formando el producto escalar de S con el producto 
vectorial de P y Q. 1 


*En el eapltulo 15 se presentara otro tipo de producto triple vectorial: el producto triple 
vectorial S x (PXQ) 
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Ftgura 3.25 



Ai producto triple escalar de S, P y Q se le puede dar una inter- 
pretacidn geom6trica simple (figura 3.24). En primer lugar, recuerde 
de la seccidn 3.4 que el vector PxQes perpendicular al piano que 
contiene a P v a Q y que su magnitud es igual al area del paralelogra- 
mo que tiene por lados a P y a Q. Por otro lado, la ecuacion (3.34) in- 
dica que el producto escalar de S y P X Q se puede obtener multipli- 
cando la magnitud de P x Q (esto es, el &rea del paralelogramo definido 
por P y Q) por la proyeccidn de S sobre el vector P X Q (esto es, por 
la proyeccion de S sobre la normal al piano que contiene al paralelo- 
gramo). Por tanto, el producto triple escalar es igual en valor absoluto 
al volumen del paralelepfpedo que tiene por lados a los vectores S, P 
y Q (figura 3.25). Se debe senalar que el signo del producto triple es- 
calar sera positivo si S, P y Q forman una triada a mano derecha, y se- 
ra negativo si estos forman una triada a mano izquierda [esto es, S • (P 
x Q) sera negativo si se observa desde el extremo terminal de S, que 
la rotaci6n que hace a P colineal con Q va en el sentido de las mane- 
cillas del reloj]. El producto triple escalar sera igual a cero si S, P y Q 
son coplanares. 

Como el paralelepfpedo definido en el p£rrafo anterior es inde- 
pendiente del orden en que se tomen los tres vectores, todos los seis 
productos triples escalares que se pueden formar con S, P y Q tendran 
el mismo valor absoluto, pero no el mismo signo. Se puede demostrar 
f&cilmente que 

S • (P X Q) = P ■ (Q x S) = Q • (S X P) ( , 

= -S • (Q x P) = -P • (S x Q) = -Q • (P x S) v 

Ordenando las letras que representan a los tres vectores en un circulo y 
en sentido contrario al movimiento de las maneeillas del reloj (figura 
3.26), se observa que el signo del producto triple escalar permanece inal- 
terado si se pemiutan los vectores en forma tal que estos todavia se pue- 
dan leer en sentido contrario al de las maneeillas del reloj. Se dice que 
una permutacion de este tipo es una permutation circular. Tambi^n, a 
partir de la ecuacirin (3.39) y de la propiedad conmutativa de los pro- 
ductos escalares, se concluye que el producto triple escalar de S, P y Q 
se puede definir tan bien con S * (P x Q) como con (S X P) * Q. 

El producto triple escalar de los vectores S, P y Q puede ser 
expresado en terminos de las componentes rectangulares de estos vec- 
tores. Denotando a P X Q con V y con la fdrmula (3.30) para expre- 
sar el producto escalar de S y V, se escribe 

S • (P x Q) = S • V = S X V X + S,V y + S Z V Z 

Si se sustituyen las componentes de V a partir de las relaciones (3.9), 
se ob tiene 

S • (P x Q) = S x (P y Q z - P z Q y ) + S y (P z Q x - P X Q Z ) 

+ S*(P X Qy - PyQ X ) (3.40) 

Esta expresirin se puede escribir en forma mas compacta si se observa 
que representa la expansidn de un determinante: 


,j. 1 • V 

Sy 

S • (P X Q) - 

P* Py Pz 


Qx Qy Qz 


Aplicando las reglas que gobieman a la permutacion de renglones en 
un determinante, pueden verificarse facilmente las relaciones (3.39) 
que fueron derivadas a partir de consideraciones geometricas. 


3.11. MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO 
A UN EJE DADO 


3.11. Momento de una fuerza con respecto 
a un eje dado 
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Ahora que se ha incrementado el conocimiento del algebra vectorial, se 
puede introducir un nuevo concepto: momento de una fuerza con res- 
pecto a un eje. Consid^rese nuevamente la fuerza F que actua sobre un 
cuerpo rfgido y el momento M 0 de dicha fuerza con respecto a O (figu- 
ra 3.27). Sea OL un eje a trav^s de O; el momento Mql de F con respec- 
to a OL se define como la proyeccidn OC del momento M 0 sobre el eje 
OL. Representando al vector unitario a lo largo de OL como X y recor- 
dando, de las secciones 3.9 y 3.6, respectivamente, las expresiones (3.36) 
y (3.11) obtenidas para la proyeccirin de un vector sobre un eje dado y 
para el momento M 0 de una fuerza F, se escribe 

Mol 58 * ' Mo = X ■ (r * F) (3.42) 



lo cual demuestra que el momento M OL de F con respecto al eje OL 
es el escalar que se obtiene formando el producto triple escalar de X, 
r y F. Expresando a M OL en forma de determinante, se escribe 


Figure 3.27 




Mql 


X 

ft 


A z 

y id? 

Pz 


(3.43) 


donde A x , \ yi \ z = cosenos directores del eje OL 

x, y> z = coordenadas del punto de aplicaci<5n de F 
F x , F y , F z = componentes de la fuerza F 

El significado fisico del momento M OL de una fuerza F con res- 
pecto al eje fijo OL se vuelve m is evidente si se descompone a F en 
dos componentes rectangulares F x y F 2 con F x paralela a OL y F 2 , con- 
tenida en un piano P perpendicular a OL (figura 3.28). En forma simi- 
lar, descomponiendo a r en dos componentes r x y r 2 y sustituyendo a 
F y a r en (3.42), se escribe 



Figure 3.28 


Mol = A * [(r x + r 2 ) X (Fj + F 2 )] 

= X * (r x X F x ) + X • (r x x F 2 ) + X • (r 2 x F x ) + X * (r 2 x F 2 ) 


Con exception del ultimo t^rmino del lado derecho, todos los produc- 
tos triples escalares son iguales a cero, puesto que involucran a vecto- 
res que son coplanares cuando se trazan a partir de un origen comun 
(seccidn 3.10), se tiene 


Mol — X * (r 2 X F 2 ) (3.44) 

El producto vectorial r 2 X F 2 es perpendicular al piano P y represen- 
ta el momento de la componente F 2 de F con respecto al punto Q 
donde OL interseca a P. Por tanto, el escalar M D l> el cual ser& positi- 
vo si r 2 x F 2 y OL tienen el mismo sentido y negativo en caso con- 
trario, mide la tendencia de F 2 a hacer rotar el cuerpo rfgido alrede- 
dor de OL. Como la otra componente F x de F no tiende a hacer rotar 
el cuerpo alrededor de OL, se concluye que el momento M OL de F con 
respecto a OL mide la tendencia de la fuerza F de impartirie al cuer- 
po Hgido un movimiento de rvtacion alrededor del eje fijo OL. 
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Figure 3.29 


A partir de la definicidn del momenta de una fuerza con respecto a 
un eje, se concluye que el momenta de F con respecto a un eje coorde- 
nado es igual a la componente de M 0 a lo largo de dicho eje. Al sustituir 
X de manera sucesiva en la ecuacion (3.42) por cada uno de los vectores 
unitarios i, j y k, se observa que las expresiones asi obtenidas para los 
momentos de F con respecto a los ejes coordenados son iguales, respec- 
tivamente, a las expresiones obtenidas en la secci6n 3.8 para las compo- 
nentes del momenta M 0 de F con respecto a O. 

M r m. yF % - zF y 

M y =zF t ~ xF z (3.18) 

M z «=- *F y ~ yF x 

Se aprecia que de la misma forma que las componentes F x , F y y F s de 
una fuerza F que actua sobre un cuerpo ngido miden, respectivamen- 
te, la tendencia de F a mover el cuerpo rfgido en las direcciones de x, 
y y z, los momentos M x> M y y M z de F con respecto a los ejes coorde- 
nados miden, respectivamente, la tendencia de F a impartirle al cuer- 
po ngido un movimiento de rotacidn alrededor de los ejes x, y y z. 

En general, el momenta de una fuerza F aplicada en A con res- 
pecto a un eje que no pas a a traves del origen, se obtiene seleccionan- 
do un punto arbitrario B sobre dicho eje (figura 3.29) y determinando 
la proyeccion sobre el eje BL del momenta M B de F con respecto a B. 
Entonces, se escribe 


Mbl ** ^ * Mg X • (r^i/g x F) (3.45) 

donde r A / B = v A — r B representa al vector trazado desde B hasta A. 
* Expresando a M BL en forma de determinante, se tiene 


Mgc * 

K 

%A/B 

yA/B 

K 

*A/B 


K 

F 

r y 



(3.46) 


donde A x , A y , A z = cosenos directores del eje BL 

X A/B — X A ~ X B yA/B = yA~ Vb *A/B ~ z A ~ z B 
F xy F y , F z = componentes de la fuerza F 

Se debe observar que el resultado obtenido es independiente del pun- 
to B seleccionado sobre el eje dado. De hecho, denotando con Mcl el 
resultado obtenido con un punto C diferente, se tiene 

Mcl = ^ * [( r A “ r c) x F] 

= X • [(r A - r B ) x F] + X • [(r* - r c ) x F] 

Pero como los vectores Xy r B - rc son .colineales, e l volumen del pa- 
ralelepipedo que tiene por lados a los vectores X, r B -r c yF es igual 
a cero, al igual que el producto triple escalar de dichos vectores (sec- 
ci6n 3.10). Entonces, la expresidn obtemda para Mcl se reduce a su 
primer t£rmino, el cual es la expresidn empleada anteriormente para 
definir a M BL . De manera adicional, a partir de la seccidn 3.6 se con- 
cluye que cuando se calcula el momenta de F con respecto a un eje da- 
do, A puede ser cualquier punto a lo largo de la llnea de acci6n de F. 



PROBLEMA RESUELTO 3.5 

Sobre el cubo de lado a actua una fuerza P, como se muestra en la figura. 
Determine el momento de P: a) con respecto a A, b ) con respecto a la arista 
AB y c) con respecto a la diagonal AG del cubo; d) con el resultado del in- 
ciso c), determine la distancia perpendicular entre AG y FC. 


D 



D 



D 



SOLUClbN 

a) Momento con respecto a A. Al seleccionar los^ejes x, y y s como 
se muestra en la figura, la fuerza P y el vector r F / A = AF , trazado desde A 
hasta el punto de aplicaci6n F de P, se descomponen en sus componentes 
rectangulares. 

F/.’/a = ai - aj = a( i - j) 

P = (P/V 2)j - (P/V2)k = (P/V2)(j - k) 

El momento de P con respecto a A es igual a 

M a = r r/A X P = a(i - j) x (P/V2)(j - k) 

Ma — (wP/ V2)(i + j 1 k) ^ 


b) Momento con respecto a AB. 
escribe 


Proyectando a M A sobre AB, se 


M AB = i ■ = i • (rtP/V2)(i + j +• k) 

\i Ali = aPfy/i < 

Se verifica que, como AB es paralela al eje x, M AB tambfcm es la compo- 
nente del momento M A . 

c) Momento con respecto a la diagonal AG. El momento de P 
con respecto a AG se obtiene proyectando a M A sobre AG. Denotando con 
A el vector unitario a lo largo de AG, se tiene 
AG ai ~ a\ — aV , 

X = AG = ‘ fl V3 = (1/V5Xi “ j “ k) 

M ac = \M a = (1/V3)(i - j - k) • («P/V2)(i + j + k) 

M ac = («P/V6)(1 - 1 - 1) Mm: = “flP/V 6 ◄ 

Metodo altemativo. El momento de P con respecto a AG tambien 
se puede exp res ar en forma de determinante: 


M ac = 


K 

\y 



1/V3 -1/V3 

-1/V3 

X f‘/A 

F, 

9 f/a 

Fy 

■Zp/A 


a —a 

0 P/V 2 

0 

-P/V 2 


= -aP/V6 


d) Distancia perpendicular entre AG v FC. Primero se observa 
que P es perpendicular a la diagonal AG. Esto se puede comprobar con el 
producto escalart P • A y verificar que dicho producto es igual a cero: 

P * A = (P/V2)(j - k) • (1/V3)(i - j - k) = (PV6)(0 - 1 + 1) = 0 

Entonces, el momento M A c puede ser expresado como -Pd, donde d es la 
distancia perpendicular desde AG hasta FC. (El signo negativo se usa puesto 
que para un observador ubicado en G, la rotaci6n im parti da al cubo por P 
tiene el sentido del movimiento de las manecillas del reloj.) Recordando el 
valor encontrado para M A q en el inciso 6'), se tiene 

M ag = -Pd = -aP/V6 d = rt/Vfi ◄ 


RESOLUTION DE PROBLEMAS 
EN FORMA I N DE P END I E N T E 


En los problemas correspondicntes a esta seccion, sc aplicara el producto escalar 
o producto punto de dos vectores para determinar el dngulo formado por dos vec- 
tored dados y para determinar la proijeccwn de unafuerza sobre un eje dado . Tam- 
ilian se utilizara el producto triple escalar de tres vectores para encontrar el me- 
mento de una fuerza con respecto a un eje dado y para determinar la distancia 
perpendicular entre dos Itneas. 


1. Cdlculo del dngulo formado por dos vectores dados. Primero se expresa 
cada uno de los vectores en terminos de sns componentcs y se deterrninan las mag- 
nitudes de los dos vectores. Despues, se obtiene el coscno del angulo buscado con 
la division del producto escalar de los dos vectores entre el producto de sus respec- 
tive magnitudes [ecuacion (3.32)]. 

2. Cdlculo de la proyeecion de un vector P sobre tin eje dado OL, En ge- 
neral, sc corriienza con la expresion en terminos de sus cornponentes de P y del 
vector unitario X que define la direccidn del eje. Sc debe tener euidado de que X 
tenga el sentido correeto (esto es, de que X este dirigido desde O hasta L). Enton- 
ces, la proyeecion buscada es igual al producto escalar P • X. Sin embargo, si se co- 
noce cl angulo 0 que forman P v X, la proyeecion tambien se puede calcular como 
P cos 0. 

3. Determinacion del momenta de una fuerza con respecto a un eje 

dado OL. Se definio a M OL como 

Mol = X • M c) = X • (r x F) (3.42) 

donde X es el vector unitario a lo largo de OL v r es el vector de posicion desde ami- 
quier punto sobre la Imea OL hasta cualquier punto sobre la line a de aceion de F. 
Como fue el caso para el momento de una fuerza con respecto a un punto, elegir el 
vector de posicion mas conveniente simplificara los calculos. Ademas, tambien sc de- 
be recordar la advertencia de la lection anterior: los vectores r y F deben tenor el 
sentido correeto y scr colocados en la formula en el orden apropiado. El procedi - 
mien to que se debe seguir cuando se calcula cl momento de una fuerza con respec- 
to a un eje se ilustra en el inciso c) del problema resuelto 3.5. Los dos pasos esencia- 
les en este procedimiento son: expresar primero a X. r y F en terminos de sus com- 
porientes rectangulares para despues evaluar el producto triple escalar X ■ (r x F) 
con el fin de determinar el momento con respecto al eje. En la maypria de los pro- 
blemas tridimensionales, la forma m£s conveniente para calcular el producto triple 
escalar es emplear un determinante. 

Como se menciono anteriormente, cuando X esta dirigido a lo largo de uno de los 
ejes coordenados, M OL es igual al componente escalar de M 0 a lo largo de ese eje. 
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4 . Determinacion de la distancia perpendicular entre dos tineas . Se debe 
recordar que la componente perpendicular F 2 de la fuerza F es la que tiende a lia- 
cer que el cuerpo ngido gire alrededor de uri eje dado OL (figura 3.28). Entrances se 
concluye que 

M ol * M 

donde M OL es el momento de F alrededor del eje OL v d es la distancia perpen- 
dicular entre OL y la linea de accion dc F. Esta ultima ecuacion proporciona una tec- 
nica simple para detemninar d. Primero, supongase que la fuerza F de magnitud cono- 
cida F se encuentra a lo largo de una de las lineas dadas y que el vector unitario X se 
ubica a lo largo de la otra linea. Despues, calcule el momento M ofj de la fuerza F con 
respecto a la segunda linea con el metodo que se presento en los parrafos anteriores. 
La magnitud de la componente paralela de F, F\ se obtiene utilizando el producto es- 
calar: 

Fj = F-X 

El valor de F 2 se determina a partir de 

F-2 = V/'’ 2 - 

For ultimo, se sustituyen los valorcs de Mql v F 2 en la ecuaci(3n Mql = F 2 d y se re- 
suelve para d. 

Ahora se puede comprender que el cdlculo de la distancia perpendicular en el inci- 
se d ) del problema resuelto 3.5 sc simplified debido a que P era perpendicular a la 
diagonal AG. Como, en general, las dos lineas dadas no seran perpendicularcs, la tec- 
nica recidn descrita se debe emplear cuando se desee determinar la distancia per- 
pendicular entre ellas. 


Problemas 



3.35 Dados los vectored P = — 4i -h 8j — 3k, Q = 9i — j — 7k. v 
S = 5i — 6j + 2k, encuentre los productos cscalares P • Q, P • S y Q 1 S. 

3.36 Obtenga los productos escalares B*C y B -C, doude B = B', 
v utilice los resultados ohtonidos para demostrar la identidad 

cos a cos = 2 cos (a + /3) + ^ cos (a — j3). 

3.37 Se utili/an tros cables para sostener un contenedor como se m nos- 
tra en la figura. Determine el angulo fornuido por los cables AB v AD. 




ft 


Figura P3.39 y P3.40 


3.38 Para sostener un contenedor, como se in nest ra en la figura, se 
utilizan tres cables. Determine el angulo fonnado por los cables AC y AD. 

3.39 Los clementos AB, BC v CD del marco de acero mostrado en la 
figura estan unidos en B v C, asegurados modi ante los cables EF y EG. Si E 
es el punto medio de BC y la tension en el cable EF os de 110 lb, determine 
a) el angulo entre EF y el elemento BC, b) la proyeccidn sobre BC de la 
fuerza ejercida por el cable EF en el punto E. 

3.40 IjO s elementos AB, BC y CD del marco de acero mostrado en la 
figura estan unidos en B y C, asegurados mediante los cables EF v EG. Si E 
es el punto medio de BC y la tensidn en el cable EG es de 178 lb, determine 
a) el angulo entre EG v el elemento BC, b) la proveccidn sobre BC de la 
fuerza ejercida por el cable EG en el punto E. 
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3.41 En la figura se muestra un mastil y parte dc los aparejos de un 
velcro. Los elementos CD y EF perteneeen al mis mo piano, CD tiene lon- 
gitud de 7.5 m y forma un itngulo de 45° con una tinea vertical que pasa por 
C. Si cuando 0 = 15° la tension en la cuerda AB es de 230 N, determine 
a) el jingulo entre his cuerdas AB v BD , b) la proyeccidn sohre BD de la f'uer- 
za ejcrcida por la cuerda AB en el punto B. 

3.42 En la figura se muestra un mdstil v parte de los aparejos de un 
velero. Los elementos CD v EF perteneeen al mismo piano, CD tiene lon- 
gitud de 7.5 m y forma un dngulo de 45° con una tinea vertical que pasa por 
C. Si cuando 0 = 10° a tension en la cuerda BD es de 250 N, determine 
a) el iingulo entre la cuerda BD v el arpon CD, b) la proveccion sob re CD 
de la fuerza ejercida por la cuerda BD en el punto D. 

3.43 Determine el volumen del paralelepipedo de la figura 3.25 si 
a) P = (3 in.)i — (4 in.)j + (1 in.)k, Q = -(7 in . )i -I- (6 in.)j — (8 in.)k v 
S = (9 in.)i — (2 in.)j — (3 in.)k, h) P = -(5 in.)i — (7 in.)j -I- (4 in.)k, Q = 
(6 in. )i — (2 in.)j +■ {5 in.)k, y S = —(4 in.)i + (8 in.)j — (9 in.)k. 

3.44 Dados los vectores P = -3i — 7j 4- 5k, Q = — 2i + j - 4k y 
S = 8i + S ( j — 6k, determine el valor de S tJ para el que los tres vectores son 
coplan ares. 

3.45 La plataforma rectangular tiene bisagras en A y B v se sostiene 
mediante un cable que pasa, sin friccion, por un gancho colocado en E. Si la 
tensi6n en el cable es de 1 '349 N, determine el momento de la fuerza ejer- 
cida por el cable en C respecto a cada uno de los cjes coordenados. 
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► 3.46 La plataforma rectangular tiene bisagras en A y B v se sostiene 

mediante un cable que pasa, sin friccion, por un gancho colocado en E. Si la 
tension en el cable es de 1 349 N, determine el momento de la fuerza ejer- 
cida por el cable en D respecto a cada uno de los ejes coordenados. 

3.47 Una cerca consiste en postes de madera v un cable de acero su- 
jeto a cada poste y anclado al suelo en los puntos A y D. Si la suma de mo- 
ment os, respecto al eje z, de las fuerzas ejercidas por el cable sob re los pos- 
tes ubicados en B v C es de —48 lb • ft, determine la magnitnd de T C d cuando 
Tba = 14 lb. 

3.48 Una cerca consiste en postes de madera y un cable de acero su- 
jeto a cada poste y anclado al suelo en los puntos A v D. Si la suma de mo- 
men tos, respecto al eje y, de las fuerzas ejercidas por el cable sob re los pos- 
tes ubicados en B v C es de 156 lb • ft, determine la magnitnd de T BA cuando 



Figura P3.41 y P3.42 


V 



Figura P3.47 y P3.48 
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3.49 Una fuerza P se aplica a la palanca de un toniillo de pres ion. Si P 
pertenece a un piano paralelo al piano ijz y M x = 26 N • in 
y M- = -4N • m, determine la inagnitud de P y los valores de 4> y 0 


M,, = -23 N • m 



Figura P3.49 y P3.50 


3.50 Una fuerza P se aplica a la palanca de un toniillo de pres ion. Si 
P pertenece a un piano paralelo al piano yz y M tJ = — 20 N ■ rn y M z = —3.5 
N • in, determine el momento de M x de P respecto al eje x cuando 0 = 60 °. 

3.51 El poste utilitario BC est«l retenido por el cable AB como se mues- 
tra en la figura. Si la inagnitud de la fuerza ejercida por el enable en B es de 
70 lb, v el momento de esa fuer/a respecto al eje x es de —763 lb * ft, deter- 
mine la longitud del poste. 



3.52 El poste utilitario BC esta retenido por el cable AB como se in lies - 
tra en la figura. Si los momentos de la fuerza ejercida por el cable en el punto 
B respecto a los ejes x v z son, respectivamente, de —900 lb • ft y —315 lb • 
ft. determine la longitud del poste. 
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3.53 El. marco ACD est<i articulado en A y D y se sostiene mediantc 
uii cable, el cual pasa por un anillo coloeado en B y esta uni do a ganchos en 
G v H. Si la tension en el cable es de 1 125 N, determine el momento, res- 
pecto a la diagonal AD, de la fuerza ejercida sobre el marco por el tramo B1I 
del cable. 

3.54 El marco ACD estii articulado en A y D y se sostiene mediante 
un cable, el cual pasa por un anillo coloeado en B y esta unido a ganchos en 
G v H. Si la tension en el cable es de 1 125 N, determine el momento, res- 
pecto a la diagonal AD, de la fuerza ejercida sobre el marco por el tramo BG 
del cable. 

3.55 La section ABCD de una pasarela inclinada en voladizo mide 2.4 
m de ancho y esta parcialmente sostenida por los elementos EF y GH. Si la 
fuerza compresiva ejercida por el elemento EF sobre la pasarela en el pun- 
to F es de 24.3 kN, determine el momento de esa fuerza respeeto al horde 
AD. 



Figura P3.55 y P3.56 



3.56 La seecidn ABCD de una pasarela inclinada en voladizo mide 2.4 
m de ancho y esta parcialmente sostenida por los elementos EF v GH. Si la 
fuerza compresiva ejercida por el elemento GH sobre la pasarela en el pun- 
to H es de 21.3 kN, determine el momento de esa fuerza respeeto al horde 
AD. 


3.57 Un tetraedro rectangular tiene seis lados de longitud a. Si una 
fuerza P se aplica a lo largo del horde BC como indica la figura, determine 
el momento de la fuerza P respeeto al horde OA. 

3.58 Un tetraedro rectangular tiene seis lados de longitud a. a) De- 
muestre que dos hordes opuestos, como OA y BC, son niutuamente peq)en- 
diculares. h) Use esta propiedad y el resultado obtenido en el problema 3.57 
para determinar la distancia perpendicular entre los hordes OA y BC. 
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sula ABCD y lo sostienen los cables EF, EG y EH. Si la fuerza ejercida por 
el cable EF on el punto E es de 29.7 lb, determine el memento de esa fuerza 
respecto a la linea que une los pantos Del. 



Figura P3.59 y P3.60 


3.60 Un rn&stil se monta sobre el techo de una casa usando la men- 
sula ABCD y lo sostienen los cables EF, EG y EH. Si la fuerza ejercida por 
el cable EG en E es de 24.6 lb, determine el moniento de esa fuerza respecto 
a la linea que une los puntos Del 

3.61 Dos fuerzas Fi v F 2 en el cspacio tienen la misma magnitud F. 
Demuestre que el momento de F, respecto a la linea de accidn de F 2 es 
igual al momento de Fo respecto a la linea de accion de F]. 

*3.62 En el problema 3.53, determine la distancia perpendicular en- 
tre el tramo BH del cable v la diagonal AD. 

* 3.63 En el problema 3.54, determine la distancia perpendicular en- 
tre el tramo BG del cable v la diagonal AD 

*3.64 En el problema 3.59, determine la distancia perpendicular en- 
tre el cable EF y la linea que une los puntos Del. 

*3.65 En el problema 3.60, determine la distancia perpendicular en- 
tre el cable EG y la linea que une los puntos Del. 

*3.66 En el problema 3.55, determine la distancia perpendicular en- 
tre el elemento EF y el borde AD de la pasarela. 

*3.67 En el problema 3.56, determine la distancia perpendicular en- 
tre el elemento GH y el borde AD de la pasarela. 
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Se dice quc dos fuerzas F y — F que tienen la misma magnitude tineas 
de action paralelas y sentidos opuestos forman un par (figura 3.30). 
Obviainente, la sunia de las componentes de las dos fuerzas en cual- 
quier direccidn es igual a cero. Sin embargo, la suma de los momen- 
tos de las dos fuerzas con respecto a un punto dado no es cero. Aun- 
que las dos fuerzas no originaran una traslacion del cuerpo sobre 
cl que cstan actuando, estas si tenderan a hacerlo rotar. 

Al representar con r A y r H , respectivamente, a los vectores de po- 
sition de los puntos de aplicacion de F y — F (figura 3.31), se encuen- 
tra que la suma de los momentos de las dos fuerzas con respecto a O es 

r A X F + r K X (-F) = (r, x - r B ) X F 

Si se define r A — r B = r, donde r es el vector que une los puntos de 
aplicacion de las dos fuerzas, se concluye que la suma de los momen- 
tos de F y — F, con respecto a O, esta representado por el vector 

M = rXF (3.47) 

El vector M se conoce como el momento del par; se trata de un vec- 
tor perpendicular al piano que contiene las dos fuerzas y su magnitud 
esta dad a por 


A# = rF sen 0 = Fd (3.48) 

donde d es la distancia perpendicular entre las lmeas de action de F 
y — F. El sentido de M esta definido por la regia de la mano derecha. 

Como el vector r en (3.47) es independientc de la eleccion del ori- 
gen O de los ejes coordenados, sc observa que se obtendrfa el mismo 
resultado si los momentos de F v — F se hubieran calculado con res- 
pecto a un punto O'. Por tanto, el momento M de un par es un vec- 
tor libre (seecion 2.3) que puede ser aplicado en cualcjuier punto (fi- 
gura 3.32). 

A parti r de la definicion del momento de un par tambien se con- 
cluye que dos pares, uno constituido por las fuerzas F^ y — F A , y el otro 
constituido por las fuerzas F 2 y — F 2 (figura 3.33) tendran momentos 
iguales si 

Fidi = F 2 d 2 (3.49) 

v si los dos pares se encuentran en pianos paralelos (o en el mismo pia- 
no) y tienen el mismo sentido. 


r 



Figura 3.33 




Figura 3.31 




Fotografia 3.1 Las fuerzas paralelas de 
igual magnitud ejercidas hacia arriba y 
hacia abajo sobre los brazos de la cruceta, 
son ejemplo de un par. 
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de fuerza 

La figura 3.34 muestra tres pares quo actiian de manera sucesiva sobre 
la misma caja rectangular. Como se vio en la seccion anterior, el unico 
movimiento que un par le puede impartir a un cuerpo rigido es una ro- 
tation. Como cada uno de los tres pares mostrados tiene el misirio mo- 
mento M (la misma direction y la misma magnitud M = 120 lb • in.), se 
puede esperar que los tres pares tengan el rnisrno efecto sobre la caja. 



Figura 3.34 

Por mas razonable que parezca esta conclusion, no debe aceptarse 
de inmediato. Aunque la intuicion cs de gran avuda en el estudio de la 
mecanica, no debe ser aceptada como un sustituto del razonamiento 16- 
gico. Antes de establccer que dos sistemas (o gmpos) dc fuerzas tienen 
el mismo efecto sobre un cuerpo rigido, esto debe demostrarse con ba- 
se en la cvidencia experimental (]ue se ha presentado hasta este momen- 
to. Esta evidencia consiste en la ley del paralelogramo para la suma de 
dos fuerzas (seccion 2.2) y en el principio de transmisibilidad (seccion 
3.3). Por tanto, se establecera que dos sistemas de fuerzas equivalentes 
(esto es, que dichos sistemas tienen el mismo efecto sobre un cueq )0 ri- 
gido) si pueden transformer a uno de ellos en el otro por medio de una 
o varias de las siguientes operaciones: 1 ) reemplazar dos fuerzas que ac- 
tiian sobre la misma partieula por su resultante, 2) descomponer a una 
fuerza en dos componcntes, 3) cancelar dos fuerzas iguales y opuestas 
que actiian sobre la misma partieula, 4) unir a la misma partieula dos 
fuerzas iguales y opuestas y 5) mover una fuerza a lo largo de su linea de 
action. Cada una de estas operaciones se justifica facilmente con base 
en la ley del paralelogramo o en el principio de transmisibilidad. 

Ahora se precede a demostrar que das pares que tienen el mismo 
momenta M .son equivalentes. Primero se consideran dos pares conte- 
uidos en el mismo piano y se supone quo dicho piano coincide con el 
piano de la figura (figura 3.35). El primer par esta constituido por las 
fuerzas F| y — Fj de magnitud Fi, las cuales estan localizadas a una 
distancia d\ entre sf (figura 3.35n), y el segundo par esta constituido 
por las fuerzas F 2 v — F 2 de magnitud F 2 , localizadas a una distancia 
d 2 entre si (figura 3.35r/). Como los dos pares tienen el mismo momen- 
to M, que es perpendicular al piano de la figura, am bos pares deben 
tener el mismo sentido (el cual se ha supuesto contrario al movimien- 
to dc las manecillas del reloj) y la relacion 

F { di = F^2 (3.49) 


debe ser satisfecha. Para comprobar que los dos pares son equivalentes, 
se debe demostrar que el primer par puede ser transformado en el se- 
gundo por medio de las operaciones enumeradas con anterioridad. 


(l) 

Figure 3.35 


b) 


c) 


Al representar con A, C v D los puutos de intersection de las If- 
ne&s de action de los dos pares, se deslizan primero las fnerzas Fj v 
— Fi hasta que esttii unidas, respectivamente, a A y B, como se nmes- 
tra en la figura 3.35 b. Entonces, la fnerza Fj se descompone en una 
componente P a lo largo de la lfnea AB v una componente Q a lo lar- 
go de AC (figura 3.35c); sirnilannente, la fuerza — F| se descompone 
en — P a lo largo de AB v en — Q a lo largo de BD. Las fuerzas P v — P 
tienen la in ism a magnitud, la misma lfnea dc accion v sen tides opnes- 
tos; talcs fuerzas pueden moverse a lo largo de su lfnea de accion co- 
irnin hasta aparecer aplicadas en cl mis mo punto para que, entonces, 
puedan ser canceladas. Por tanto, el par form ado por F] y — Fj se re- 
duce al par constituido por Q y — Q. 

A continuaci6n se compnieba que las fuerzas Q y — Q son iguales, 
respectivamente, a las fuerzas — F 2 v F 2 . El inomento del par formado 
por Q v — Q puede obtenerse ealculando cl momento de Q con respec- 
to a B; en forma similar, el momento del par formado por Fj y — Fj es 
el momento de F i con respecto a B. Pero, por el teoroma de Varignon, 
el momento de ¥i es igual a la suma de los momentos de sus cornpo- 
nentes P y Q. Como el momento de P coil respecto a B es igual a ce- 
ro, el momento del par formado por Q y — Q debe ser igual al momen- 
to del par formado por F| v — F A . Recordando (3.49), se escribe 

<^)r/ 2 — F\d\ — F 2^2 y Q = b 2 

Por tanto, las fuerzas Q v — Q son iguales, respectivamente, a las fuer- 
zas — F 2 y F 2 , y el par de la figura 3.35 a es equivalente al par de la fi- 
gura 3.35 d. 

Con side re ahora dos pares contenidos en pianos paralelos Pj y P 2 ; a 
continuation se dernostrara que dichos pares son equivalentes si tienen 
el mis mo momento. En virtud de lo que se ha presentado hasta ahora, se 
puede suponer que am bos pares estan const itui dos por fuerzas que tie- 
nen la misma magnitud F y que actiian a lo largo de lmeas paralelas (fi- 
gura 3.36 a v d). Se pretende demostrar que el par contenido en el piano 
P i puede ser transform ado en el par contenido en el piano P 2 por medio 
de his ope raci ones estandar que va se mencionaron. 

Considere dos pianos definidos, respectivamente, por las lfneas de 
acci6n de Fi y — F 2 y por las lmeas de accion de — Fi y F 2 (figura 3.36 b). 
En un punto sobre la lfnea de intersection de los dos pianos se unen 
dos fuerzas F.j y — F 3 , que son iguales, respectivamente, a F| y — F[. 
El par formado por Fj y — F 3 puede ser reemplazado por un par cons- 
tituido por F ;3 y — F 2 (figura 3.36c) puesto que, obviamente, ainbos pa- 
res tienen el mismo momento y estan contenidos en el mismo piano. 
En forma analoga, el par formado por -Fj v F 3 puede ser reemplaza- 
do por un par constituido por— F 3 y F 2 . Cancel ando las dos fuerzas igua- 







Figura 3.36 
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b) 

Figura 3.37 


les y opuestas F 3 y — F 3 , se obtiene el par deseado en el piano P 2 (fi- 
gura 3.36 d). En este sentido, se concluye que dos pares que tienen el 
mismo momento M son equivalentes si estan contenidos en el mismo 
piano o en pianos paralelos. 

La propiedad que se acaba do establecer es muy importante para 
entender correctamente la mec&nica de los cuerpos rigidos. Esta pro- 
piedad indica que cuando un par actua sobre un cuerpo rfgido, es irre- 
levante dondc actuan las dos fuerzas (pie forman al par o cuales son la 
magnitud y la direccion que esas fuerzas tienen. Lo unico que importa 
es cl momenta del par (su magnitud v direction). Los pares eon el mis- 
mo momento tewlr&n el mismo efecto sobre el cuerpo rigido. 

3.14. ADICION O SUMA DE PARES 

Considere dos pianos P\ y P 2 quo se intersecan y dos pares (pie actuan, 
respectivamente, en Pj y P 2 . Se puede suponer, sin perder la genera- 
lidad, que el par en P i consta de dos fuerzas F, y — perpendicula- 
res a la linea de interseccidn de los dos pianos v que actuan, respecti- 
vamente, en A y B (figura 3.31a). En forma similar, se supone que el 
par en P 2 consta de dos fuerzas F 2 y -F 2 perpendiculares a AB v que 
actuan, respectivamente, en A v B. Es obvio que la resultante R dc 
y F 2 y la resultante — R de — Fj y — F 2 forman un par. Si se represen- 
ta con r el vector que une a B con A v si recordamos la definition dc 
par (section 3.12), el momento M del par resultante queda expresado 
como sigue: 

M = r x R = r X (F, + F 2 ) 
y, por el tcorema de Varignon, 

M = r x F, + r x F 2 

Pero el primer termino en la expresion obtenida representa al momento 
Mj del par en Pj v el segundo termino representa al momento M 2 del 
par en P 2 - Asi se tiene 

M = Mi + M 2 (3.50) 

y se concluye que la suma dc dos pares cuyos momentos son igiuilcs a 
Mi y M 2 es un par dc momento M igual a la suma vectorial de Mi v 
M 2 (figura 3.376). 


3.15. LOS PARES PUEDEN REPRESENTARSE 
POR MEDIO DE VECTORES 

Como se vio en la seccidn 3.13, los pares que tienen el mismo momen- 
to, sin importar si actuan en cl mismo piano o en pianos paralelos, son 
equivalentes. Por tanto, no hay necesidad de dibujar las fuerzas que en 
realidad forman un par dado con el propdsito de definir el efecto que 
dicho par tiene sobre un cuerpo rigido (figura 3.38«). Es suficientc di- 
bujar una flecha igual en magnitud y direccidn al momento M del par 
(figura 3.38 b). Por otra parte, en la seccidn 3.14 quedo expresado que 
la suma de dos pares es otro par y que el momento M del par resul- 
tante puede obtenerse mediante la suma vectorial los momentos M] y 
M 2 , de los pares dados. Por consiguiente, los pares obedecen la ley pa- 
ra la adieion de vectores y la flecha usada en la figura 3.386 para re- 
presentar al par definido en la figura 3.38rt puede considerarse como 
un vector verdadero. 


3.16. Descomposicion de una fuerza dada ill 
en una fuerza en O y un par 
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Figura 3.38 


El vector que represents un par recibe el nombre de vector de par . 
Observcsc que en la figura 3.38 se us6 una flecha roja para distiaguir id 
vector de par. la ami representa al par rnismo, del momenta del par, que 
se represento con una flecha verde en figures anteriores. Ndtese tam- 
bi<5n que se ha agregado el simbolo a esta (lecha roja con el fin de evi- 
tar cualquier confusion con Ios vectores que representan fuerzas. El vec- 
tor de par, como el momento de un par, es un vector libre. Por tanto, su 
punto de aplicacion puede ser elegido en el origan del sistema de coor- 
denadas si asi se desea (figura 3.38c). Adem&s, el vector del momento M 
se puede dcscomponer en componentes vectoriales M v , M v v M , las 
cuales estdn (lirigidas a lo largo de los ejes eoordenados (figura 3.38 d). 
Esas componentes vectoriales representan pares (jue actuan, respecti- 
vamente, en los pianos yz, zx y xtj. 

3.16. DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA DADA 
EN UNA FUERZA EN O Y UN PAR 

Considere una fuerza F que actua sobre un cuerpo rigido en un pun- 
to A delmido por el vector de posicion r (figura 3.39«). Suponga (pie 
por alguna razdn se quiere que la fuerza aetue en el punto O. Aunque 
F se puede mover a Io largo de su Unea de accidn (principio de trans- 
mi sibil idad), no es posible moverla al punto O. que no se encuentra 
sobre la linea de accidn original de la fuerza, sin modifiear el cfecto 
que F tiene sobre el cuerpo rigido. 



Figura 3.39 


Sin embargo, pueden unirse dos fuerzas al punto O , una igual a F 
v otra igual a -F, sin modifiear el efecto que la fuerza original tiene so- 
bre el cuerpo rigido (figura 3.39b). Como una consecuencia de esta 
trarisformaddn, aliora una fuerza F se aplica en O; las otras dos fuerzas 
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Figura 3.39 ( repetida ) 


forman un par con un rnornento M 0 = rxF. Por tanto, cuolquier fuer- 
za F (fue actue sobre un cuerpo rigido puede ser trasladada a un punto 
arbitrario Osiempre y cuando se agregue un parcuyo momenta sea igual 
(d momenta de F con respecto a O. El par tiendc a impartirle al cueq)o 
rigido cl mismo movimiento de rotation alrededor de O que la fuerza F 
ocasionaba antes de que fuera trasladada al punto O. El par se represen- 
ta por el vector de par M 0 que es perpendicular al piano que contienc 
a r y a F. Como M 0 es un vector lib re, puede ser aplicado en cualquier 
lugar; sin embargo, por conveniencia, usualmente el vector de par se fi- 
ja en O, junto con F, y se hace rcfcrcncia a la combination obtenida co- 
mo un sistema fuerza-par (figura 3.39c). 

Si la fuerza F se hubiera trasladado del punto /V a un punto diferen- 
tc O' (figura 3.40 a y c), se tendrfa que calcular el rnornento M ( y = r' 
x F de F con respecto a O' y se hubiera fijado a O' un nuevo sistema 
fuerza-par constituido por F y por cl vector de par M ( y. La relation que 
existe entre los momentos de F con respecto a O v a O’ se obtiene 

M< r = r' xF=(r + s)xF = rxF + sxF 

M o' — Mo + s x F (3.51) 


donde s cs cl vector quo une a O' eon O. De esta man era, el rnornento 
M o' de F con respecto a O' se obtiene sum an dole al rnornento M 0 de 
F con respecto a O el producto vectonal s x F que represen ta el mo- 
rn onto con respecto a O' de la fuerza F aplicada en O. 



Figura 3.40 
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Fotografia 3.2 

La fuerza ejercida por cada mano 

sobre la Have puede reemplazarse por un sistema 

equivalente fuerza-par que actua sobre la tuerca. 


Este resultado tarnbien pudo obtenerse obsen ando (pie, para tras- 
ladar a O’ al sistema fuerza-par unido a O (figura 3.40b v c), el vector 
dc par Mo se puede mover librementc a O'; sin embargo, para mover 
la fuerza F de O a O' es necesario agregarle a F un vector de par cuyo 
rnornento sea igual al rnornento con respecto a O’ de la fuerza F apli- 
cada en O. Por tanto, el vector de par M 0 ' debe ser igual a la sum a de 
M 0 y el vector s x F. 

Como ya se ha mencionado, el sistema fuerza-par obtenido a parti r 
de trasladar una fuerza F de un punto A a un punto O consta de un vec- 
tor de fuerza F y de un vector de par M 0 perpendicular a F. Por el con- 
trario, cualquier sistema fuerza-par que conste de una fuerza F y de un 
vector de par M 0 que sean mutuamente perpendiculares , puede ser 
reemplazado por una sola fuerza equivalente. Esto se lleva a cabo mo- 
viendo la fuerza F en el piano perpendicular a M n hasta que su momen- 
to con respecto a O sea igual al rnornento del par que se desea eliminar. 



■■I 




9 in. 


PROBLEMA RESUELTO 3.6 


Determine las componentes del par simple que es equivalent© a los dos pa- 
res inostrados. 


20 lh 


B in. 

nxw lb 


O 20 lb 


30 lb, 


Oin 


SOLUCION 


V 20 II* 


Los calculos se simplificaran si se lijan on A dos fuerzas de 20 lb iguales v 
opuestas. Esto permitird reetnplazar al par original de his fuerzas de 20 lb 
por dos nuevos pares originados por fuerzas de 20 lb, uno de los cuales se 
encuentra en el piano zx; el otro se encuentra en un piano paralelo al piano 

xt/. Los tres pares mostrados en el croquis adjunto pueden ser representados 

por tres vectores de par M v , M, y y dirigidos a lo largo de los ejes coorde- 
nados. Ix>s mementos corrcspondientes son 


9 in. 




M, = -(30 lb)(18 in.) = -540 lb • in. 
M,j = +(20 lli)( 12 in.) = +240 lb • in. 
M. = +(20 lb)(9 in.) = +180 lb • ill. 


VI, ■» * 1240 llrin ' j I 


Estos tres momentos representan las componentes del par simple M, equi- 
valente a los pares dados. Asi, se escribe 


M ,* - 1 540 lb*iiv I ( 


M - — 1 541) lb m.)i - (240 lb • in.)j + (ISO lb ■ in.'k ^ 


ML = + (ISO !b*in.) k 


Solution alternaliva. Las componentes del par cquivalente simple 
M tambidn pueden ser determinadas calculando la suma de los momentos 
de las cuatro fuerzas dadas con rcspeeto a un punto arbitrario. Si se elige al 
punto D, se escribe 


T -^ii> 


M = M,> = (18 in.)j x (-301b)k + f(9in.)j - (12 in.)k] x (—20 lb)i 
\ despuds de caleular los diversos productos Cruz se tiene 

\f (540 lb • in li 4- (240 lb ■ in.)j + (ISO lb * in.jk ^ 


9 in. ^ 
^ Kill. 


U 31 ll> 


gj lllilll 
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PROBLEMA RESUELTO 3.7 




60 mm 




200 N 


150 tnm 


Reemplacc el par y la fuerza most ratios en la figura por una sola fuerza equi- 
valente aplicada a la palanca. Determine la distancia tlesde el eje hasta el 
pnnto do aplicacion de esta fuerza equivalente. 





260 mm 


i (J 

i-i24N-m'k 




150 mm 


F = -(400 N)j 


(24 N-m'k 




;84 N*m)k 


i loo \)j 


SOLUCION 

Prirriero se reemplazan la fuerza v el par dados por un sistema equivalente 
fuerza-par en O. La fuerza F = —{400 N)j se mueve a O y al mismo tiem- 
po se agrega un momento M 0 igual al momento con respecto a O, de la fuer- 
za en su posicidn original. 


* B0 Nm k 
(400 Nlj 


M 0 = OB x F = [(0.150 m)i + (0.260 m)j] x (-400 N)j 
= -(60 N • m)k 



Este par se surna al par formado por las dos fuerzas de 200 N, cuyo momen- 
to es igual a —(24 N • m)k y $e obtiene un par cuyo momento es igual a -(84 
N * m)k. Este ultimo par puede ser eliminado aplicando la fuerza F en un 
pun to C seleeeionado de nianera quo 


too Nlj 


—(84 N • m)k = OC x F 

= f(OC) cos 60°i + (OC) sin 60 w j] X (-400 N )j 
= — (OC) cos 60°(4(K) N )k 


Entonces, se concluve 

(OC) cos 60° = 0.210 m = 210 mm 


OC = 420 mm ◄ 


(21 \*f»l ) k 



^I(K) Nij 



Solucion alternativa. Como el efecto de un par no depende de su 
ubicacion, el par cuyo momento es igual a -(24 \ • in)k puede trasladarse 
a B; por tanto, se obtiene un sistema fuerza-par en B. Aliora el par puede 
ser eliminado aplicando la fuerza F en un punto C elegido de manera quo 


too Mj 


—(24 N * tn)k = BC x F 

= -(BC) cos 60°(400N)k 


150 mm 


Ast, se concluve que 


(BC) cos 60° = 0.060 m = 60 mm BC = 120 mm 
OC = OB 4- BC = 300 mm 4- 120 nun ()( 120 i ** 



m \ <24N "" ,k 

// * // i,0( ’ N: J 

/ #r 

o o 


mm 
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R E S O L UCIO N DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccidn se estudiaron las propiedades de los pares. Para resolver los pro- 
blemas que se presentan a continuation es neeesario recordar quc el efecto neto 
de un par consiste en producir un momento M. Como dicho rnomento es indepen- 
diente del punto con respecto al cual se calcula, M es un vector libre y, por tanto, 
permanece inalterado a inedida que se muevc de un punto a otro. Ademas, dos pa- 
res son equivalentes (esto es, ambos tienen el mismo efecto sobre un euerpo ngi- 
do dado) si producen el mismo momento. 


Al determinar el momento de un par, pueden apliearse todas las tecnicas vistas ante- 
riormente para calcular momentos. Ademas, coino el momento de un par es un vec- 
tor libre, debe $er detcrminado empleando el punto que resulte mas conveniente. 


En virtud de que el unico efecto de un par es producir un momento, es posible re- 
presentar un par por medio de un vector, el vector de par , que es igual al momento 
del par. El vector de par es un vector libre y serfi representado por un simbolo es- 
pecial, X? para distinguirlo de los vectores de fuerza. 


Al resolver los problernas propuestos de esta leccidn se tcndran que llevar a cabo las 
siguientes operation es: 

L Sumar dos o mas pares. Esto resulta en un nuevo par cuyo momento se ob- 
tiene con la suma vectorial de los momentos de los pares dados [problema resuelto 
3 6]. 

2. Reemplazar a ana fuerza por un sistema equivalente fuerza-par en un 

punto especificado. Como se explicd en la section 3.16, la fuerza del sistema 
fuerza-par es igual a la fuerza original, mientras que el vector de par requerido es 
igual al momento de la fuerza original con respecto al punto dado. Ademas, es im- 
portante senalar que la fuerza y el vector de par son perpendiculares entre si. Por el 
contrario, se concluye que un sistema fuerza-par se puede rcducir a una sola fuerza 
s6lo si la fuerza y el vector de par son mutuamente perpendiculares (vease el si- 
guiente parrafo). 


3. Reemplazar un sistema fuerza-par (con F perpendicular a M) con una 
sola fuerza equivalente. Observese que el requisito de que F v M sean mutua- 
mente perpendiculares se cumplira en todos los problernas bidimensionales. La 
fuerza equivalente unica es igual a F y se aplica en forma tal que su momento con 
respecto al punto original de aplicacidn sea igual a M [problema resuelto 3.71. 
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Problemas 


3.68 Una placa de accro esta sonietida a la action de dos pares, segun 
rnuestra la figura. Determine a) el momento del par form ado por las dos 
fuerzas de 40 N, h) cl valor de a si (I = 820 rnm, v la resultante de los 
dos pares es de 8 N * its en sentido contrario al de las manecillas del reloj, 
c) la distancia perpendicular entre las dos fuerzas de 24 N si la resultante de 
los dos pares es cero. 




3.69 Una pieza de madera laminada on la que se estan taladrando su- 
cesivamente varies orificios se asegura a un banco de trabajo por medio de 
dos clavos. Si el taladro ejercc un par de 12 N * in sobre la pieza de made- 
ra, determine la magnitud de las fuerzas resultantes aplicadas a los clavos si 
estos se encuentran a) en A y B , h) en B y C, c) en A y C. 

3.70 La placa de acero mostrada en la figura sostiene seis rodillos ten- 
sores de 2 in. de diametro montados sobre la placa. Dos bandas planas pasan 
alrededor de los rodillos, de los cuales A y D se ajustan para que la tension en 
cada banda sea de 10 lb. Determine a) el par resultante que actua sobre la pla- 
ca si a = 8 in., h) el valor de a para el cual el par resultante que actua sobre la 
placa es de 480 lb • in. en el mis mo sentido que las maneeillas del reloj. 


T 

a 

i 



— S in 
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Figura P3.70 
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3.71 Dos. elavijas de 2.4 in. do diametro estan montadas en A y C so- 
bre una placa de acero, y dos barras estan conectadas a la placa en B y D. 
Se pasa nna cuerda alrededor de las elavijas y se jala coino indiea la figura. 
mientras que las barras ejereen fuerzas de 2.5 lb sobre la placa tal coino se 
rnuestra. a) Determine el par resultante que actua sobro la placa si T = 9 lb. 
b) Si unicamente se usa la cuerda, <ien que direccion debcrfa jalarse para ge- 
nerar el mismo par con la minima tension? c ) Determine el valor de esa ten- 
sidn minima. 



2,5 II 


I 


1 1.4 in 




Figura P3.71 


3.72 Los dos ejes de un reductor de velocidad estan sometidos a la ac- 
cion de los pares M\ = 18 N • m y A f 2 — 7.5 N • m, respectivamcntc. Heem- 
place ambos pares por un solo par equivalente v especifique su magnitud y 
la direccion de su eje. 

3.73 y 3.74 Si P = 0, reemplace los dos pares restantes por un solo 
par equivalente; especifique su magnitud y la direccion de su eje. 



Figura P3.72 




Figura P3.74 y P3.75 


3.75 Si P = 90 N. reemplace los trcs pares por un solo par equivalen- 
te; especifique su magnitud v la direccion de su eje. 

3.76 Si P = 52.5 lb, reemplace los tres pares por un solo par equiva- 
lente; especifique su magnitud y la direccion de su eje. 




3.77 Durante un proceso de manufactura, se taladran simultaneamen- 
te tres agujeros en una pieza de trabajo. Si los agujeros son perpendieulares a 
la superb eie de la pieza de trabajo, reeinplace los pares aplicados a las brocas 
por un solo par equivalente; espeeifique su magnitud y la direction de su eje. 

3.78 Una fuerza P con magnitud de 160 N se aplica a la mano de un 
hombre como se muestra en la figura. Sustituya P con un sistenia equivalen- 
te fuer/a-par en a) el codo B , b) el hombro C. 

3.79 Una fuerza vertical P de 135 N se aplica en A a la m£nsula que 
se muestra en la figura, la dial se sostiene por medio de los toniillos coloca- 
dos en B v C. a) Reemplace P con un sistema fuerza-par equivalente en B. 
h) Encuentre his dos fuerzas horizon tales en B y C que son equivalcntes al 
par obtenido en el inciso a). 



Figura P3.78 


3.80 Una fuerza P de 700 N se aplica en el punto A de un elcmento 
estructural. Reemplace P con a) un sistema equivalente fuerza-par en C, 
b) un sistema equivalente constituido por una fuerza vertical en B y una se- 
gun da fuerza en D. 



Figura P3.79 



Figura P3.80 


27 m 45 m 



Figura P3.81 


3.81 Un remolcador ejerce una fuerza de 2.8 kN a lo largo de su eje, 
en el punto B, sobre una barcaza. Reemplace la fuerza aplicada en B con un 
sistema equivalente formado por dos fuerzas paralelas aplicadas en A y C. 

3.82 Un disenador de jardines trata de colocar en position vertical un 
iirbol aplicando una fuerza de 54 lb, como indica la figura. Desputfs, dos an- 
dantes intentan hacer lo misino jalando, uno de ellos, en B y, el otro, empu- 



118 


Figura P3.82 
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jando con una. fuerza paralela en C. Determine estas dos fuerzas de tal for- 
ma quo scan equivalentes a la fuerza unica dc 54 lb mostrada. 


3.83 Un disenador de jardines trata de colocar en position vertical el 
arbol de la figura P3.82 ill aplicar una fuerza de .54 lb. a) Reemplace esta 
fuerza con un sistema equivalente fuerza-par aplicado en C. b ) Dos aviidan- 
tes intenlan liacer lo inisnio con el arbol, uno aplica una fuerza horizontal en 
C V el otro jala en B. Determine estas dos fucr/as si son equivalentes a la 
fuerza unica del inciso a). 

3.84 Una fuerza y un par se aplican a una viga. a) Reemplace este sis- 
tema con una sola fuerza F aplicada en el punto G, v determine la distancia 
(I. b) Resuelva el inciso a) suponiendo que se intercambian las direcciones 
de lets dos fuerzas dc 150 lb. 

3.85 Tres trabajadores tratan de mover una caja de madera de 1 X 
1 X 1.2 m aplican do las tres fuerzas horizon tales que se mixes trail en la fi- 
gura. a) Si P = 240 N, reemplace las tres fuerzas con un sistema fuerza-par 
equivalente en A. b) Reemplace el sistema fuerza-par del inciso a) por una 
sola fner/a, y determine el lugar del lado AB sobre el que deberfa aplicarse. 
c ) Determine la inagnitud de P, de tal forma que las tres fuer/as puedan 
reemplaz.ar.se por una sola fuerza aplicada en B. 


*J 



Figura P3.85 


3.86 Para abrir una val vula dc agua instalada en el suelo, dos trabaja- 
dores aplican las fuerzas horizon tales indicadas en la figura sobre la manija 
de la valvula roscada. Muestre que estas fuerzas son equivalentes a una sola 
fuerza y ospecifique, si es posible, el punto de aplicacion de dicha fuerza so- 
bre la manija ABC. 

3.87 Tres cables conectados a un disco ejercen sobre este las fuerzas 
indicadas en la figura. a) Reeinplaee las tres fuerzas con un sistema fuerza- 
par equivalente en A. b) Determine la fuerza unica que es equivalente al sis- 
teiria fuerza-par obtenido en el inciso «), y especifique su punto de aplica- 
cion sobre la lfnea (pie pasa por los puntos Ay D. 


— 4 ..*) n — j 7 5 fi — -j — h n — - 
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Figura P3.84 
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Figura P3.86 



Figura P3.87 
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Figura P3.88 


3.88 Una fuerza y un par que perteneeen al piano ijz se aplican al ex- 
tremo de una viga rle patfn ancho en voladizo. Este sistema dehe reempla- 
zarse por una sola fuerza equivalente. a) Para 8 = 15°, determine la magni- 
tud y la lfnea de accion de la fuerza equivalente. b) Determine el valor de 0 
si la lfnea de accion de la fuerza equivalente dehe intersecar a la linea que 
pasa por los puntos B y C a 40 mm por arriba de C. 

3.89 Una placa trapezoidal esta sometida a la fuerza P y al par que se 
rnuestran en la figura. Determine a) el punto de aplicacidn sobre la placa de 
la fuerza F minima equivalente al sistema dado, h) la magnitud y la direc- 
tion de F. 


.SO mm — ► 

[> 

900 mm 

/4 c 


160 mm 

l . 

/ vl »U \ 

3fi0 N 

A |« 



Figura P3.89 


3.90 Una fuerza excentrica y compresiva P de 250 kN se aplica al ex- 
tremo de una columna. Reetnplace P con un sistema fuerza-par equivalen- 
te en G. 



Figura P3.91 y P3.92 



3.91 Dos trabajadores usan bloques y polipastos conectados a la par- 
te inferior de una viga I para elevar un graft tanque cilindrico. Si la tension 
en la cuerda AB es de 54 lb, reemplace la fuerza ejercida en A por la cuer- 
da AB con un sistema equivalente fuerza-par en E. 

3.92 Dos trabajadores usan bloques y polipastos conectados a la par- 
te inferior de una viga I para elevar un gran tanque cilmdrico. Si la tension 
en la cuerda CD es de 61 lb, reemplace la fuerza ejercida en C por la cucr- 
da CD con un sistema equivalente fuerza-par en O. 
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3.93 La grua de brazo mostrada en la figura se orienta de manera que 
su aguil6n AD sea paralelo al eje x y se utiliza para mover ima eaja pesada. 
Si la tension en cl cable AB os de 10.5 kN, rcemplace la fuerza ejercida por 
el cable en A con un sistema equivalente fuerza-par en el centro O de la ba- 
se de la gnia. 

3.94 U n plomero aplica una fuerza de 220 N sobre el mango de una Ha- 
ve. mientras retira una conexi6n del extremo de un tubo. Si la Have v la fuer- 
za pertenecen a un piano vertical paralelo al piano yz, reemplace la fuerza con 
un sistema equivalente fuerza-par en el origen del sistema coordenado. 




Figura P3.93 


3.95 Una fuerza F de 63 lb v un par M de 560 lb • in. se aplican a la 
esquina A del bloque mostrado on la figura. Reeniplace el sistema fuerza- 
par dado con un sistema equivalente fuerza-par en la esquina D. 

3.96 El pulidor manual de una reetificadora industrial en miniatura 
pesa 2.4 N y su centro de gravedad esta localizado sobre el eje y. La eabeza 
del pulidor esta desviada del piano xz de manera que la lfnea BC forma un 
angulo de 25° con la direccidn x. Muestre que el peso del pulidor manual y 
los dos pares Mi y M 2 se pueden reemplazar con una sola fuerza equivalen- 
te. Adenitis, suponiendo que Mi = 0.068 N • rn y M 2 = 0.065 N • m. deter- 
mine a) la magnitud v la direccidn de la fuerza equivalente, b) el punto don- 
de su lfnea de accidn interseca al piano xz. 



Figura P3.96 



Figura P3.95 
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3.97 Una fuerza Fj de 20 lb v un par Mj de 40 lb • ft sc aplican en la 
esquina E de la placa doblada que se muestra en la figura. Si F] y Mi de- 
ben reemplazarse por un sistema equivalent© fuerza-par (F 2 , M 2 ) en la es- 
quina B y si (M 2 ): = determine: a) la distancia d v h) F 2 v \i 2 


3.17. REDUCCION DE UN SISTEMA DE FUERZAS 
A UNA FUERZA Y UN PAR 

Considerese un sistema de fuerzas F|, F 2 , F 3 , . . . (pie acttian sobre 
un cuerpo rigido en los puntos A], A 2 , A 3 , . . . defmidos par los hecta- 
res de posicidn r A , r 2 , r 3 , etc. (figura 3.41 a). Como sc vio en la section 
anterior, Fi puede ser trasladada de A \ a un [)imto dado O, si sc agrc- 
ga al sistema original dc fuerzas un par de momento M|, igual al ino- 
mento ri x F, de Fj con respeeto a O. Si se repite este proccdi mien - 
to con F 2 , F 3 , . . . , se obtiene el sistema mostrado en la figura 3.41/?, 
(jue consta de: las fuerzas originates, ah ora aetuando cn O, y los vec- 
tores de par que ban sido agregados. Como ahora las fuerzas son con- 
currcntcs, pueden scr sumadas vectorial mente y reemplazadas por su 
resultante R. De manera similar, los vectores de par M], M 2 , M 3 , . . . 
pueden sumarse vectorial mente y ser reemplazados por un solo vector 
de par M?>. Por tanto, cualquicr sistema dc fuerzas, sin importar qud 
tan complejo sea, puede ser reducido a un sistema equivalente fuerza- 
par que actua en un punto dado O (figura 3.41c). Se debe observar que 
mientras cada uno de los vectores de par Mi, Ma. M ;i> . . . , en la fi- 
gura 3.4 1 h es perpendicular a la fuerza que le correspond©, en gene- 
ral la fuerza resultante R y el vector dc par resultante en la figu- 
ra 3.41c no seran peqiendiculares entre si. 



Figura P3.97 
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h) 


c ) 


Figura 3.41 


a) 


El sistema equivalente fuerza-par esta definido por las ccnaciones 
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R = SF Mg = SM 0 = 2(r x F) (3.52) 

las euales expresan que la fuerza R sc obtiene sumando todas las fuer- 
zas del sistema, mientras que el inomento del vector dc par rcsultante 
Mg, denominado momenio resultante del sistema, se obtiene sumando 
los rnomentos de todas las fuerzas del sistema con respecto a O. 

Una vez que un sistema de fuerzas dado se ha reducido a una fuer- 
za y un par que actiia en el punto O, dicho sistema puede reducirse a 
una fuerza v un par actuando en cualquier otro punto O'. Mientras que 
la fuerza resultante R permanecera inalterada, el nuevo inomento resul- 
tante M S' sera igual a la suma de Mo y el momento con respecto a O' 
de la fuerza R unida a O (figura 3.42). Entonces se tiene 

Mo- = Mg + s X R (3.53) 

En la practica, la reduction de un sistema de fuerzas dado a una so- 
la fuerza R actuando en O v un vector de par Mq sera llcvada a cabo en 
tcrminos de las componentes. Descomponiendo cada vector r v cada 
fuerza F del sistema en sus componentes rectangulares, se escribe 

r = xi + f/j + (3.54) 

F = FJ + FJ + F. k (3.55) 

Al sustituir rvF en (3.52) v faetorizar a los vectores unitarios i, j y k, 
se obtiene la siguiente expresion para R y M g: 

R = R x i + RJ + K-k Mg = M?i + M*j + A/?k (3.56) 

Las componentes fi v , R tp R z represen tan, respectivamente, las sunias 
de las componentes x, y y z de las fuerzas dadas v miden la tendencia 
del sistema a irnpartir al cuerpo ngido un movimiento de traslacion en 
la direccion de x, y o z. Asimismo, las componentes M x , A/Jf. re- 
presentan la suma de los rnomentos de las fuerzas dadas con respecto 
a, respectivamente, los ejes x, tj y z y miden la tendencia del sistema 
a irnpartir al cuerpo rigido un movimiento de rotation alrededor de los 
ejes, x, y o z. 

Si se desea conocer la magnitud v la direccion dc la fuerza R, estas 
se pueden obtener a partir de las componentes R x , R t/ y R~ por medio de 
las relaeiones (2.18) v (2.19) de la seccion 2.12; calculos similares pro- 
porcionaran la magnitud y la direccion del vector de par Mj> 

3.18. SISTEMAS EQUIVALENTES DE FUERZAS 

En la seccion anterior se vio que cualquier sistema de fuerzas quo ae- 
tua sobre un cuerpo rigido puede reducirse a un sistema fuerza-par ac- 
tuando en un punto dado O. Este sistema equivalente fuerza-par ca- 
raeteriza completamente el efecto del sistema de fuerzas dado sobre el 
cuerpo rigido. Por tanto, dos sistemas de fuerzas son equivalentes si 
pueden ser reducidos al mis mo sistema fuerza-par en u n punto dado 
O. Recuerdese que el sistema fuerza par en O se define por medio de 
las relaeiones (3.52), se establece que dos sistemas de fuerzas F,, F 2 , 



Figura 3.42 
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Fotografia 3.3 Al analizar ©I movimiento del 
barco, las fuerzas ejercidas sobre este por la 
cuerda de remolque y por el remolcador de 
la parte trasera se pueden reemplazar por un 
sistema equivalente fuerza-par. 


F 3 , . . . , y FJ, F 3 , F 3 , . . . „ que actuan sobre el rnismo cuerpo rigido 
son equivalentes si, y solo si, respectivamente, las sumas de las fuerzas 
y las surnas de los moment os con respecto a un punto dado O de las 
fuerzas de los dos sistemas son iguales. Expresadas en forma matenul- 
tica, las condicioncs necesaria s y suficientes para que los dos sistemas 
de fuerzas sean equivalentes son las siguientes 

2F = 2F' y 2Mo = 2M;> (3.57) 

Observese que para demostrar que dos sistemas de fuerzas son equiva- 
lentes, la segunda de las relaciones (3.57) se debe establecer eon res- 
pecto a un solo punto O. Sin embargo, esta se cuniplira con respecto 
a cualquier punto si los dos sistemas de fuerzas son equivalentes. 

Al descomponer las fuerzas y los momentos de (3.57) en sus ele- 
mentos rectangulares, pueden expresar se las condicioncs necesarias y 
suficientes para la equi Valencia de dos sistemas de fuerzas que actuan 
sobre un cuerpo rigido de la siguiente manera: 

ZF X = ZF' X 2F y = ZF[, ZF z = ZFl , 358) 

2M r = 2M' X = 2M' ¥ = XMi " 

Estas ecuaciones tienen una interpretation fisica simple; expresan que 
dos sistemas de fuerzas son equivalentes si tienden a impartirle al cuer- 
po rigido 1 ) la misma traslaeion en las direcciones de x, tj y z y 2 ) la 
mistria rotaeidn alrededor de los ejes x, y y s respectivamente. 


3.19. SISTEMAS EQUIPOLENTES DE VECTORES 

Cuanclo dos sistemas de vcctorcs satisfacen las ecuaciones (3.57) o 
(3.58), esto es, cuando respectivamente sus resultantes v sus momen- 
tos resultantes con respecto a un punto arbitrario O son iguales, se di- 
ce que los dos sistemas son equipolentes. Por tanto, el resultado que 
se acaba de establecer en la seccidn anterior se puede enunciar coino 
sigue: si dos sistemas de fuerzas que actuan sobre un cuerpo rigido son 
equipolentes, entonces amhos tamhien son equivalentes . 

Es importante senalar que este enunciado no se aplica a cualquier 
sistema dc vcctorcs. Considcrcse. por ejemplo, un sistema de fuerzas 
que actuan sobre un conjunto independiente de particulas que no for- 
man un cuerpo rigido. Es posible que un sistema de fuerzas diferentes 
que actuan sobre las mismas particulas pueda ser equipolente al pri me- 
re, esto es, que diclio sistema tenga la misma resultante y el mismo mo- 
mento resultante. Sin embargo, como ahora actuaran diferentes fuerzas 
sobre eada una de las particulas, los efectos de dichas fuerzas sobre es- 
tas particulas seran diferentes; en un caso similar, aunque los dos siste- 
mas de fuerzas sean equipolentes, no son equivalentes. 


3.20. OTRAS REDUCCIONES DE UN SISTEMA 
DE FUERZAS 

En la seccion 3.17 se vio que cualquier sistema de fuerzas que actua 
sobre un cuerpo rigido puede ser reducido a un sistema equivalente 
fuerza-par en O, que consta de una fuerza R igual a la suma de fuer- 


zas del sistenia y de un vector de par Mo euyo momento es igual al 
momenta resultante del sistema. 

Cuando R = 0, el sistema fuerza-par se reduce a un vector de par 
MjV Faitonces, el sistema de fuerzas dado puede scr reducido a un so- 
lo par, que recibe el nombre de par resultante del sistema. 

A continuacidn se precede a investigar Iiis condiciones necesarias 
para (jue un sistema dado de fuerzas pueda ser reducido a una sola 
fuerza. A parti r de la seccidn 3.16 sc concluye que un sistema fuerza- 
par en O puede ser reemplazado por una sola fuerza R que actiia a lo 
largo de una nuesva linea de accion si R v M<> son mutnamente pcr- 
pendicu lares. For tanto, los sistemas de fuerzas que pueden ser redu- 
cidos a una sola fuerza o resultante, son aquellos sistemas para los eua- 
les la fuerza R y el vector de par Mo son mutnamente perpendieu la- 
res. Aunque, en general, esta condicidn no se awiplird para sistemas 
de fuerzas en el espacio, si se cumplird para sistemas constituidos por 
1) fuerzas concurrentes, 2) fuerzas coplanares o 3) fuerzas paralelas. 
Estos tres Ciisos se estudiaran en forma separada. 

1. Las fiterzas concurrentes estan aplicadas en el mis mo punto 
y, por tanto, pueden ser sumadas directamente para obteuer 
su resultante R. For consiguiente, estas siempre se redueen 
a una sola fuerza. Las fuerzas concurrentes se analizan en de- 
talle en el eapftulo 2. 

2. Las fuerzas coplanares actiian en el tnismo piano, el cual sc 
puede suponer (jue es el piano de la figura (figura 3.43# ). La 
suitia R de las fuerzas del sistema tambien estara en el piano 
de la figura, mientras quo el momento de cada fuerza con res- 
pecto al O y, por consiguiente, el momento resultante Mo, sc- 
ran perpendi cu lares a dicho piano. De esta forma, el sistema 
fuerza-par en O esta eonstituido por una fuerza R y por un vec- 
tor de par Mo que son mutnamente perpendieu lares (figura 
3.43fo). Estas fuerzas pueden reducirse a una sola fuerza R, 
moviendo R en el piano de la figura hasta (jue su momento con 
respecto a O sea igual a Mf>. La distancia desde O hasta la li- 
nea de accion de R es d = M$/R (figura 3.43 c). 


3.20. Otras reducciones de un sistema 125 
de fuerzas 



Fotografi'a 3.4 Las fuerzas coplanares ejercidas 
por los cuatro remolcadores sobre el barco 
estadounidense Pasadena podrfan reemplazarse 
con una sola fuerza equivalente ejercida por un 
remolcador. 



a) 

Figura 3.43 




*Como el vector Mo es perpendicular al piano de la figura. £ste se lia representado por el 
simbolo \ Un par con sentidocontrario al movimiontodo his manecillas del reloj represen- 
ta a un vector que apunta hacia fuera del piano d(' papel v un par con el sentido de his ma- 
necillas de! reloj J representa a un vector que apunta hacia adentro del piano de papel. 





Figura 3.44 


!/ 



.> I 


x 


F* 


Como sc senalo hi la secckta 3.17, la reduction de un sis- 
tema de fuerzas sc simplifica considerablemente si las fuerzas 
se descomponcn eu sus cornponentes rectangulares. Dc csta 
manera, el sistcma fuerza-par en O esta caracterizado por las 
cornponentes (figura 3.44a). 

«v = Zl\ % = ZFy M h = Ml] = ZMo (3.59) 

Para reducir cl sistcma dc fuerzas a una sola fuerza R, se ex- 
presa que el memento dc R con respeeto a O debe ser igual 
a Mo- Representando con x v y las coordenadas del punto de 
aplicacion de la resultan te y teniendo en cuenta la formula 
(3.22) de la section 3.8, sc escribe 

xH y - yR x = Mo 

la cual representa la ecuacion dc la lfnea de action de R. Tam- 
bien pueden determ inarse en forma di recta las interseccio- 
ncs con el eje x y con el eje y de la lfnea de action de la re 
sultan te, se observa que Mo debe scr igual al momento con 
respeeto a () de la componente y dc R cuando R esta unida 
a B (figura 3.44/;) e igual tambien al momento de la compo- 
nente x cuando R esta unida a C (figura 3.44c). 

Las fuerzas paraMm tienen lfneas dc action paralelas v pue- 
den o no tener el mismo sentido. Suponga que las fuerzas son 
paralelas al eje y (figura 3.45 a), se observa que su surna R tam- 
bien sera paralela al eje y. Por otra parte como ('1 momento 
de una fuerza dada debe ser perpendicular a dicha fuerza, el 
momento con respeeto a O de cada una de las fuerzas del sis- 
temay, por consiguiente, el momento resultantc Mo cstaraen 
el piano zx. De csta forma el sistema fuerza-par en O csta cons- 
tituido por una fuerza R y un vector de par Mo mutuamente 



a) 


b) 


c) 
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Figura 3.45 


perpendicu lares (figura 3.45 h). Estas fuerzas se pueden redu- 
cir a una sola fuer/a R (figura 3.45c) o. si R = 0, a mi solo par 
cuvo momento sea igual a 

En la pr^ctiea, el sistema fuerza-par en O esta caracteri- 
zado por las componentes 

R t) = 2F y M? = 2M X M r = 2 Af- (3.60) 

La reduction del sistema a una sola fuer/a puede efcctuarse 
moviendo R a un nuevo punto de aplicaeidn A(x, 0, z) selec- 
cionado de manera quo el momento de R con respecto a O 
sea igual a Mo, el cual se escribe 

r X R = Mo 

(xi + zk) x = M h i + M?k 

Al caleular los productos vectoriales e igualar los coeficientes 
de los vectores unitarios correspondientes en ambos rniern- 
bros de la ecuacion se obtienen dos ecuaciones escalares que 
deflnen las coordenadas de A: 


3.21. Reduccion de un sistema de fuerzas 127 
a una Have de torsion o torsor 



Fotografia 3.5 Las fuerzas paralelas del viento 
que actuan sobre los senalamientos de la 
carretera, pueden reducirse a una sola fuerza 
equivalente. La determinacion de esta fuerza 
puede simplificar el c^lculo de las fuerzas que 
actuan sobre los soportes del marco que sostiene 
los senalamientos. 


—zR tJ = Af? xR y = M* 

Estas ecuaciones expresan que los momentos de R con res- 
pecto a los ejes x y z deben ser iguales a Af? y Af?, respecti- 
vamente. 


*3.21. REDUCCION DE UN SISTEMA DE FUERZAS 
A UNA LLAVE DE TORSION O TORSOR 

En el caso general de un sisteina de fuerzas en el espacio, el sistema 
equivalente fuerza-par en O consta de una fuerza R v un vector de par 
M?>, ambos distintos de cero, que no son perpendicularcs entre si (fi- 
gura 3.46//). Por tan to, el sistema de fuerzas no puede ser reducido a 
una sola fuerza o a un solo par. Sin embargo, el vector do par puede 
ser reemplazado por otros dos vectores de par obtenidos al descompo- 
ner Mq en una cmnponentc M, a lo largo de R v una componente M^ 
cn un piano perpendicular a R (figura 3.46/?). Entonees, el vector de 
par M 2 v la fuerza R pueden reemplazarse por una sola fuerza R que 
actiia a lo largo de una nueva linea de accidn. Por tan to, el sistema ori- 
ginal de fuerzas se reduce a R v al par vector Mj (figura 3.46c;), de es- 
ta forma, el sisteina sc reduce a R v un par que actiia en el piano per- 
pendicular a R. A este sistema fuerza-par, en particular, se le conoee 
corno Have de torsion debido a que la com bin acid n resultan te dc em- 
puje y torsidn es la misma que se encuentra en las opcraciones de per- 



M 


a) 

Figura 3.46 


b) 


e) 


1 28 Cuer P° s "gidos: sistemas equivaientes foracion y enroscado, asf como en apretar o aflojar tornillos. A la Ifnea 

de action de H se le conoce conio eje de la Have de torsion y a la razon 
p = M i/Ii se le denoinina paso de la Have de torsion. Por consiguiente, 
una Have de torsion esta eonstituida por dos veetores eolineales, es- 
peefficamcnte, una fuerza R y un vector de par 


Mi = p R 


(3.61) 


Recuerde la expresion (3.35), obtenida en la section 3.9 para la projec- 
tion de un vector sobre la Ifnea de action de otro vector, se observa (pie 
la proyeccidn de Mo sobre la Ifnea de accion de R es igual a 


Mi = 


H M, f > 

H 



Fotografia 3.6 La accion de empujar y girar. 
asociadas con la operacion de apretar un tornillo 
ilustra las Itneas de accion eolineales de la fuerza y 
el vector de par que constituyen una Have de 
torsion o torsor. 


Por tan to, el paso de una Have de torsion puede ser expresado como 1 



R - Mp 


a 2 


Para definir el eje de una Have de torsion se puede escribir una re- 
lacidn (pie involucre al vector de position r de un punto arbitrario P 
locali/ado sobre diclio eje. Fijando la fuerza resultante R v el vector 
de par Mi en P (figura 3.47) y expresando (pie el moniento con res- 
pecto a O de este sistema fuerza-par, es igual al momento resultante 
Mo del sistema original de fuer/as, se escribe 

M, + r x R = Vlf, (3.63) 

o, tie aeuerdo con la ceuacion (3.6 L), 

pR + r X R = Mf, (3.64) 



Figura 3.47 


Las exprosionos obtonidas para la provoccidn del vector do par sobre la Ifnea de accion 
de R v para cl paso de una Have de torsion son independientos de la selection del punto 
O. Utili/ando la relacitfn (3.53) do la soccidn 3.17, so obsorva quo si se Imbiera omploado 
un punto diforenle OL el iimnerador on (3.62) lmbiora si do 

R ■ M ;v = R • (Mft + s x R) - R • M” + R ■ (s X R) 

(iOino el triple producto (\scalar R • (s x R) os igual a cero. se tiono quo 

R ■ Mf,- = R ■ Mf, 

Por tan to, ('1 prcxlucto escalar R • M* , os indopendionte do la selecci6n del punto O 


1*50% 
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N PROBLEMA RESUELTO 3.8 


Una viga de 4.80 in de longitud estii sujeta a las fuerzas mostradas en la fi- 
gura. Rodiizcase el sistenia de fuerzas dado a: a) un sistema equivalente fuor- 
za-par en A, b) un sistema equivalente fuerza-par en B y c) una sola fuerza 
o resultante. 

Nota : Como las reaceiones en los apovos no estan ineluidas en el sistema 
de fuerzas dado, el sistema no mantendni la viga en equilihrio. 


1 — 

1 

|— 1.6 in — 

|»L1 m - 


1 ji>j - 600j inoj 250 j 

aLizz: 1 fmi f 8 

— 1 6 m-«-| 

2.8 iti- 


— I 8 m- 


A 

;i SSO N-m>k 


SOLUCION 

a) Sislctna fuerza-par en A. El sistema fuerza-par en A equivalente 
al sistenia de fuerzas dado consta de una fuerza R y de un par Mg definidos 
como sigue: 

R = 2F 

= (150 X)j - (600 N)j A (100 N)j - (250 N)j = -(600 N)j 
M“ = 2(r x F) 

= (1.6i) x ( — 600j ) + (2.8i) x (100j) + (4.8i) x (-250j) 

= — ( 1 880 N • m)k 

Por tanto, el sistema equivalente fuerza-par en A esti dado por 

R = 600 N | M" = 1 880 N • m J ◄ 




- » 1 SSO N»ru; k 


-4.8 m- 


((300 N)j 


b) Sistenia fuerza-par en /?. Se pretende encontrar un sistema 
fuerza par en B equivalente al sistema fuerza-par en A determinado en cl in- 
ciso a). La fuerza R permanece inalterada, pero se dehe determinar un nuevo 
par Mg cuyo mouiento sea igual al momento con respecto a B del sistema 
fuerza-par encontrado en el inciso a). Por tanto, se tiene que 


(2 SSO \*in) k Mg = Mg + BA X R 

= -(1 880 X • m)k + (-4.8 m)i X (-600 N)j 
= -(1 880 X • m)k + (2 880 N • m)k = + (1 000 X 


■ (000 X ' j 


I) 


m)k 


De esta forma, el sistema fuerza-par en B esta dado por 

R - 600 N | Mg = I 000 IX • m ^ ◄ 


(I 000 N*nrd k 


m 




(600 N) j 


c) Fuerza unica o resultante. La resultante del sistema de fuerzas 
dado es igual a R y su punto de aplicacion debe ser tal que el momento de 
R con respecto a A sea igual a Mg. El cual se escribe 

r X R = 

xl x ( — 600 N)j = — (1 880 X * m)k 
— x(600 N)k = -(1 880 N ■ m)k 

y se concluye que x = 3.13 m. Por tanto, la fuerza unica equivalente al sis- 
tema dado esta definida como 

R = 600 N 1 v = 3 .13 m ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 3.9 



Sc usan cuatro romolcadores para llevar a mi trasatlintico a sn muelle. Cada 
rcmolcador ejerce una fuerza de 5 000 lb en la direction mostrada en la figu- 
ra. Determine: a) el sistcma equivalente fuerza-par en el niastil mayor O v 
b) el pun to sobre el casco donde un solo romolcador mas potente deberia cm- 
pujai al barco para producir el mi si no efecto que los cuatro remolcadores ori- 
gin ales. 


SOLUCION 



1 

70 

T 


Li 

.v) n 


a) Sistema fuerza-par cn O. Cada una dc las fuerzas se descompo- 
ne cn sus componentes on el diagram a mostrado (las unidades empleadas 
son kips). El sistema fuerza-par en O equivalente al sisteina de fuerzas da- 
do consta de una fuerza R y de un par definidos como sigue: 


R = EF 

= (2.50i - 4.33J) 4- (3.00i - 4.0()j) + (-5.00j) + (3.54i + 3.54j) 
= 9.04i - 9.79j 


M(\ = -1045 k 



= (-90i + 5()j) x (2.50i - 4.33j) 

+ (lOOi + 70j) x (3.00i - 4.00j) 

+ (4()0i + 70j) x (— 5.00j) 

+ (3()()i - 70 j) x (3.541 + 3.54J) 

= (390 - 125 - 400 - 210 - 2 000 + 1 062 + 248)k 
= — 1 035k 

For tan to, el sistema equivalente fuerza-par en O estd dado por 

R = (9.04 kips)i — (9.79 kips)j Mo =* “(1 035 kips • ft)k 
O R = 13.33 kips ^47.3° Mo = 1 035 kips • ft J ◄ 


V.71)j 



Comentario . Como todas las fuerzas est&n contenidas en el piano do la 
figura, podria haberse anticipado que la suma de sus momentos iba a ser per- 
pendicular a did 10 piano. Observes? que el momcnto de la componente de 
cada fuerza pudo obtcnerse directainente a partir del diagram a mostrado que 
forma, primero, el producto de la rnagnitud de dicha componente con una 
distancia perpendicular hasta O y luego le asigna a este producto un signo 
positivo o negativo segun el sentido del momento. 


b ) Rcmolcador unico. La fuerza ejercida por un solo remolcador 
debe ser igual a R v su pun to de aplicacion A debe ser tal que el momento 
de R con respecto a O sea igual a M*. Si se obsena que el vector de posi- 
ci6n dc A es 


se escribe 


r = xi + 7(>j 


r X R = M?> 

(xi + 70j) X (9.04i - 9.79j) = -1 035k 
— x(9.79)k - 633k = -1 035k 


x = 41.1 ft ◄ 
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PROBLEMA RESUELTO 3.10 



E(150 mm, -50 mm, 100 mm) 


100 mm 


1 0(H) \ 


1 200 N 



Tres cables estfin unidos a una m£nsula, como se mucstra en la figura. 
Reemplace las fuerzas que ejercen los cables por un sistema equivalente 
fuerza-par en A. 


SOLUCION 

Primero se determinan los vectores de posicidn relativa trazados desde 
el pun to A hasta los puntos de aplicacion de cada una de las fuerzas y se 
deseoinponen las fuerzas en sus cotnponentes rectangulares. Observe que 
F„ = (700 N)X BEl donde 

BE 7Si ~ 150j + 50k 
BK ~ BE ~ 175 

Con el uso de metros v newtons se tiene 

r li/A = AB = 0.075i + 0.050k F B = 300i - 600j + 200k 

r c/A = AC = 0.075i - 0.050k F r = 707i - 707k 

r d/a = AD = 0.1001 - 0.1 OOj F 0 = 6<X)i + 1 039j 

»/ 1 El sistema fuerza-par en A, equivalente al sistema de fuerzas dado, cons- 

ta de una fuerza R = ZF y de un par VI ^ = E(r x F). La fuerza R se obtie- 
L w (j.S M uni * I* ne ^ c ^ sumar > respecti vamente, las componentes tj y z de las fuerzas: 



Mj| = 2(r x F) = (30 N • m)i + (17.68 N • m)j 4- (118.9 N • m)k ◄ 

Las componentes rectangulares de la fuerza R v del par M* se muestran en 
el croquis adjunto. 



PROBLEMA RESUELTO 3.11 


Una losa de cimentacion cuadrada soporta las cuatro columnas mostradas eri 
la figura. Determine la magnitud y el punto de aplicacidn de la resultante de 
las cuatro cargas. 



132 






iii; 




SOLUCION 



Primero, el sistema de fuerzas se reduce a un sistema fuerza-par en el ori- 
gen del sistema de coordenadas O. Este sistema fuerza-par consta de una 
fuer/a R y un vector de par M?> que se definen de la siguiente forma: 


R = SF Mo = 2(r x F) 


Se determinan los vectores de posicitfn de los puntos de aplicacion de cada 
una de las fuerzas y los calculos se arreglan en forma tabular. 


r. ft 

F. Kips 

r x F, kip * ft 

0 

-40j 

0 

lOi 

-12j 

- 120k 

lOi + 5k 

~8j 

41 H - 80k 

4i + 10k 

-20j 

200i - 80k 


R = — Hi>| 

Mf, = 2401 - 280k 


r X R = Mo 

(xi + zk) x (— 80j) = 24<>i - 2S0k 
— 80,tk + 8(hi = 240i - 2H0k 


a parti r de lo escrito, se encuentra que 


-8i)x = -280 
x — 3.50 ft 


80z = 240 
z = 3.00 ft 


■mKil 




mm 




Como la fuer/a R v el vector de par \lf, son mutuamente perpendicu- 
larcs, el sistema fuerza-par obtenido puede reducirse aun mils a una sola 
fuerza R. El nuevo punto de aplicacion de R sera seleccionado en el piano 
de la losa de inanera que el momento de R con respecto a O sea igual a M<>. 
Si se representa con r al vector de posicibn del punto de aplicacidn deseado 
y con x y z d sus coordenadas, se escribe 


! 

\ 




m 


Se concluye que la resultante del sistema de fuerzas dado es igual a 

R SI) kips | eu i 3.50 ft. z = 3.00 ft < 


m 





vry'r 



PROBLEMA RESUELTO 3.12 

Dos fuerzas de la misma longitud P actuan sobre un cubo con aristas de igual 
longitud, como se muestra en la flgura. Reemplace las dos fuerzas por ima 
Have de torsi6n equivalente y determine: a) la magnitud y direccibn de la 
fuerza resultan te R, b) el paso de la Have de torsion y c) el punto donde el 
eje de la Have de torsion interseca al piano yz. 









SOLUCION 

Sistema equivalente fuerza-par en O. Primero se determina el sis- 
tema equivalente fuerza-par en el origen O. Se observa que los vectores do 
posicidn de los puntos de aplicaci6n E y D de las dos fuerzas dadas son: r,. 
= a\ 4- aj v r D = a j + ak. La resultante R de las dos fuerzas y el momento 
resultante Mf ( de dichas fuerzas con respecto a O estan dados por 

R = F 1 4F 2 = Pi + Pj = P<i+j) (1) 

Mq = r £ x Fj + r D x F 2 = (ai + «j) x Pi + (tfj 4- ok) x Pj 

= -Pak - Pai = -Pa { i + k) (2) 

a) Fuerza resultante R. A parti r de la ccuacion (1) y del croquis ad- 
junto se concluye que la fuerza resultante R tiene una magnitud B = PV 2, 
se encuentra en el piano xy y forma angulos de 4.5° con los ejes x y y. Por 
tanto, 

fl = PV2 0, = 0 tf = 45° 0. = 90° ◄ 

b) Paso dc la Have dc torsion. De acuerdo con la formula (3.62) de 
la secci6n 3.21 y las ecuaciones (1) v (2) que se acaban de presentar, se es- 
cribe 

R • Mo F(i +J)-(-Ffl)(l + k) -P 2 «(l+0 + 0) 

P~ r z ~ (PV2) 2 ~ 2 P z l> = 

c) Eje de la Have tie torsion. A partir de los resultados an ten ores v 
de la ecuacion (3.61), se concluye que la Have de torsidn consta de la fuerza 
R encontrada en (1) v del vector de par 

Mi = pR = ~-P(i + j) = - “(i + j) (3) 

Para determinar el punto donde el eje de la Have de torsion interseca al piano 
yz, se expresa que el momento de la Have de torsi 6n con respecto a O es 
igual al momento resultante M q del sistema original: 

M, + r X R = Mo 

o, al notar que r = yj 4* zk v sustituir R, Mq vMj a partir de las ecuaciones 

(l).(2)y<3). 

Pa 

-(i 4- j) + (f/j 4- zk) X P(i + j) = —Pa( i + k) 

Pa Pa 

— — i --j — Py k 4- Pzj - Pzi = —Pai — Pak 

Si se igualan los coefi dentes de k y, despues, los coeficientes de j, se encuentra 
que 


y “ « 


z = a/2 <4 









RESOLUCION DE PROBLEMAS 


EN FORMA INDEPENDIENTE 


Esta lection estuvo dedicada a la reduction v simplification de sistemas de fuerzas. 
Al momenta de resolver los problernas propuestos, se pide que se lleven a cabo las 
opcraciones que se describcn a continuation. 


2. Reduccion de un sistema de fuerzas dado a una fuerza y un par que ac- 
tiian en un punto dado A. La fuerza R es la resultante del sistema y se obtie- 
ne sumando las fuerzas que lo constituyen; el momenta del par es el mornento re- 
sultante del sistema v se obtiene sumando los momentos con respecto a A de las 
fuerzas que lo constituyen. Asi, se tiene que 


R = 2F M'[ = 2(r x F) 


donde el vector de position r se traza desde A hasta cualquier punto a lo largo de 
la linea de action de F. 


2. Traslacion de un sistema fuerza-par desde un punto A hasta un punto B. 
Si despu£s de que se habia reducido a un sistema fuerza-par en el punto A se desea 
reducir un sistema de fuerzas dado a un sistema fuerza-par en el punto B . no se ne- 
cesita llevar a cabo el calculo de los momentos de las fuerzas con respecto a B. La re- 
sultante R permanece inalteraday el nuevo momenta resultante Mg se puede obte- 
ner sum&ndole a M* el momenta con respecto a B de la fuerza R aplicada en A [pro- 
blema resuelto 3.81. Si sc representa con s el vector trazado desde B hasta A, se pue- 
de escribir 


Mb = M ; * + s x R 


3. Verification de que dos sistemas de fuerzas sean equ i valent es a no. Pri- 
mero se reduce cada sistema de fuerzas a un sistema fuerza-par en el mis mo pun- 
to arbitrario A (coino se explico en el pirrafo 1). Los dos sistema s son equivalen- 
tes (esto es, tienen el mismo efecto sobre el cuerpo rigido en consideration) si los 
dos sistemas fuerza-par que se obtuvieron son idtiiticos, esto es, si 


2F = SF' 


y 




Se debe reconocer que si no se cumple la primera de esta s ecuaciones, esto es, si los 
dos sistemas no tienen la misma resultante R, estos sistemas no pueden ser equiva- 
lentes y, por tanto, no hay necesidad de verificar si se cumple o no la segurula ecua- 
cion. 


4. Reduccion de un sistema de fuerzas dado a una sola fuerza. Primero se 
reduce el sistema de fuerzas dado a un sistema fuerza-par en un punto conveniente 
A donde dicho sistema eonsta de la resultante R y del vector de par (esto sc 
Ileva a cabo como se explicd en el punto 1). Se recordar£, de la leccidn anterior, 
que es posible reducir aiin m&s el sistema a una sola fuerza solo si la fuerza R y el 
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vector de par son mutuamente perpendiculares. Con tocla seguridad, este sera 
el caso para sistemas do fuerzas cons titi lidos por fuerzas que son concurrentes , 
coplanares o paralelas. En este sentido, la fuerza unica que se desea encontrar 
puede obtenerse del mismo modo que se hizo en varios problemas de la leccion 
anterior, moviendo R hasta que su momento con rcspecto a A sea igual a M*. Con 
mas forrnalidad se puede escribir que el vector de posicion r trazado desde A hasta 
eualquier punto a lo largo de la lmea de accion de R debe satisfaeer la ecuacion 

rXR = M? 

Este procedimiento fue utilizado en los problemas resueltos 3.8, 3.9 y 3.11. 

5. Reduce ion de i in sistema de fuerzas dado a una Have de torsion . Si cl sis - 
tema de fuerzas dado esta constituido por fuerzas que son concurrentes, coplana- 
res o paralelas, el sistema equivalente fuerza-par cn un punto A consistira de una 
fuerza R y de un vector de par que, en general, no van a ser mutuamente per- 
pendiculares. (Para verificar si R y M.a S()T1 mutuamente perpendiculares, sc forma 
su producto escalar. Si este producto es igual a cero, entonces los vectores en cues- 
ti6n son mutuamente perpendiculares; de lo contrario, no son perpendiculares en- 
tre si.) Si R v M^ son mutuamente perpendiculares, el sistema fuerza-par (por tan- 
to, el sistema de fuerzas dado) no se puede reducir a una sola fuerza. Sin embargo, 
el sistema se puede reducir a una Have de torsion — la combination de una fuerza 
R y u n vector de par Mi que est&n dirigidos a lo largo de una lmea de accion co- 
rn un que se conocc como el eje de la Have de torsion (figura 3.47)—. El cociente 
p = M[/R recibe el nombre de paso de la Have de torsidn. 


Para reducir un sistema de fuerzas dado a una Have de torsidn, se deben seguir los 
siguientes pasos: 

a) Reducir el sistema de fuerzas dado a un sistema equivalente fuerza-par 
(R, M£>), localizado, cornunmente, en el origen O. 


h) Determinar el paso p a partir de la ecuacidn (3.62) 


Mj = R • M 

« « 


(3.62) 


y el vector de par a partir de Mj = pR. 

c) Expresar que el momento con respccto a O de la Have de torsion es igual 
al momento resultan te Mo del sistema fuerza-par en O: 

Mi + r x R = Mo (3.63) 

Esta ecuacidn permite determinar el punto donde la lmea de accion de la Have de 
torsion interseca un piano especificado puesto que el vector de posicidn r esta di- 
rigido desde O hasta dicho punto. 

Estos pasos se muestran en el problema resuelto 3.12. Aunque pueda parecer difi- 
cil la determinacidn de una Have de torsion y del punto donde su eje interseca a 
un piano, el proceso es si Triple mente la aplicacidn de varias de las ideas v t^cnicas 
que han sido desarrolladas en este capitulo. Por tan to, una vez que se ha do min ado 
completamente todo lo relacionado con la Have de torsion, se puede confiar en que 
se ha comprendido una buena parte del capitulo 3. 
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3.98 Una viga de 5 ni de longitud se somete a cierta diversidad dc car- 
gas. a) Reemplace cada tipo de carga con un sistema cquivalentc fuerza-par 
en el extrerno B de la viga. h) ^Caidles de las cargas niostradas son equivalen- 
tes? 


100 N 


-5 m - 


2 kN-in 


a) 


-I 000 N 


X 200 \ 


i) «* 

J-.n ** 2 kX-m 


h) 


0.8 kN-ili 


) 


200 N 



I 2JK»\ 


0 1 kN -in 



C 


2.30 N 

mu 


0.85 k-Nr 


730 N 


) 

h IN. m 


It) 


3.99 Una viga de 5 m de longitud se carga de la forma indicada en la 
figura. Determine que carga del problem a 3.98 es equivalente a esta carga. 

3.1 00 Para la viga y las cargas que se nines tran en la figura, determine 
la fuerza unica equivalente y la distancia dcsde el extremo A hast a su linea 
de accidn . Considere a) F Zi = 200 N J, A 1 H = 100 N • m, b) ¥ R = 100 N t. 
\f B = -600 N • m, c) F fi = 1(H) N 1. \I H = -200 X * m. 



Figura P3.100 



3.101 Ginco sistemas fuerza-par diferentes actiian en las esquinas del Problemas -| 37 

bloque do metal moldeado de la forma que mucstra la figura. Determine 
dial de estos sistemas es equivalente a la fuerza F = (2 lb)j v al par de mo- 
menta M = (48 lb • in .)■ + (32 lb • in.)k ubicado en el punto A. 



3.102 LmIn masas de dos nines sentados en los extremes A y B de nn 
balancin son de 38 v 29 kg, respectivamente. Determine dbnde debe sentar- 
se un tereer nino si la resultante de las fuerzas de los pesos de los tres ninos 
debe pasar por C, y si la masa de la nina es de a) 27 kg ; b) 24 kg. 

3.103 La figura mucstra a tres exeursionistas cruzando un puente. Si 
sus pesos en los puntos C, D y E son de 200, 175 y 135 lb, respectivainen- 
te. determine a) la distaneia horizontal desde A hasta la linea de accidn de 
la resultante de los tres pesos si a = 3.3 ft, b) el valor de a cuando las eargas 
sob re los soportes del puente en A y B son i guides. 

3.104 Al eonducir un camion sobre una baseula, se determine que las 
eargas sobre los ejes delantero y trasero eran de 18 y 12 kN , respectivamen- 
te, cuando el camidn se encontraba vaefo. Determine el peso y la ubicacidn 
de la carga nuts pesada que puede transportar el camidn si la carga sobre ca- 
da eje no debe sobrepasar de 40 kN. 

3.105 El arreglo ABCD se utiliza para aplicar fuerzas a inodelos fo- 
toelasticos de componentes meciinicos. Para el modelo y las fuerzas que se 
muestran en la figura, considere que a = 50° y determine a) la resultante de 
las fuerzas aplicadas, h) el punto donde la linea de accid n de la resultante in- 
terseca una linea que pasa por los puntos F y G. 

3.106 El arreglo ABCD se utiliza para aplicar fuerzas a modelos foto- 
elasticos de componentes mec&nicos. Para el modelo v las fuerzas que se inues- 
tran en la figura, a) determine el valor de a para que la linea de accidn de la 
resultante de las fuerzas aplicadas pase a t raves del modelo, 100 mm a la 
derecha de la fuerza de 40 N; b) encuentre la resultante de las fuerzas apli- 
eadas. 


Figura P3.103 

12 kN IS kN 
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Figura P3.104 



Figura P3.105 y P3.106 
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3.1 07 Cuando el par M se aplica al eslabtin de un mecanismo, las fuer- 
zas resultantes ejercidas sobre cl eslah6n por una guiay las conexiones son co- 
mo se muestran en la figura. Determine a) los valores de M y a de manera que 
las fuerzas v el par aplicados puedan reducirse a una sola fuerza equivalente 
cixya linea de accion pase por los puntos B v D, b) la fuerza equivalente. 

3. 108 Las tres fuerzas y el par que se muestran en la figura se aplican 
a una mdnsula angular, a) Encuentre la resultante de este sistema de fuerzas. 
b) Localice los puntos donde la linea de accion de la resultante interseca las 
lfneas AB y BC. 



SO Hi • in. 


Figura P3.108 



3.1 09 En una pieza delgada de aluminio se perforan simultaneamente 
cuatro orificios, las perforaciones ejercen sobre la hoja h is fuerzas que se 
muestran en la figura. Si las fuerzas son perpendicu lares a las superficies de 
la pieza, determine a) la resultante de las fuerzas aplicadas cuando a = 45° 
y el punto de interseeci6n de la linea de accidn de dicha resultante con la 
linea que pasa por los puntos A y B\ b) el valor do a si la linea de accidn de 
la resultante debe pasar por el doblez EF. 




Figura P3.111 


3.110 En una pieza delgada de aluminio se perforan simultaneamente 
cuatro orificios, las perforaciones ejercen sobre la hoja las fuerzas que se 
muestran en la figura. Si las fuerzas son perpendicu lares a las superficies de 
la pieza, determine a) el valor de a si la resultante de las fuerzas aplicadas 
es paralela a la fuerza de 2.1 kips, b) la correspondiente resultante de las 
fuerzas aplicadas y el punto de interseccion de su linea de accion con la linea 
que une a los puntos A v B. 

3.111 Lets poleas A y B se montan sobre el soporte CDEF. La tension 
en eada lado de las dos bandas es la que se niuestra en la figura. Reemplace 
las cuatro fuerzas con una sola fuerza equivalente y determine d6nde se in- 
terseca su linea de accion con el horde inferior del soporte. 


3.1 1 2 Tres fuerzas v un par actilan sobre la manivela ABC. Para P = 25 Probiemas -| 39 

N y a = 40°, a) determine la resultante del sisterna de fuerzas dado, b) lo- 
calice el pi into de intersection de la linea de action de la resultante y la linea 
que une a los puntos B y C, c) localice el punto de interseccidn de la li- 
nea de accidn de la resultante y la linea que pas a por los puntos A y B. 



6 25 Vim 


Figure P3.112 y P3.113 


3.1 1 3 Tres fuerzas y un par actuan sobre la manivela ABC. Determine 
el valor de d si el si stein a de fuerzas dado debe ser equivalente a cero en 
a) el punto B. b) el punto D. 

3.11 4 Cuando el seguidor AB rueda a lo largo de la superficie del ele- 
mento C, ejerce una fuerza F constante y perpendicular a la superficie. 
a) Reemplace F con un sisterna equivalente fuer/a-par en el punto D. b) Para 
b — 1 ft v Ji = 2 ft, determine el valor de x para el cual el momento del sis- 
terna equivalente fuerza-par en D es maxi mo. 

3.115 Un componente de maquina se somete a las fuerzas mostradas 
en la figura, cada una de las cuales es paralela a uno de los ejes coordena- 
dos. Reemplace estas fuerzas con un sisterna equivalente fuerza-par en A. 

3.116 Mientras se lija un bloque de rnadera, este ejerce sobre el disco 
del csmeril una fuerza F con inagnitnd cle 1.8 lb. Si las fuerzas de la banda 
ejercidas sobre la pole a de 5 in. de didmetro pertenecen a un piano paralelo 
a tjz, reemplace F v las fuerzas de las ban das con un sisterna equivalente 
fuerza-par en O. 



Figura P3.116 



Figura P3.114 



Figura P3.115 




140 Cuerpos rigidos: sistemas equivaientes 3.117 El propie tario de un autnmovil usa la Have ABC para aflojar el 

porno uhicado en C. Ea longitud del mango AB es de 372 rum, y el auto- 
movilisia aplica la s fuerzas A \ B sobro la Have. Si estas fner/as son eqi li va- 
le ntos a un sistema fuer/a-par en O quo consta de la fuerza R — —{ION )i + 
(6 N)k v el par M 0 = (60 X • m)i + (0.05 N * mJJ — (10 N • ni)k, determine 
las fuerzas aplioadas en A y B cnando A x = 2 N. 


'J 



60 


Figura P3.117 

3.118 \l usar un sacapunlas manual, un estudiante ejerce sobro el 
mecanismo las fuerzas v cl par (pie se muestran en la figura. a) Determine 
las fuerzas ejercidas en B y on C si las fuerzas y el par son equivalentes a un 
sistema fuer/a-par en A que consta de la fuerza R = (3.9 lb)i + K,j — (1.1 
lb)k v el par Mj = M x i + (1.5 11) ■ ft)j — (1.1 lb • fi)k. /;) Encuentre los va- 
lores correspondiontos do R v y A/ v . 



Figura P3.118 


3.119 Un tramo de chimenea de un horno ostd unido al techo en el Prijt,1,!,n 141 

punto A. Mientras mantiene el extremo libre de la chimenea en F , un tra- 
bajador empuja en E y jala en F para alinear el extremo E con el horno. Si 
la fuerza de 50 N aplicada en F yace en un piano paralelo al piano yz, de- 
termine a) el dngulo a que forma la fuerza en F con la horizontal si el ducto 
AB no debc tender a rotar respecto a la vertical; determine b) el sistema 
fuerza-par en B equivalente al sistema de fuerzas dado cuando se satisface 
esta condicidn. 



3.120 Un tramo de una chimenea para homo estd unido al techo en 
el punto A. Mientras mantiene el extremo libre de la chimenea en F, un tra- 
bajador empuja en E y jala en F para alinear el extremo E con el homo. Si 
la fuerza de 50 N aplicada en F yace en un piano paralelo al piano yz, y 
a - 60°, a) reemplace el sistema de fuerzas dado con un sistema equivalente 
fuerza-par en C. b) determine si el ducto CD tender^ a rotar a favor o en 
contra del sentido de las manecillas del reloj con relation al codo C. visto 
desde D. 

3. 121 Un puntal ajustable BC es utilizado para colocar una pared en 
posicidn vertical, se ejerce un sistema fuerza-par sobre la pared. Reemplace 
este sistema fuerza-par con un sistema fuerza-par equivalente en A, de ma- 
nera que /{ = 21 ,2 lb y M ~ 13.25 lb • ft. 



Figura P3.121 
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Figura P3.123 y P3.124 
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3.122 Mientras se repara y nivela, el frente de un portico caido se 
sostiene mediante un gato de tomillo. Con forme el gato se expande ejerce 
sobre el portico el sistema fuer/a-par mostrado, donde H = 60 lbv Af = 22.5 
lb • ft. Reemplace este sistema fuer/a-par con un sistema eqtiivalente fuer/a- 
par en C. 

3.123 Una base de concreto que tiene la forma de un hex4gono regu- 
lar con lados de 3 m soporta cuatro cargas sobre sus columnas, como indica 
la figura. Determine la magnitud y el punto de aplicacion de la resultantc do 
las cuatro cargas. 

3.124 Una base de concreto que tiene la forma de un hexagono regu- 
lar con lados de 3 m soporta cuatro cargas sobre sus columnas, como se mues- 
tra en la figura. Determine la magnitud de las cargas adicionales que deben 
aplicarse en B y F si la resultantc do las seis cargas do be pasar por el eentro 
de la base. 


3.125 I xis fuer/as mostradas en la figura son la resultante de las car- 
gas verticales hacia abajo ejercidas sobre las secciones del tec ho piano de una 
construcci6n, y se deben a la nieve acumulada. Determine la magnitud v el 
punto de aplicacidn de la resultante de estas cuatro cargas. 



3.126 I .as fuer/as mostradas en la figura son la resultante de las cargas 
verticales hacia abajo ejercidas sobre las secciones del techo piano de una coiis- 
truccidn, y se deben a la nieve acumulada. Si la nieve representada por la fuer- 
/a de 1 16 kips se rermieve de manera que actue en el punto E, determine a y b 
si el punto de aplicacidn de la resultante de las cuatro cargas ost3 entonces en B. 


* 3.127 Un grupo de estudiantes earga la plataf'orma de un trailer de Problem.! “|43 

2 X 4 m con dos cajas de 0.6 X 0.6 X 0.6 m y con una caja de 0.6 X 0.6 X 
1.2 in. Las cajas se colocan en la parte posterior del trailer de manera que 
queden alineadas con la parte trasera y los costados de bste. Determine la 
earga minima que los estudiantes deben colocar en una caja adicional de 0.6 
X 0.6 X 1 .2 in y el sitio donde deben asegurarla en el trailer si ninguna parte 
de las cajas debe rebasar los costados. Ademis, suponga que cada caja esta 
cargada uniforme mente v que la llnea de accibn de la resultan te del peso de 
las cuatro cajas pasa por el punto de interseccibn de las Ifneas centrales v el 
eje del trailer. (Sugerencia: Tome en cuenta que las cajas pueden colocarse 
en los ext re m os o los costados.) 


200 N 



* 3.128 Resuelva el problcma 3.127 si los estudiantes desean colocar 
todo el peso posible en una cuarta caja y que al menos uno de los lados de 
bsta coincida con un costado del trailer. 

*3.129 Una pieza de metal laminado sometida a tres fuerzas se dobla 
en la forma que muestra la figura. Reemplace las tres fuerzas con una Have 
de torsibn equivalente, y detennine a) la magnitud y la direction de la re- 
sultan te R, b) el paso de la Have de torsibn y e*) el punto donde el eje de la 
Have interseca al piano tjz. 

* 3.130 Un bloque de madera estd sometido a tres fuerzas de igual 
magnitud P en las direcciones que muestra la figura. Reemplace las tres 
fuerzas con una Have de torsi6n equivalente, v detennine a) la magnitud y la 
direction de la fuerza resultan te R, h) cl paso de la Have de torsibn y c) el 
punto donde el eje de la Have interseca al piano xy. 




Figura P3.130 


P 


144 Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes *3.131 Las fuerzas y los pares mostrados se aplican sobre dos torni- 

llos para sujetar una placa de metal a uti bloque de madera. Rcduzca las 
fuerzas y los pares a una Have de torsion equivalente, y determine a) la fuerza 
resultante R, b) el paso de la Have de torsi 6n y c) cl punto donde el eje de 
la Have interseca al piano xz. 



Figura P3.132 




Figura P3.131 


*3. 132 En un proceso de manufactura automatizado, se perforan tres 
orificios simultaneatnente en un bloque de aluminio, conio indica la figura. Ca- 
da broca ejerce una fuerza de 50 N v un par de 0.100 N * in sobre el bloque. 
Si la broca A gira en sontido contrario al de las manecillas del reloj v las brocas 
B y C lo liacen en el mismo sentido (segun se observa para eada broca), rcduz- 
ca las fuer/as y los pares ejercidos por las brocas sobre el bloque a una Have do 
torsidn equivalente, y determine a) la fuerza resultante R, h) el paso de la Ha- 
ve de torsidn, c) cl punto donde la Have de torsidn interseca al piano xz. 

*3.1 33 Dos pemos A y B se aprietan aplicando las fuerzas v el par mos- 
trados en la figura. Reeinplace las dos Haves de torsion por una sola Have de 
torsidn equivalente, y determine a) la resultante R, b) el paso de la Have de tor- 
sidn equivalente v c) el punto donde el eje de esta Have interseca al piano \jz. 

* 3.134 Dos pemos A y B se aprietan aplicando las fuer/as y el par 
mostrados en la figura. Keemplace las dos Haves de torsidn por una sola Have 
de torsidn equivalente, v determine a) la resultante R, h) el paso de la Ha- 
ve de torsidn equivalente vc) el punto donde el eje de esta Have interseca al 
piano xz. 



Figura P3.134 
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*3.135 Un asta bandera se sostiene mediante’tres cables. Si la tension 
en los cables tiene la misma magnitud P, reein place his fuerzas ejercidas so- 
bre el asta por una Have de torsion equivalente y determine a) la fuerza re- 
sultan te R, b) el paso de la Have de torsion y c) el punto donde el eje de la 
Have de torsi 6n interseca al piano xz. 



* 3.136 y *3.137 Determine si el sisterna fuerza-par mostrado en la 
figura puede reducirse a una sola fuerza equivalente R. Si csto es posible, 
determine R v el punto donde la linea de accion de R interseca al piano yz. 
Si la reduction no puede lograr.se, reem place el sisterna dado por una Have 
de torsion equivalente y determine su resultan te, su paso y el punto donde 
su eje interseca al piano yz. 



Figura P3.136 



Figura P3.137 


*3.138 Reemplace la Have de torsion mostrada en la figura con un sis- 
tema equivalente que conste de dos fuerzas perpendicu lares a 1 eje z aplicadas, 
respectivamente, en A y en B. 


*3.139 Demuestre que, en general, una Have de torsidn puede ser 
reemplazada por dos fuerzas seleccionadas de tal forma que una pase a traves 
de un punto determinado mientras la otra esta contenida en un piano dado. 

*3.140 Demuestre que una Have de torsion puede reemplazarse con 
dos fuerzas perpendicu lares, una de las cuales esta aplicada en un punto de- 
term in ado. 


I 



*3.141 Demuestre que una Have de torsidn puede reemplazarse con 
dos fuerzas, una de bis cuales tiene una linea de accidn predefinida. 


R EPASO Y RESUME N 
DEL CAPl'TULO 3 


Principio de transmisibilidad 



En este capitulo se estudid el efecto de fuerzas ejercidas sobre un 
cuerpo rigido. Primero se aprendid a distinguir entre fuerzas exter- 
nal e intemas [seccidn 3.2] y se vio que, de acuerdo con el princi- 
pio de transmisibilidad , el efecto de una fuerza externa sobre un 
cuerpo rigido permanece inalterado si la fuerza se mueve a lo largo 
de su linea de accion [seccidn 3.3]. En otras palabras, dos fuerzas F 
y F\ que actuan sobre un cuerpo rigido en dos puntos distintos 
tienen el mismo efecto sobre dicho cuerpo si tienen la misma mag- 
nitud, la misma direccidn y la misma linea de acci6n (figura 3.48). 
Se dice que dos fuerzas como dstas son equivalentes . 


Figura 3.48 


Antes de proceder con el estudio de sistemas equivalentes de 
fuerzas, se presento el concepto del producto vectorial de dos vec- 
tor es [seccidn 3.4]. El producto vectorial 


Producto vectorial de dos vectores 


V = P x Q 




a) 



I 

h) 


Figura 3.49 



de dos vectores P y Q se definid como el vector perpendicular al pia- 
no que contiene aPyaQ (figura 3.49), euya magnitud es igual a 

V = PQse nfl (3.1) 

y que estA dirigido de manera que una persona ubicada en la parte 
terminal de V vera la rotacion a travds de un dngulo 0 que hace a 1 
vector P colineal con el vector Q como contraria al movimiento 
de las manecillas del reloj. Se dice que los tres vectores P. Q y V 
— considerados en ese orden — forman una triada de mano derecha. 
Se concluye que los productos vectoriales Q X P y P x Q est&n re- 
present ados por vectores iguales y opuestos. Asi, se tiene que 

Q x P = -(P X Q) (3.4) 

Ademas, a parti r de la definicidn del producto vectorial de dos vec- 
tores, tambidn se concluye que los productos vectoriales de los vecto- 
res unitarios i, j y k estdn dados por 

i X i = 0 i X j = k j X i = -k 

y asi sucesivamente. El signo del producto vectorial de dos vectores 
unitarios puede obtenerse ordenando las tres letras que representan 
los vectores unitarios en un circulo, en un sentido contrario al movi- 
miento de las manecillas del reloj (figura 3.50): el producto vectorial 
de dos vectores unitarios sera positivo si estos se siguen uno al otro 
en un orden contrario a las manecillas del reloj y sera negativo si 6s- 
tos se siguen uno al otro en el sentido de las manecillas del reloj. 
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Las componentes rectangulares del producto vectorial V de dos 
vectores P y Q fueron expresadas como sigue [seccion 3.5]: 


V* = P„Q Z - P z Q y 

v y = P Z Q X - PxQz (3.9) 

V s = P x Q y - P y Q x 


Componentes rectangulares del producto 
vectorial 


Con el uso de un determinante tambien se escribio 



j 

r> 

Q'j 


k 

p z 

<?* 


(3.10) 

Momento de una fuerza con respecto 
a un punto 


El momento de una fuerza F con respecto a un punto O se 
defini6 [seccidn 3.6] como el producto vectorial 

Mo * r x F (3.11) 


donde r es el vector de position trazado desde O hasta el punto de 
aplicacidn A de la fuerza F (figura 3.51). Si se representa con 6 el 
Angulo entre las lineas de accidn de r y F, se encontrd que la mag- 
nitud del momento de F con respecto a O podia expresarse como 

M 0 = rF sen 0 = Fd (3.12) 

donde d representa la distancia perpendicular desde O hasta la 
hnea de accidn de F. 

Las componentes rectangulares del momento M 0 de una fuerza 
F se expresaron [seccidn 3.8] como 

M x = yF z - zF y 

M tJ = zF x — xF z (3.18) 

M r = xFy - yF x 

donde x,yyz son las componentes del vector de posicidn r (figura 
3.52). Usando una forma de determinante, se escribid tambien 



j 


y 

Fy 


k 

z 

F z 


(3.19) 


En el caso mas general del momento de una fuerza F aplicada en 
A con respecto a un punto arbitrario B, se obtuvo que 


= 


1 J k 

X A/B yA/B Z A /B 


(3.21) 



Figura 3.51 

Componentes rectangulares del momento 



donde x a /b, yA/B y z a/b son l as componentes del vector r A / B : 


X A/B ~ X A x B yA/B * ! I A l jB Z a /b = Z A Z B 


1 48 Cuer P 0S rigidos: sistemas equivalentes 

de tuerza En el caso de problemas que involucran unicamente a dos ai- 

mensiones , se puede suponer que la fuerza F se encuentra en el 
piano xy. Su momento con respecto a un punto B que se en- 
cuentra en ese mismo piano es perpendicular al piano en cuestibn 
(figura 3.53) y est& completamente definido por el escalar 

M b = (x A ~ x B )F y - (y A - y B )F x (3.23) 



Figura 3.53 


Producto escalar de dos vectores 



Figura 3.54 

Proyeccion de un vector sobre un eje 

L 

\ 

x 

Producto triple escalar de tres vectores 



En los problemas resueltos 3.1 al 3.4 se mostraron varios metodos 
para el calculo del momento de una fuerza con respecto a un punto. 

El producto escalar de dos vectores P y Q [seccibn 3.9] se de- 
noto por P • Q y se definio como la can ti dad escalar 

P • Q = PQ cos d (3.24) 

donde 6 es el Angulo entre P y Q (figura 3.54). Se expreso el pro- 
ducto escalar de P y Q en t£rminos de las componentes escalares 
de los dos vectores, se determinb que 

P ■ Q = PxQx + PyQy + P Z Q Z (3.30) 

La proyeccidn de un vector P sobre un eje OL (figura 3.55) se puede 
obtener formando el producto escalar de P y el vector unitario X 
a lo largo de OL. Asi, se tiene que 

Pol = P ’ * (3.36) 

o, con las componentes rectangulares, 

Pol = Pj. cos 6 X + P y cos 0 y + P z cos 6 Z (3.37) 

donde d X7 6 y y 8 Z representan los dngulos que forma el eje OL con 
los ejes coordenados. 

El producto triple escalar de los tres vectores S, P y Q se defini6 
como la expresi6n escalar 

S - (P X Q) (3.38) 

que se obtuvo formando el producto escalar de S con el producto 
vectorial de P y Q {secci<5n 3.10). Se mostr6 que 
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S • (P X Q) = 


S, 

K 


Sy S Z 
Py P; 


(3.41) 


Qx Qtj Qz 

donde los elementos del determinante son las componentes rec- 
tangulares de los tres vectores. 


El momento de una fuerza F con resj)ecto a un eje OL [sec- 
cion 3.11] se defini6 como la proyeccidn OC sobre OL del mo- 
mento M 0 de la fuerza F (figura 3.56), esto es, se definio como el 
producto triple escalar del vector unitario X, el vector de posicidn 
r y la fuerza F: 

M ol = X • M 0 - X • (r x F) (3.42) 

Con el uso de la forma de determinante para el producto triple es- 
calar, se tiene 



y 

F y 


A 

z 

F z 


donde \ x , k~ = cosenos directores del eje OL 
x,y,z = componentes de r 
F x , Fy, F z = ! componentes de F 


(3.43) 


En el problema resuelto 3.5 se presento un ejemplo de la determi- 
nacidn del momento de una fuerza con respecto a un eje inclinado. 


Se dice que dosfuerzas F y — F que tienen la misma magnitude 
Uneas de accion paralelas y sentidos opuestos forman un par [seccion 
3.12]. Se demostrd que el momento de un par es independiente del 
punto con respecto al cual se calcula dieho momento; el momento 
de un par es un vector M perpendicular al piano del par e igual en 
magnitud al producto de la magnitud comun de las fuerzas F y la dis- 
tancia perpendicular d entre sus lineas de accidn (figura 3.57). 

Dos pares que tienen el mismo momento M son equivalentes , 
esto es, dichos pares tienen el mismo efecto sobre un euerpo rfgido 
dado [secci6n 3.13]. La suma de dos pares tambi^n es un par [sec- 
ci6n 3.14] y el momento M del par resultante se puede obtener su- 
mando vectorialmente los momentos M! y M 2 de los pares origina- 
les [problema resuelto 3.6]. For tanto, se concluye que un par pue- 
de ser representado por un vector, conocido como el vector de par , 
igual en magnitud y direcci6n al momento M del par [secci6n 3.15], 
Un vector de par es un vector litre que, si asf se desea, se puede fi- 
jar al origen O y se puede separar en componentes (figura 3.58). 


Momento de una fuerza con respecto 
a su eje 



Figura 3.56 


Pares 




a) 

Figura 3.58 


b) 


c) 


d) 
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r 



Figure 3.59 



Sistema fuerza-par 


Reduction de un sistema de fuerzas a 
un sistema de fuerza-par 


Cualquier fuerza F que actua en un punto A de un cuerpo rfgi- 
do puede reemplazarse por un sistema fuerza-par en un punto arbi- 
trario O el cual consta de la fuerza F aplicada en O y un par de mo- 
menta M 0 , igual al momenta de la fuerza F en su posicidn original 
con respecto a O [seccidn 3.16]; se debe senalar que la fuerza F y el 
vector de par M 0 siempre son perpendiculares entre si (figura 3.59). 

Se concluye que [secci6n 3.17] cualquier sistema de fuerzas pue- 
de ser reducido a un sistema fuerza-par en un punto dado O , reem- 
plazando primero cada una de las fuerzas del sistema por un sistema 
equivalente fuerza-par en O (figura 3.60) para despu^s sumar todas 
las fuerzas y todos los pares determinados de esta forma con el fin 
de obtener a la fuerza resultante R y al vector de par resultante Mo 
[problemas resueltos 3.8 al 3.11]. Obs^rvese que, en general, la re- 
sultante R y el vector de par Mq no ser&n perpendiculares entre si. 



a) b ) c) 

Figura 3.60 


Sistemas equivalentes de fuerzas Con base en lo anterior, se concluy6 [secci6n 3.18] que, en lo 

que respecta a los cuerpos rigidos, dos sistemas de fuerzas F lf F 2 , 
F 3> . . . y FI, F 2 > F 3> ...» son equivalentes si , y solo si, 

2F = 2F' y = (3.57) 

Reduccion adicional de un sistema de Si la fuerza resultante R y el vector de par resultante Mo son 

fuerzas perpendiculares entre si, el sistema fuerza-par en O puede redu- 
cirse aun m£s a una sola fuerza resultante [seccidn 3.20]. fiste es 
el caso para sistemas que est&n constituidos por: a) fuerzas concu- 
rrentes (como los sistemas considerados en el capitulo 2), b) fuer- 
zas coplanares [problemas resueltos 3.8 y 3.9] o c) fuerzas parale- 
las [problema resuelto 3.11]. Si la resultante R y el vector de par 
M o no son perpendiculares entre si, el sistema no puede ser redu- 
cido a una sola fuerza. Ills te, sin embargo, puede ser reducido a un 
tipo especial de sistema fuerza-par que recibe el nombre de Uave 
de torsidn , el cual consta de la resultante R y un vector de par Mj 
dirigido a lo largo de R [seccidn 3.21 y problema resuelto 3.12]. 


Problemas de repaso 


3.1 42 Se requiere una fuerza vertical de 800 N para remover, de la tabla 
mostrada, el clavo que esta en C. Un instante antes de que el clavo comience a 
salir, determine a ) el momento respecto a B de la fuerza ejereida sobre el clavo, 
b) la magnitud de la fuerza P que genera el mis mo momento respecto a B si 
a = 10° y c) la fuerza P minima que genera el mismo momento respecto a B. 

3.143 Un mec^nico automotriz usa el tramo de tubo AB como palanca 
para tensar la banda dc la polea de un alternador. Cuando el meeanico pre- 
siona hacia abajo en el punto A, se genera una fuerza de 580 N sobre el al- 
ternador en B. Determine el momento de la fuerza respecto al pemo C si 
su linea de acci6n pasa por O. 


144 mm 



3.144 La rampa ABCD se sostiene mediante cables colocados en las 
esquinas C v D. Si la tensi6n que se ejerco on cada uno de los cables es de 
360 lb, determine el momento respecto a A dc la fuerza ejereida por a) el 
cable en D, h) el cable en C. 

3.145 Determine los iingulos formados por los alambres AC y AD de 
la red de voleibol que se muestra en la figura. 



100 mm 

Figura P3.142 



Figura P3.144 



Figura P3.145 

3.146 Para levantar una caja pesada, un hombre usa un bloque v un 
polipasto sujetandolos a la parte inferior de la viga I mediante el gancho colo- 
cado en B. Si los mementos, respecto a los ejes y y z, de la fuerza ejereida 
en B por el tramo AB de la cuerda son, respectivamente, de 100 lb * ft v de 
^00 lb • ft, determine la distancia a. 



Figura P3.146 
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20 ft 


Flgura P3.149 


3 . 147 La placa triangular ABC estd sostenida por apoyos de cuenca y 
hola (r6tula) colocados en B y D, y se mantiene en la posicion mostrada me- 
diante lo$ cables AE y CF. Si la fuerza ejercida por el cable CF en C es de 
132 lb, determine el momento de esa fuerza respecto a la lmea que une los 
puntos D y B. 

3.1 48 La tensidn presente en el cable que est& unido al extrerno C de nn 
aguilon ajustable ABC es de 1 000 N. Reemplace la fuerza ejercida por el ca- 
ble en C con un si sterna equivalente fuerza- par en a) el pun to A, b) el pun to B . 

\ 


20 ° 



Figura P3.148 

3.149 Un dirigible se amarra mediante un cable sujeto a la cabina en 
el pun to B . Si la tension en el cable es de 250 lb, reemplace la fuerza ejer- 
cida por el cable en B con un sistema equivalente form ado por dos fuerzas 
paralelas aplicadas en A y C. 

3.150 Para mantener cerrada una puerta, se usa una tabla de rnadera 
colocada entre el piso y la peril la de la puerta. La fuerza que la tabla ejerce 
en B es de 45 lb y esta dirigida a lo largo de la Ifnea AB. Reemplace esta 
fuerza con un sistema equivalente fuerza-par en C. 

3.151 El engrane C esta unido rigidamente al brazo AB. Si las fuerzas 
y los pares mostraclos se pueden reducir a una sola fuerza equivalente en A, 
determine dicha fuerza v la magnitud del par M. 




3.1 52 Un buje dc plastico se insert a en un cilindro de metal de 3 in. de 
diilmetro como indica la figura, la herramienta dc insercion ejerce fuerzas so- 
bre la superficie del cilindro. Cada fuerza es paralela anno de los ejes coordc- 
nados. Reemplace estas fuerzas con un sistema equivalente fuerza-par en C. 



Figura P3. 150 Figura P3.1 51 


Figura P3.152 
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3.153 Tres ninos se encuentran parados en una balsa de 15 X 15 ft. 
Los pesos de )os ninos situ ados, respectivaniente, en A, B y C son de 85, 60 
y 90 lb. Si una cuarta nina con peso de 95 lb se sube a la balsa, determine 
donde debe estar parada si los otros ninos permanecen en la posicibn que se 
muestra y si la luiea de aeeion de la resultante del peso de los cuatro ninos 
debe pasar por el centra de la balsa. 



Problemas de computadora 


3. Cl La barra AB es mantenida en posicibn mediante el cordon AC 
cuya tensibn es T. Utilice nn programa de cbmputo para detenninar el nio- 
Tnento, respeeto a ZL de la fuer/a ejercida por el cordon en el punto A en 
tbrminos de la tensibn T y la distancia c. Grafique el momenta respeeto a B 
para 320 mm ^ r ^ 960 mm si <?) T = 50 N, b ) T - 75 N, c) T = 100 N. 


A 



600 inm 


Figura P3.C1 


3.C2 Un tubo de 400 mm de longitud se puede deslizar libremente a 
lo largo de una barra horizontal. lx)s extremos A y B del tubo estan conec- 
tados por cordones eliisticos fijados al punto C. a) Determine el angulo 0 en- 
tre los dos cordones AC y BC conio una funcibn de x. b ) Grafique el angulo 
0 entre los cordones AC v BC conio una funcibn de x para -400 mm ^ x ^ 
400 mm. 



Figura P3.C2 
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Figura P3.C4 


3.C3 Utilice un programa de coinputo para determinar la distancia 
perpendicular que hay entre la Imea de accibn de una fuerza F y la ft'nea OL. 
Ejecute dicho programa para resolver a) el problema 3.62, b) el problema 
3.63, c) el problema 3.65. 



3.C4 Un amigo le pide ayuda para disenar recipientes donde cultivar 
flores. Ix>s recipientes deben tener 4, 5, 6 u 8 lados, los euales puederi estar 
prove ctados hacia fuera 10, 20 o 30°. Utilice un programa de coinputo para 
determinar el Angulo a del bisel en cada uno de los doce disenos propuestos. 
(Sugerencia: El Angulo a del bisel es igual a la mitad del Angulo foririado por 
las nonnales que se dirigen hacia dentro de dos lados adyacentes.) 


3.C5 Una grtia esta orientada de manera que el extreme del aguilon 
OA de 50 ft perteneee al piano yz como se mucstra en la figura. Si la ten- 
sion en el cable AB es de 875 lb, determine el memento respecto a cada eje 
coordenado de la fuerza ejercida sob re A por el cable AB como una funcion 
de x. Grafique cada momento como una funcion de x para — 15 ft ^ x ^ 15 
ft. 



Figura P3.C5 


3.C6 Una paciento que realiza terapia fisica descansa sobre su lado 
derecho y sostiene una tnancuerna de 1.5 kg en su niano izquierda. la cual 
levanta lentamente a lo largo de una trayectoria circular. Si el centre de la 
trayectoria esta en B y dsta perteneee al piano xij, grafique las componentes 
escalares del momento del peso de la mancuema, respecto a C, como una 
- funcion de 0 para -70° < < 40°. 

3.C7 El redactor de ve loci dad de Angulo recto horizontal que se mues- 
tra en la figura pesa 40 lb, y su centro de gravedad esta ubicado sobre el eje 
if. Si M\ — An ' y M 2 - An 3 , determine la fuerza unica que es equivalente 
al peso de la unidad y los dos pares que act u an sobre el la, asimismo deter- 
mine el pun to de coordenadas (.t, 0. z) donde la lfnea de accion de la fuerza 
unica interseca al piso. C^rafiique x y z como funciones de n para 2 ^ n ^ 6 
cuando a) A = 0.75 lb • ft, b) A = 1.5 lb • ft, c) A = 2 lb • ft. 




Figura P3.C6 


Figura P3.C7 
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3.C8 Una viga AB esta sometida a varias fuerzas verticales, como se 
muestra en la figura. Con el uso de software determine la magnitud de la re- 
sultante de las fuerzas y la distancia x c al punto C, el punto dondc la lfnea 
de accion de la resultante interseca a AB. Use este software para resolver el 
problem a 3.103a. 



3.C9 Con el uso de software, determine la magnitud y el punto de 
aplicacidn de la resultante de las fuerzas verticales P lt P 2 , . . . , P n , las cuales 
actiian en los puntos A h A 2 , . . . , A,, que se encuentran en el piano xz. Use 
este sofware para resolver: a) el problema 3.123 y b) el problema 3.125. 



3.C10 Usando software, determine si un sistema de fuerzas y pares 
puede ser reducido a una sola fuerza equivalente R, y, si es posible, deter- 
mine R y el punto donde la linea de accidn de R interseca al piano tjz . Use 
este software para resolver: a) el problema 3.136 y b) el problema 3.137. 



Figura P3.C10 
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4.1.1NTRODUCCION 

En el capitulo anterior se vio que las fuerzas extemas que actuan so- 
bre un cuerpo rigido pueden reducirse a un sistema fuerza-par en un 
punto arbitrario O. Cuando la fuerza y el par son iguales a cero, las 
fuerzas extemas forman un sistema equivalente a cero y se dice que el 
cuerpo rigido se encuentra en equilibrio. 

Por tanto, las condiciones necesarias y suficientes para el equili- 
brio de un cuerpo rigido se pueden obtener igualando a cero a R y a 
Mq en las relaciones (3.52) de la seccidn 3.17: 


2F = 0 2M 0 = 2(r X F) = 0 (4.1) 


Si se descompone cada fuerza y cada momento en sus compo- 
nentes rectangulares, se pueden expresar las condiciones necesarias 
y suficientes para el equilibrio de un cuerpo rigido por medio de las 
seis ecuaciones escalares que se presentan a continuaci6n: 


1F X ** 0 = 0 2F;* 0 (4.2) 

1M X = 0 2M, y = 0 lA/.. = 0 (4.3) 


Las ecuaciones obtenidas se pueden emplear para determinar fuer- 
zas desconocidas que est4n aplicadas sobre el cuerpo rigido o reaccio- 
nes desconocidas ejercidas sobre este por sus puntos de apoyo. Se ob- 
serva que las ecuaciones (4.2) expresan el hecho de que las componen- 
tes de las fuerzas extemas en las direcciones x,y y z est&n balanceadas; 
las ecuaciones (4.3) expresan a su vez que los momentos de las fuer- 
zas externas con respecto a los ejes x,yyz tambien est£n balanceados. 
Por tanto, para un cuerpo rigido en equilibrio el sistema de fuerzas ex- 
temas no le impartira un movimiento traslacional o rotacional al cuer- 
po en consideration. 

Para poder escribir las ecuaciones de equilibrio para un cuerpo 
rigido, es esencial identificar primero todas las fuerzas que actuan so- 
bre dicho cuerpo y, entonces, dibujar el diagrama de cuerpo libre co- 
rrespondiente. En este capitulo se considerar& primero el equilibrio 
de estructuras bidimemionales sujetas a fuerzas contenidas en sus pia- 
nos y se aprender& c6mo dibujar sus diagramas de cuerpo libre. Ade- 
m£s de las fuerzas aplicadas sobre una estructura, se considerariin las 
reacciones ejercidas sobre esta ultima por sus puntos de apoyo. Se aso- 
cial un tipo espetifico de reaccidn con cada tipo de apoyo. Se apren- 
der£ c6mo determinar si una estructura esta apoyada apropiadamen- 
te, de forma que se pueda saber de antemano si las ecuaciones de 
equilibrio podr&n resolverse para determinar las fuerzas y reacciones 
desconocidas. 

En la ultima parte del capitulo se considerara el equilibrio de es- 
tructuras tridimensionales y se realizard el mismo tipo de an&lisis para 
estas estructuras y para sus puntos de apoyo. 
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Al resolver un problenia relacionado con el equilibrio de un cuerpo 
rigido es esencial que se consideren todas las fuerzas que actuan sobre 
este; ademds, es importante excluir cualquier fuerza que no cst6 dada 
directamente sobre dicho cuerpo. Omitir o agregar una fuerza extrana 
podria destruir las condiciones de equilibrio. Por tanto, el primer paso 
en la solution del problenia es esquematizar un diagrama de cuerpo li- 
bre del cuerpo rigido en consideration. Los diagramas de cuerpo libre 
va fueron utilizados en muchas ocasiones en el capitulo 2. Sin embar- 
go, en vista de su importancia para la solucidn de problemas de equili- 
brio, aqui se resumen los diferentes pasos que se deben seguir al me- 
mento de dibujar un diagrama de cuerpo libre. 

1 . Se debt tomar una decision acertada en relation con la selec- 
tion del cuerpo libre que ser£ utilizado. Despu^s se debe se- 
parar al cuerpo del suelo y de todos los demas cuerpos. Asi, se 
realiza un croquis del contorno del cuerpo ya aislado. 

2. Todas las fuerzas externas deben inditarse en el diagrama 
de cuerpo libre. Estas fuerzas representan las actiones ejer- 
cidas sobre el cuerpo libre por el suelo y por los cuerpos que 
ban sido separados del mismo; estas fuerzas deben aplicarse 
en los diversos puntos sobre los que el cuerpo libre estaba 
apoyado en el suelo o estaba conectado a otros cuerpos. Tam- 
bi£n se debe incluir entre las fuerzas externas el peso del cuer- 
po libre, puesto que representa la atraccion ejercida por la 
Tierra sobre las distintas parriculas que lo constituyen. Como 
se verd en el capitulo 5, el peso debe aplicarse en el centro 
de gravedad del cuerpo. Cuando el cueqx) libre estd consti- 
tuido por varias partes, las fuerzas que diehas partes ejercen 
entre si no deben incluirse entre las fuerzas externas; siem- 
pre que se considere complcto al cueqio libre, son fuerzas in- 
ternal. 

3. Las magnitudes v las direcciones de las fuerzas externas que 
son conocidas deben senalarse con claridad en el diagrama de 
cuerpo libre. Cuando se indiquen las direcciones de diehas 
fuerzas, se debe recordar que <5stas son las ejercidas sobre , y 
no por , el cuerpo libre. Por lo general, las fuerzas externas co- 
nocidas incluven el peso del cuerpo libre y la s fuerzas aplica- 
das con un proposito en particular. 



Fotografia 4.1 Un diagrama de cuerpo libre del 
tractor que se muestra en la foto incluirfa todas 
las fuerzas externas que actuan sobre 61: el peso 
del tractor, el peso de la carga en la pala y las 
fuerzas ejercidas por el suelo sobre las llantas. 



Fotografia 4.2 En el capitulo 6 se expond r£ 
como determinar las fuerzas internas en 
estructuras hechas de varias piezas conectadas, 
como las fuerzas en los elementos que soportan 
la pala del tractor de la fotografia 4.1. 


4. Las fuerzas externas desconocidas consisten en las reacciones 
a travds de las cuales el suelo y otros cuerpos se oponen a un 
posible movimiento del cuerpo libre. Las reacciones lo obli- 
gan a permanecer en la misma posicidn y, por esta razon, al- 
gunas veces red ben el nombre de fuerzas de restriccidn. Las 
reacciones se ejercen en los puntos donde el cuerpo libre es- 
apoyado o conectado a otros cuerpos y deben indicarse con 
claridad. Las reacciones se estudian con mas detalle en las sec- 
ciones 4.3 y 4.8. 


5. El diagrama de cuerpo libre tambidi debe incluir dimensiones, 
puesto que estas se pueden necesitar para el calculo de i no- 
men tos de fuerzas. Sin embargo, cualquier otro detalle debe 
oinitirse. 
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EQUILIBRIO EN DOS DIMENSIONES 


4.3. REACCIONES EN LOS PUNTOS DE APOYO 
Y CONEXIONES DE UNA ESTRUCTURA BIDIMENSIONAL 



Fotografi'a 4.3 Cuando el eslabdn del 
mecanismo de aperlura del toldo para ventana se 
extiende, la fuerza que 6ste ejerce sobre el 
deslizador produce una fuerza normal aplicada 
sobre la barra, lo que causa que el toldo se abra. 



Fotografi'a 4.4 El apoyo oscilatorio del estribo 
montado, que se muestra en la fotografi'a, se usa 
para apoyar el camino sobre un puente. 



Fotografi'a 4.5 Se muestra la expansibn del 
apoyo oscilatorio de un puente con plataforma de 
trabes. La superficie convexa del oscilador le 
permite al apoyo de la trabe moverse en forma 
horizontal. 


En la primera parte de este capftulo se consider a el equilibrio de una 
estructura bidimensional, esto es, se supone que la estructura que se 
esta analizando y las fuerzas aplicadas sobre la misma est&n contenidas 
en el misino piano. De la forma mas clara, las reacciones necesarias 
para mantener a la estructura en la misma posicion tambien estaran 
contenidas en el mismo piano. 

Las reacciones ejercidas sobre una estructura bidimensional pue- 
den ser divididas en trcs grupos cjue corresponden a tres tipos de apo- 
yos (puntos de apoyo) o conexiones: 

1. Reacciones equivalentes a una fuerza con una Itnea de action 
conocida. Los apoyos v las conexiones que origin an reacciones 
de este tipo incluven rodillos , balancines , superficies sin fric- 
tion, eslabones o hielas v cables cortos , collarines sobre barras 
sinfriccion v pemos sin friction en ranuras lisas. Cada uno de 
esto s apoyos v conexiones pueden impedir el movirniento sb- 
lo en una direccibn. Los apoyos mencionados anteriormente 
junto con las reacciones que producen se muestran en la figure 
4.1. Cada una de estas reacciones involucre a una sola incog- 
nita , es decir, la magnitud de la reaccibn; dicha magnitud dc- 
be representarse con una letra apropiada. La linea de accibn 

de la reaccibn es conocida v dcbe indicarse con claridad en el 

✓ 

diagrarna de cuerpo libre. El sentido de la reaccibn debc ser 
como se muestra en la figure 4.1 para los casos de una super- 
ficie sin friccibn (hacia el cuerpo libre) o de un cable (alejan- 
dose del cuerpo libre). La reaccibn puede estar dirigida en uno 
u otro sentido en el caso de rodillos de doble carril, eslabones, 
collarines sobre barras v pemos en ranuras. Por lo general, los 
rodillos de un carril y los balancines son reversibles y, por tan- 
to, las reacciones correspondientes tambibn pueden estar di- 
rigidas en uno u otro sentido. 

2. Reacciones equivalentes a u na fuerza de magnitud y direction 
desconocidas . Los apoyos v las conexiones que originan reac- 
ciones de este tipo incluven pemos sin friction en orifitios 
ajustados , articulaciones o bisagras y superficies rugosas. Es- 
tos pueden impedir la traslacion del cuerpo rfgido en todas 
direcciones pero no pueden impedir la rotacibn del mismo 
con respecto a la conexion. Las reacciones de este grupo in 
volucran dos incognitas que usual men te se representan por 
sus componentes x y y. En el caso de una superficie rugosa, 
la componente perpendicular a la superficie debe dirigirse ale- 
j an dose de bsta. 

3. Reacciones equivalentes a una fuerza y un par. Estas reaccio- 
nes se originan pox apoyos fijos y los cuales se oponen a cualquier 
movirniento del cuerpo libre y, por tanto, lo restringen por com- 
pleto. Los soportes fijos producen fuerzas sobre toda la super- 
ficie de contacto; sin embargo, estas fuerzas forman un sistema 
que se puede reducir a una fuerza y un par. Las reacciones de 
este grupo involucran tres incognitas , las cuales consisten en las 
dos componentes de la fuerza v en el momento del par. 


4.3. Reacciones en los puntos de apoyo y 
conexiones de una ©structure bidimensional 
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Apoyo o conexibn 


Reaction 


Numero de 
incbgnitas 




] 


Rodillos o patines 


Balancm Superficie 
sin Iriccion 


Fuciza con linea 
de actibn conocida 




Cable corto 


Eslab6n corto 



Fnerza con lmea 
dc action conocida 


1 



/ 


Collarfn sobre una 
barra sin friccibn 


Pemo sin friccibn 
en una ranura lisa 


Fnerza con lfnea 
de aecibn conocida 



Figura 4.1 Reacciones en apoyos y conexiones. 


Cuando el sentido de una fnerza o tin par desconocido no es evi- 
dente, no se debe intentar determinarlo. En lugar de ello, se supondra 
arbitrariamente el sentido de la fuerza o el par; el signo de la suposi- 
cion obtenida indicara si la respuesta fue correcta o no. 
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Figure 4.2 


4.4. EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIGIDO 
EN DOS DIMENSIONES 

Las condiciones establecidas en la section 4.1 para el equilibrio de un 
cuerpo rigido se vuelven m&s simples para casos de estnicturas bidi- 
mensionales. Al seleccionar a los ejes x y y en el piano de la estructu- 
ra, se tiene que 

F z = 0 M x = M y = 0 M z = M 0 

para cada una de las fuerzas aplicadas sobre la estmctura. Por tanto, las 
seis ecuaciones de equibbrio derivadas en la seccidn 4.1 se reducen a 

2F r = 0 2F„ = 0 2M 0 = 0 (4.4) 

y a las tres identidades triviales 0 = 0. Como se debe cumplir que 2M 0 
= 0 sin importar la eleccidn del origen O, se pueden escribir las ecua- 
ciones de equilibrio para una estructura bidimensional en la forma mas 
general 

2F X = 0 SF y = 0 SM a = 0 (4.5) 

donde A es cualquier punto en el piano de la estructura. L as tres ecua- 
ciones obtenidas pueden resolverse para un maxi mo de tres incognitas. 

En la section anterior se vio que las fuerzas desconocidas incluyen 
reacciones y que el numero de incdgnitas correspondientes a una reac- 
tion depende del tipo de apoyo o conexion que origina dicha reaction. 
Como se hizo referenda en la section 4.3, se observa que las ecuacio- 
nes de equilibrio (4.5) pueden ser empleadas para determinar las reac- 
ciones asociadas con dos rodillos y un cable, un apoyo fijo o un rodillo 
y un perno en un orificio ajustado, etcetera. 

Observe la figura 4.2 a y en la cual la armadura mostrada est£ some- 
tida a las fuerzas dadas P, Q v S. La armadura se mantiene en su lu- 
gar por medio de un perno en A y un rodillo en B. El perno impide 
que el punto A se mueva ejerciendo una fuerza sobre la armadura que 
se puede descomponer en las componentes A* v A,,; por su parte, el 
rodillo impide que la armadura rote con respecto a A ejerciendo la 
fuerza vertical B. El diagrama de cuerpo libre de la armadura se mues- 
tra en la figura 4.2F; este incluye tanto las reacciones A x , y B como 
las fuerzas aplicadas P, Q v S y el peso W de la armadura. Para expre- 
sar que la suma de los momentos con respecto a A, que implica todas 
las fuerzas mostradas en la figura 4.2 b, es igual a cero, se escribe la 
ecuacion = 0, la cual puede utilizarse para detenninar la mag- 
nitud B puesto que dicha ecuacion no contiene a A x o a A tJ . DespuSs, 
para in dicar que la suma de las componentes x y y de las fuerzas son 
iguales a cero, se escriben las ecuaciones SF X = 0 y 2F f/ = 0, a parti r 
de las cuales se obtienen, respectivamente, las componentes A x y A v . 

Se podria obtener una ecuacion adicional expresando que la suma 
de momentos de las fuerzas extemas con respecto a un punto distinto 
de A es igual a cero. Por ejemplo, se podria escribir = 0. Sin em- 
bargo, una expresion de ese tipo no contendrfa ninguna information 
nueva, puesto que ya se ha establecido que el sistema de fuerzas mos- 
trado en la figura 4.2 b es equivalente a cero. Por tanto, la ecuacion adi- 
cional no seria independiente y no podria utilizarse para determinar una 
cuarta incognita. Sin embargo, esta ecuacidn serviria para verificar la so- 
lution obtenida a partir de las tres ecuaciones de equilibrio originales. 

A pesar de que no se pueden poner ecuaciones adicionales a las 
tres ecuaciones de equilibrio originales, cualquiera de £stas puede ser 


reemplazada por otra. De esta forma, un sistema alternative de ecua- 
ciones de equilibrio es 

2F X = 0 2M a = 0 - 0 (4.6) 

donde el segundo punto con respecto al cual se suman los momentos 
(en este caso, el punto B) no puede estar ubicado en la lmea paralela 
al eje y que pasa a trav£s del punto A (figura 4.2 b). Estas ecuaciones 
son condiciones suficientes para el equilibrio de la armadura. Las pri- 
meras dos ecuaciones indican que las fuerzas extemas deben reducir- 
se a una sola fuerza vertical en A. Como la tercera ecuacidn requiere 
que el momento de esta fuerza sea igual a cero con respecto al punto 
B, el cual no esta sobre su linea de accirin, la fuerza debe ser igual a 
cero y el cuerpo rigido esta en equilibrio. 

Un terccr posible conjunto de ecuaciones de equilibrio es 

2M a - 0 SM b - 0 2Af c = 0 (4.7) 

donde los puntos A, B y C no son colineales (figura 4.2b). La primera 
ecuacion requiere que las fuerzas extemas se reduzcan a una sola fuer- 
za en A; la segunda ecuacidn requiere que esta fuerza pase a traves de 
B y la tercera ecuacion requiere que pase a trav&s de C. Como los pun- 
tos A, B y C no son colineales, la fuerza debe ser igual a cero y el cuer- 
po rigido esta en equilibrio. 

La ecuacidn = 0, la cual expresa que la suma de los momentos 
de las fuerzas con respecto al pemo A es igual a cero, posee un significa- 
do ffsico mas definido que cualquiera de las otras dos ecuaciones (4.7). 
Estas expresan una idea similar de balance pero lo hacen con respecto a 
puntos en los cuales el cuerpo rigido no est£ realmente artieulado. Sin 
embargo, dichas ecuaciones son tan utiles como la primera y la seleccion 
de las ecuaciones de equilibrio no debe estar indebidamente influida por 
el significado fisico de las mismas. De hecho, en la practica serii desea- 
ble elegir ecuaciones de equilibrio que contengan una sola incognita, 
puesto que asi se elimina la neeesidad de resolver ecuaciones si mult a- 
neas. Es posible obtener ecuaciones de una sola incrignita al sumar mo- 
mentos con respecto al punto de interseccidn de las lmeas de accirin de 
dos fuerzas desconocidas o, si dichas fuerzas son paralelas, sumar las com- 
ponentes perpendiculares a esa direccidn comun. Por ejemplo, en la fi- 
gura 4.3, en la cual la armadura mostrada se sostiene por rodillos en A y 
B y por un eslabdn corto en D, las reacciones en A y B pueden elimin ar- 
se con la suma de las componentes x. Las reacciones en A y D se elimi- 
nan al sumar momentos con respecto a C, y las reacciones en B v D su- 
mando momentos con respecto a D. Las ecuaciones obtenidas son 

2F X = 0 2M C = 0 2Af D = 0 
Cada una de estas ecuaciones contiene una sola inedgnita. 

4.5. REACCIONES ESTATICAMENTE INDETERMINADAS. 
RESTRICCIONES PARCIALES 

En los dos ejemplos considerados en la seccidn anterior (figuras 4.2 y 
4.3), los tipos de apoyos usados fueron tales que era imposible que el 
cuerpo rigido se moviera bajo la accirin de las cargas dadas o bajo cual- 
(juier otra condicidn de carga. En casos como 6stos, se dice que el cuer- 
po rigido tiene restriction completa. Tambien se debe recordar que las 
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Figura 4.3 
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a) 



b) 

Figura 4.4 Reacciones estaticamente 
indeterminadas. 




b) 

Figura 4.5 

Restricciones parciales. 


reacciones correspondientes a estos apoyos involucraban tres incogni- 
tas, las cuales podian determinarse resoKiendo las tres ecuaciones de 
equilibrio. Cuando se presenta una situacidn como esta, se dice que 
son reacciones estaticamente determinadas . 

En la figura 4Aa la armadura mostrada se sostiene por pernos en A 
y B. Estos apovos proporcionan iruLs restricciones de las necesarias para 
evitar que la armadura se mueva bajo la action de las cargas dadas o 
bajo cualquier otra condicion de carga. Tambi6n se observa a partir del 
diagrama de cuerpo libre de la figura 4.4 b que las reacciones correspon- 
dientcs involueran cuatro incognitas . Pues to que, como se senaJo en la 
section 4.4, s6lo estan disponibles tres ecuaciones de equilibrio i n depen - 
dientes, se tienen mas incognitas que ecuaciones ; por tanto, no se pue- 
den detenninar todas las incdgnitas. Mientras que las ecuaciones 
= Oy S;V/ B = 0 proporcionan, respectivamente, las componentes verti- 
cales B t/ y A tJ , la ecuacidn SF* = 0 solo proporciona la sum a A x + B x de 
las componentes horizontales de las reacciones en Ay B. Se dice que las 
componentes A x y B x son estaticamente indeterminadas. Estas pueden 
determinarse considerando las deform aci ones ocasionadas en la armadu- 
ra por la condicion de carga dada, pero este metodo esta luera del alcan- 
ce de la estatica v corresponde al estudio de la mecanica de inateriaJes. 

Los apovos usados para sostener la armadura mostrada en la figu- 
ra 4.5 a consistcn en los rodillos en Ay B. Es evidente que las restric- 
ciones proporcionadas por estos apoyos no son suficientes para impe- 
dir que la armadura sc mueva. Aunque se impide cualquier movimiento 
vertical, no hay nada (pie evite que la armadura pueda moverse en for- 
ma horizontal. Bajo estas circun stand as, se dice que la armadura tie- 
ne restriction partial.* En la figura 4.5b se observa que las reacciones 
en A y B solo involueran dos incdgnitas. Como aun se tienen que cum- 
plir tres ecuaciones de equilibrio, hay menos incdgnitas que ecuacio- 
nes y, en general, una de las ecuaciones de equilibrio no se cumplini 
Mientras que las ecuaciones = 0 y — 0 se pueden cumplir 
por medio de una selection apropiada de las reacciones en A y F, la 
ecuacion £F X = 0 no serd satisfecha a menos que la suma de las com- 
ponentes horizontales de las fuerzas aplicadas sea igual a cero. Por tan- 
to, no se puede mantener el equilibrio de la armadura de la figura 4.5 
bajo con elicit mes generates de carga. 

De lo anterior se concluye que si un cuerpo rigido ticne restric- 
cidn completa y si las reacciones en sus apoyos son estaticamente de- 
terminadas, entonces habrd t ant as incognitas como ecuaciones de equi- 
librio. Cuando esta condicion no se cample , se tienc la certeza de que 
el cuerpo rigido no estd completamente restringido o de que las reac- 
ciones en sus apoyos no son estaticamente determinadas; ademas, tam- 
bi£n es posible que el cuerpo rigido no este completamente restringi- 
do y que las reacciones sean estaticamente indeterminadas. 

Sin embargo, se debe senalar que la condicion ya mencionada, anti- 
que es necesaria y no es suficiente. En otras palabras, el hecho de que 
el numero de incognitas sea igual al ruimero de ecuaciones no garan- 
tiza que el cuerpo tenga restriccidn completa o quo las reacciones en 
sus apoyos son estaticamente determinadas. Observe la figura 4.6<7 en 
la cual la armadura mostrada se sostiene por medio de rodillos en A, 


[ En ocasiones se hace referenda a los cuerpos con restriccion partial como inesiables. 
Sin embargo, para evitar con fu si ones entre cstc tipo ile inestabilidad, debida a un niimero 
in suficiente de restricciones y el tipo do in(;stabilidad considerada en el capftulo 10. la cual 
est£ relacionada con cl comportarniento de un cuerpo rigido cuando sc perturba sn equi- 
librio, se reservar«1 cl uso de las palabras estable e instable para este ultimo cast). 


B y E. A pesar de que existen tres reacciones desconocidas A, B y E 
(figura 4.6 b), la ecuacidn 2F C = 0 no se cumplira a menos que la su- 
ma de las componcntcs horizontales de las fuerzas aplicadas resulte 
igual a cero. Aunqne hay un numero suflciente de restricciones, estas 
no cstan ubicadas de manera apropiada y no existe ningun impedimen- 
to para que la armadura se mueva horizontalmente. En este caso, se 
dice que la armadura est£ impropiamente restringida. Como s6lo que- 
dan dos ccuaciones de equilibrio para deterininar tres incognitas, las 
reacciones seran estaticamente indeterminadas. Por tan to, las reaccio- 
nes impropias tambi£n producen indeterminacion estatica. 

Otro ejemplo de restricciones impropias — y de indeterminacion 
estatica — lo proporciona la armadura mostrada en la figura 4.7, la cual 
esta sostenida por un perno en A v por rodillos en B y C, que en con- 
junto involucran cuatro incognitas. Como s6lo se dispone de tres ccua- 
ciones de equilibrio independientes, las reacciones en los apoyos son 
estaticamente indeterminadas. Por otro Iado, observese que no se pue- 
de cumplir la ecuacidn £-Vf A = 0 bajo condiciones generales de carga 
pucsto que las lineas de accidn de las reacciones By C pasan a trav^s 
de A. Entonces, se concluve que la armadura puede rotar alrededor de 
A y; por ende, est& impropiamente restringida/ 

Los ejemplos de las figuras 4.6 y 4.7 conducen a la conclusion de 
que un cuerpo rigido esta impropiamente restringida siempre cpie los 
apoyos esten ubicados de talfonna que las reacciones scan concurrentes 
o paralelas ,* aunque proporcionen un numero suflciente de reacciones. 

En resumen, para asegurarse de que un cuerpo rigido bidimensio- 
nal esta completamente restringido y de que las reacciones en sus apo- 
yos son estaticamente determinadas, se debe verificar que las reaccio- 
nes, involucren tres — y s6lo tres — incognitas v que los apoyos est£n ubi- 
cados de manera que no requieran que las reacciones scan concurren- 
tes o paralelas. 

I jOs apoyos que involucran reacciones estaticamente indetermina- 
das deben utilizarse con cuidado en el diseno de estnicturas y con ple- 
no conocimiento de los problemas que pueden causar. Por otra parte, 
es usual que el analisis de estructuras con reacciones estaticamente in- 
determinadas se realice en forma parcial por medio de los rnetodos de 
la estatica. Por ejemplo, en el caso de la armadura de la figura 4.4, las 
componentes verticales de las reacciones en Ay B se obtuvieron a par- 
tir de las ecuaciones de equilibrio. 

Por razones obvias, los apoyos que originan restricciones parciales 
o impropias se deben evitar en el diseno de estructuras estaci on arias. 
Sin embargo, una estructura restringida en forma parcial o impropia 
no necesariamente sc colapsara; bajo ciertas condiciones de carga en 
particular, se puede mantener el equilibrio. Por ejemplo, las armadu- 
ras de las figuras 4.5 y 4.6 estar&n en equilibrio si las fuerzas aplicadas 
P Q y S son verticales. Ademas, las estructuras disenadas para mover- 
se solo deben estar parcialmente restringidas. Por ejemplo, un carro 
de ferroearril seria de poca utilidad si estuviera completamente restrin- 
gido por tener sus frenos aplicados en forma permanente. 

1 La rotacitfn dr la armadura con respecto a A requiere algo de "juego” on los apoyos en 
15 y C. Ln la prdctica siempre existird dicho juego. Ademds, se observa que si el juego es mi- 
ni mo, el desplazamiento de los rodillos ByC,y por tanto, las distancias desde A hasta las lf- 
neas de accidn de las reacciones B v C, tambien scran pequenas. Asf, la ecuacirin 2M A = 0 
requiere que B y C sean muy grandes. lo cual puede causar la falla de los apoyos en 15 y C. 

1 Debido a que esta situaci6n surge por un arreglo o geometria inadecuados de los apo- 
yos, coiniinmente sc hacc rcfcrencia a la misma como inestahiiutad geometrica. 
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Figura 4.6 Restricciones 
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b) 

Figura 4.7 Restricciones impropias. 
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PROBLEMA RESUELTO 4.1 





Una gnia fija tiene una masa de 1 000 kg y se usa para levantar una caja de 
2 400 kg. La grua se mantiene en su lugar por medio de un pemo enAyun 
balancin en B. El centra de gravedad de la grua esta ubicado en G. Deter- 
mine las componentes de las reacciones en A y B. 


SOLUCI6N 

Diagram;* de cuerpo libre. Se dibuja un diagrama de euerpo libre 
de la gnia. Si multiplica las masas de la grua y de la caja por g = 9.81 m/s 2 , 
se obtienen sus respectivos pesos, esto es, 9 810 N o 9.81 kN y 23 500 N o 
23.5 kN. La reaction en el pemo A es una fuerza con direcei6n desconoci- 
da; bsta se representa por sus componentes A, y Ay. La reacci6n en el ba- 
lancin B es perpendicular a su superficie; por tan to, dicha reacei6n es hori- 
zontal. Se supone que A*, Ay y B actuan en las direcciones mostradas en la 
figura. 

Determinacion de B. Se expresa que la suma de los momentos de 
todas las fuerzas extemas con respecto al punto A es igual a cero. La ocua- 
cidn que se obtiene no con tiene a A x ni a Ay puesto que los momentos de 
A* y Ay con respecto a A son iguales a cero. Si se multiplica la magnitud de 
cada fuerza por su distancia perpendicular a partir dc A. se escribe 

+ *)2\1 a = 0: B(1.5 m) - (9.81 kN)(2 m) - (23.5 kN)(6 m) = 0 

B = + 107.1 kN B = 107.1 kN ^ ◄ 

Como el resultado es positive, la reaction est;i dirigida en la forma que se su- 
puso. 

Delerminacion de A*. La magnitud de A* se determina con la suma 
de las componentes horizontales de todas las fuerzas extemas, la cual es igual 
a cero. 

A2F X = 0: A x + B = 0 

A x 4- 107.1 kN = 0 

A t = -107.1 kN A, = 107.1 k\ «- ◄ 

Como el resultado es negativo, el sentido de A* es opuesto al que se habia 
supuesto originalmente. 

Determination de A y . La suma de las componentes verticales tam- 
bien debe ser igual a cero 

+ = 0: A y - 9.81 kN - 23.5 kN = 0 

A y = +33.3 kN A,, = 33.3 kN f ◄ 

Sumando vectorialmente las componentes A* y A^ se encuentra que la 
reaccidn en A es 112.2 kN ^17.3°. 

Comprobacion. Los valores obtenidos para las reacciones se pueden 
comprobar recordando que la suma de los momentos de todas las fuerzas ex- 
ternas con respecto a cualquier punto debe ser igual a cero. Por ejemplo, 
considerando al punto B, se escribe 

+ "j SM b = -(9.81 kN)(2 m) - (23.5 kN)(6 m) + (107.1 kN)(1.5 m) = 0 


107 I kN 



6 Ups 



■ s 



a f> J 


3 ft 

' 2 ft 

2 ft 


PROBLEMA RESUELTO 4.2 

Se aplican tres cargas a una viga como se muestra en la figura. La viga se 
apoya en un rodillo en A y en un perno en B. Sin tomar en cuenta el peso 
de la viga, determine las reacciones en A v B cuando P = 15 kips. 


15 kips (3 kips I 


U A 

Si 

k 


3ft 

r 6 it — 

2 ft 

2ft 


SOLUCION 

| Diagrama de cucrpo libre. Se dibuja un diagrama de cuerpo libre 

de la viga. La reaction en A es vertical y se representa con A. La reaccidn 
en B se representa con las componentes B x y B y . Se supone que cada com- 
ponente acttia en la direction mostrada en la figura. 


Ecuaciones de equilibrio. Se escriben las tres ecuaciones de equili- 
brio siguientes y se resuelven para las reacciones senaladas: 


= 0 : 


B t =0 


B t = 0 ◄ 


+ = 0 : 

-(15 kips)(3 ft) + B tJ ( 9 ft) - (6 kips)(ll ft) - (6 kips)(13 ft) = 0 

B tJ = +21.0 kips I3„ = 21 .0 kips f ◄ 

+ ^A i B = 0: 

-A(9 ft) + (15 kips)(6 ft) - (6 kips)(2 ft) - (6 kips) (4 ft) = 0 

A = +6.00 kips A = 6.00 kips f < 


Comprobacion. Se compmeban los resultados sumando las compo- 
nentes verticales de todas las fuerzas externas. 

+ |SF y = +6.00 kips — 15 kips + 21.0 laps — 6 kips — 6 kips = 0 


Ohsenxicion. En este problema las reacciones en A y B son vertica- 
les; sin embargo, las razones de lo anterior son diversas. En A la viga se apo- 
ya en un rodillo; por tanto, la reaction no puede tener una componente ho- 
rizontal. En B, la componente horizontal de la reacei6n es igual a cero debido 
a quc se debe cumplir la ccuacidn de equilibrio HF X — 0 y a que ninguna de 
las otras fuerzas que actiian sobre la viga tiene una componente horizontal. 

A primera vista se hubiera podido observar que la reaccidn en B era ver- 
tical y se pudo haber omitido la componente horizontal B x . Sin embargo, es- 
ta practica no es conveniente. Al seguirla, se corre el riesgo de olvidar a la 
componente B T cuando las condiciones de carga requieran su presencia (es- 
to es, cuando se incluye una carga horizontal). Adem&s, se encontrri que la 
componente B, es igual a cero utilizando y resolviendo una ecuacidn de equi- 
librio, 2F* = 0. Al dar por hecho que B v es igual a cero, es posible no per- 
catarse de que en realidad se ha hecho uso de esta ecuacirin y, por tanto, se 
podria perder la relaci6n del numero de ecuaciones disponibles para resol- 
ver el problema. 






PROBLEMA RESUELTO 4.3 


Un carro de carga se encuentra en reposo sobre un carril que forma un an- 
gulo de 25° con respecto a la vertical. El peso total del carro y su carga es 
de 5 500 lb y este actua en un punto que se encuentra a 30 in. del carril v 
que es equidistante a los do$ ejes. El carro se sostiene por medio de un ca- 
ble que esta unido a bste en un punto que se encuentra a 24 in. del carril. 
Determine la tension en el cable y la reaction en cada par de ruedas. 


JETMWlTOnti :nt n ;rr<ii 

SOLUClbN 

Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre 
del carro. La reaccion en cada rueda es perpendicular al carril y la fuerza de 
tension T es paralela a bste. Por convenience se selecciona al eje x paralelo 
al carril y al eje y perpendicular al mismo. Entonces, el peso de 5 500 lb se 
dcscompone en sus componentes x y if. 

W x = +(5 500 lb) cos 25° = +4 980 lb 
W y = -(5 5(K) lb) sen 25° = -2 320 lb 



Ecuaciones de equilibria. Se toman momentos con respecto a A pa- 
ra eliminar a T v a Rj de los cdlculos. 

+*{Z\1 A = 0: -(2 320 lb)(25 in.) - (4 980 lb)(6 in.) 4- R 2 ( 50 in.) = 0 

R 2 = + 1 758 lb R 2 = 1 758 11> /* ◄ 

Ahora, tomando momentos con respecto a B para eliminar a T y a R 2 de los 
calculos, se escribe 

^Mh = 0: (2 320 Ib)(25 in.) - (4 980 lb)(6 in.) - 0 in.) = 0 

R, = + 562 1b = 502 lb S 1 ◄ 

El valor de T se obtiene a partir de 

\+2F r = 0: 4 980 lb - T = 0 

T = +4 980 lb T = 4 980 lb \ ◄ 

Los valores encontrados para las reaccioncs se muestran en el croquis ad- 
y junto. 

6 in. 

Comprobacion . Para corroborar los cdlculos se escribe 

S+ZF y = +562 lb + 1 758 lb - 2 320 lb = 0 

Tambien pudo haberse verificado la solucibn calculando los momentos con 
respecto a cualquier punto distinto de A o de B. 


PROBLEMA RESUELTO 4.4 


V 


20 kN 20 kN 20 kN 20 k\ T 


\ 


1.8m 1.8 m 1.8m 1.8mf|E 


- 4.5 hi - 


6 m 


ff. 211 is 20 kN 20 kN 20k.\ 


I 


j. 


' 1.8m 1 8m 'l.8m 1 

E, 


8 mH 


m; 


4.5 m 


150 kN 


El marco mostrado en la figura sostienc una parte del techo do nn pequeno 
edificio. Se sabe que la tensi6n en el cable es de 150 kN, determine la reac- 
ci6n en el extremo fijo E. 


SOLUClbN 

Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja el diagrama de cuerpo lib re 
del marco junto con el cable BDF. La reaction en el extremo fijo E es tS re- 
presentada con las componentes de fuerza E* y E y y por el par M E . Las otras 
fuerzas que actiian sobre el diagrama de cuerpo libre son las cuatro cargas 
de 20 kN y la fuer/.a de 150 kN ejercida en el extremo F del cable. 

Ecuaciones de equilibrio. Observe quo DF = V (4.5 m) 2 + (6 m) 2 = 
7.5 m, se escribe 


= 0 : 


+t = (): 


E x + |4(150 kN) = 0 
7.5 

E r = -90.0 kN 


E v = 90.0 kN 


E v - 4(20 kN) - zh (150 kN) = 0 
v i.5 

E v = +200 kN E„ = 200 kN | 


= 0: (20 kN)(7.2 m) + (20 kN)(5.4 m) + (20 kN)(3.6 m) 

+ (20 kN)(1.8 m) - -^-(150 kN)(4.5 m) + U E = 0 

/.D 

M t: = + 1 80.0 kN • m M/. : = 180.0 kN • »0 ◄ 


W ss 400 lb 


I = 8 in. 




I sen 6 


W 


k = 250 lb/in.l 


Pusicibn sin 
deformar 

/ 


PROBLEMA RESUELTO 4.5 

Un peso de 400 lb se une a la palanca mostrada en la figura en el punto A. 
La constante del resorte BC es k = 250 lb/in. y este no se encuentra defor- 
mado euando 0 = 0. Determine la posicidn de equilibrio. 


SOLUCION 

Diagrama del cuerpo libre. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre 
de la palanca junto al cilindro. Represente con s la elongaci6n del resorte a 
partir de la position en que bste no se encuentra deformado y observe que 
s = rtf, se tiene que F = ks = krd. 

Ecuacion de equilibrio. Sumando los momentos de W y de F con 
respecto a O, se escribe 

kr* 

+^EAfo = 0: Wl sen 0 — r(krd) = 0 sen 0 = — 0 

W/ 

Sustituyendo los datos num^ricos que fueron proporcionados se obtiene 
_ (250 lb/in.) (3 in.) 2 


(400 lb)(8 in.) 

Al resolver numbricamente, se encuentra 


sen 0 = 0.7030 

0 = 0 0 = 80.3° 


• ; :y 



RESOLUCJON DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


■ 


Se vio que las fuerzas extemas que actuan sobre un cuerpo rigido que se encuen- 
tra en equilibrio forman un sistema equivalente a cero. Para resolver un problema 
de equilibrio la primera tarea consiste en dibujar un diagrama de cuerpo libre que 
sea elaro y de tamano razonable en el cual se rnuestren todas las fuerzas externas. 
Se deben ineluir tanto las fuerzas conocidas corno las desconocidas. 

Para un cuerpo rigid*) bidimensional , las reacciones en los apoyos pueden invo- 
lucrar una, dos o tres incognitas dependiendo del tipo de apoyu de que se trate 
(figura 4.1). Un diagrama de cuerpo libre es esencial para resolver de manera co- 
rrecta un problema. Nunca se debe eontimiar con la solucion de un problema micn- 
tras no se estc seguro de que en cl diagrama de cuerpo libre estan presentes todas 
las cargas, todas las reacciones v el peso del cuerpo (cuando esto ultimo sea apro- 
piado). 

Cuando se construya el diagrama de cuerpo libre sera necesario asignar direccio- 
nes a las reacciones desconocidas. Se sugiere suponer siempre que estas fuerzas ac- 
tuan en una dircccion positiva, de fonna que las respuestas positivas siempre im- 
pliquen fuerzas actuando en una dircccion positiva, mientras que los resultados 
negativos impliquen siempre fuerzas que actuan en una direction negativa. De for- 
ma similar, se recomienda suponer siempre que la fuerza desconocida en una ba- 
rra o cable es de tension, de manera que una respuesta positiva siempre signiRque 
una reaction de tension. Por otra parte, mientras que una reaction negativa o com- 
presiva es posible para una barra, es imposible para un cable v, por tanto, una res- 
puesta negativa en este ultimo caso implicara un error en la solucion al problema. 


1 . Se pueden escribir tres ecuacione s de equilibrio y resolverlas para tres in- 
cognitas. Las tres ecuaciones pueden ser 

IF, = 0 = 0 2M C > = 0 

Sin embargo, existen varios conjuntos de ecuaciones que se pueden escribir, tales 
como 

IF, = 0 I M a = 0 I M b = 0 

donde el punto B se selecciona de manera que la lfnea AB no sea paralela al eje y, o 
lAf^ = 0 I M b = 0 2i# c = 0 

donde los puntos A, B y C no sc encuentran sobre una lmea recta. 




2 ♦ Para simplificar la nolucion resulta con%^eniente utilizar alguna de las t£cni- 
cas de solucidn que sc presentan a continuacion, siempre v cuando scan apli cables 
al caso en consideracidn. 
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a) Sumar momenton con respecto al punto de intersection de las lineas 
de accion de dos fuerzas desconocidas, se obtiene una ecuacidn que involucra a una 
sola incdgnita. 

b) Sumar componentes en direction perpendicular a dos fuerzas para - 
lelas que son desconocidas , se obtiene una ecuacion que involucra a una sola in- 
cognita. 

En algunos de los siguientes problemas se pedir£ determinar el rango permisible de 
valores de la carga aplicada para un conjunto de restricciones dadas, como la reac- 
ci6n maxima en un apoyo o la fuerza maxima en uno o m£s cables o barras. Para pro- 
blemas de este tipo, primero se supone una situation de carga maxima (por ejem- 
plo, la fuerza maxima permitida en una barra), y despues se aplican las ecuaciones 
de equilibrio para determinar las reacciones desconocidas correspondientes y la car- 
ga aplicada. Si las reacciones satisfacen las restricciones, entonces la carga aplicada 
es el valor maximo o minimo del rango permisible. Sin embargo, si la solution viola 
alguna restriccidn (por ejemplo, la fuerza en un cable es compresiva), la suposicidn 
inicial est3 equivocada y se debe suponer otra condition de carga (para el ejemplo 
previo, se asumina que la fuerza en el cable es cero, esto es, la reaccidn minima per- 
mitida). Entonces, el proeeso de solucidn se repite con otra posible carga maxima 
para completar la determinacion del rango permisible de valores de la carga apli- 
cada. 

Como en el capitulo 2, se recomienda escribir siempre las ecuaciones de equilibrio 
de la misma forma en que se usaron en los ultimos problemas resueltos. Esto es, tan- 
to las cantidades conocidas como las desconocidas se colocan en el lado izquierdo de 
la ecuacion y su suma se establece como igual a cero. 




Problemas 


1.44 ft 1.8 ft 



Figura P4.1 



Figura P4.3 y P4.4 


in 


4.1 Dos nines estan parados sobre un trampolfn quo pesa 146 lb. Si 
ios pesos de los ninos ubicados en C y D son, rospectivamente, de 63 y 90 
lb, determine a) la reaccion en A, b ) la reaccion en B. 

4.2 El mastil montado en un camion de 9 500 lb se lisa para desoar- 
gar de la plataforma la pila de tejas de 3 500 lb que se muestra en la figura. 
Determine la reaccion en las llantas a) traseras, B, b) delanteras, C. 



Figura P4.2 


1.3 ft 



Figura P4.5 


4.3 Una grua movil levanta una carga de madera que pesa W = 25 
k\. El peso del mastil ABC y el peso eombinado de la camioneta y el con- 
ductor son los indicados en la figura. Determine la reaccion en las llantas 
a) delanteras, II , h) traseras, K 

4.4 Una grua movil levanta una carga de madera que pesa VV = 25 
kN. Si la tension es de 25 kN en todos los tramos del cable AKF y el peso 
del mdstil ABC es de 3 k\, determine, a) la tension en la varilla CD, h) la 
reaccion cn la artieulacion B. 

4.5 Para mover dos barriles con peso de 80 lb cada uno se titiliza una 
carretilla. Sin tomar en cuenta la inasa de la earretilla, determine a) la fuer- 
za vertical P que debe aplicarse en el manubrio para mantener el equilibrio 
cuando a = 35°, b) la reaccidn correspondiente en cada una dc las dos rue- 
das. 
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4.6 Resuelva el problema 4.5 si a = 40°. 
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4.7 Cuando los automdviles C y D se detienen sobre un puente de dos 
carriles, las fuerzas que ejercen sus llantas sobre el puente son las indicadas 
en la figura. Detennine las reacciones totales en A y B cuando a) a = 2.9 m, 
b) a = 8.1 m. 


12 m 



Figura P4.7 y P4.8 


4.8 Cuando los automdviles C y D se detienen sobre un puente de dos 
carriles, las fuerzas que ejercen sus llantas sobre el puente son las indicadas 
en la figura. Si ambos automoviles est&n sobre el puente, determine a) el va- 
lor de a para el cual la reaccion total en A es m&xima, b) las reacciones to- 
tales correspondientes en Ay B. 

4.9 Una manivela tiene una barra de control conectada en A y dos 
cuerdas unidas a los puntos B y C, como indica la figura. Para la fuerza da- 
da en la barra, determine el range de valores para la tension de la cuerda en 
C cuando las cuerdas deben permanecer tensas y la tensidn maxima permi- 
tida en una cuerda es de 36 lb. 


SO ll> Tj T r 



Figura P4.9 


4.10 Se aplican tres cargas, como indica la figura, sobre una viga lige- 
ra sostenida mediante cables unidos en B y D. Si se ignora el peso de la vi- 
ga, determine el rango de valores de Q para los cuales ninguno de los cables 
pierde tensidn cuando P = 0. 

4.11 Se aplican tres cargas, como indica la figura, sobre una viga lige- 
ra sostenida mediante cables unidos en B y D. Si la maxima tensi6n permi- 
sible en cada cable es de 12 kN y se ignora el peso de la viga, determine el 
rango de valores de Q para los cuales la carga estd segura cuando P = 5 kN. 
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4.12 Cuatro cajas e$t4n colocadas sobre una plancha de madera de 28 
lb que descansa en dos caballetes. Si las masas de las cajas B y D son, res- 
pectivamente, de 9 y 90 lb, determine el rango de valores para la masa de 
la caja A si la plancha de madera pennanece en equilibrio euando se retira la 
caja C. 



4.1 3 Para la viga y las cargas mostradas, determine el rango de valores 
de la distancia a para los cuales la reaccidn en B no excede los 250 X hacia 
abajo o los 500 N hacia arriba. 


750 N 750 N 



4.14 Para las cargas dadas de la viga AB, encuentre el rango de valo- 
res de la masa del cajdn para los cuales el sistema estarl en equilibrio si el 
valor maximo permisible de las reacciones de cada soporte es de 2.5 kN y la 
reaccion en E debe dirigirse hacia abajo. 


B E 




4.15 Un poste AB de 24 ft de largo esta colocado en un lioyo y se 
sostiene por medio de tres cables. Si las tensiones en los cables BD y BE son, 
respectivamente, de 221 y 161 lb, determine a) la tensidn en el cable CD y 
b ) la reacci6n en A. 
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4.16 Un seguidor ABCD se mantiene contra una leva circular gracias 
a la action de un resorte estirado, el cual ejerce una fuerza de 6 lb para la 
position mostrada en la figura. Si la tensidn en la barra BE es de 4 lb, de- 
termine a) la fuerza ejercida sobre el rodillo en A, b) la reaction en el co- 
jinete C. 

4.17 Determine las reacciones en Ay B cuando a) a = 0, h) a = 90°, 
c) a = 30°. 


3341 N 



300 mm 


Figura P4.17 


4.18 Hesuelva el problema 4.17, suponiendo quo la fuerza de 330 N 
se reemplaza con un par de 82.5 N • m en el mismo sentido que las mane- 
cillas del reloj. 



Figura P4.16 


4.1 9 La palanca BCD estii articulada en C y unida a una barra de con- 
trol en B. Si P = 200 X, determine a) la tensidn en la barra AB y h) la reae- 
cion en C. 



40 mm 

Figura P4.19 y P4.20 


4.20 La palanca BCD esta articulada en C y unida a una barra de con- 
trol en B. Si el mdximo valor permisible para la reaccidn en C es de 500 N, 
determine la fuerza maxima P que puede aplicarse en forma segura sobre D. 

4.21 La fuerza requerida que debe ejercer la palanca ABC en A es de 
3 lb. Si a = 30° y el resorte se ha estirado 1.2 in., determine a) la constante 
k del resorte, /;) la reaccion en B. 

4.22 La fuerza requerida que debe ejerccr la palanca ABC en A es de 
3.6 lb. Si el resorte estirado ejecuta una fuerza de 12 lb en C , determine 
a) el valor de a, b) la reaccidn en B. 



. 2.4 in — 1.4 In.-*- 

Figura P4.21 y P4.22 


176 Equilibrio de cuerpos rigidos 4.23 y 4.24 Una barra de acero se dobla para formar una m^nsula de 

marco. Para cada una de las mensulas v cargas mostradas, determine las reac- 
ciones en A y B. 



Figura P4.23 


ICK) N KM) N 



Figura P4.24 


4.25 Una palanca AB esta articulada en C y unida a un cable de con- 
trol en A. Si la palanca se somete a una fuerza vertical de 60 lb on el punto 
B, determine a) la tensidn en el cable, b) la reaction en C. 



8 in.- 



4.26 Para el marco y las cargas mostradas en la figura, determine las 
reacciones en A y E cuando a) a = 2 in., b) a = 7.5 in. 


Figura P4.26 
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4.27 Un letrero se cuelga del indstil AB per medio de dos cadenas. El 
m&stil estd articnlado en A v se sostiene mediante el cable BC. Si la tension 
en las cadenas DE y FH es, respectivamente, de 225 y 135 N, y d = 0.39 m, 
determine a) la tension en el cable BC, b) la reacci6n en A. 

4.28 Un letrero se cuelga del mastil AB por medio de dos cadenas. El 
mastil esta articulado en A y se sostiene mediante el cable BC. Si la tension 
en las cadenas DE y FH es, respectivamente, de 135 v 90 N, v d = 0.462 m, 
determine a) la tension en el cable BC, b) la reaccidn en A. 

4.29 Determine la tension en el cable ABD y la reaccion en cl sopor- 
te C. 




Figure P4.27 y P4.28 


4.30 Sin to mar cn cuenta la friccidn y el radio de la pole a, determine 
la tension en el cable BCD y la reaccion en el apoyo A cuando d — 4 in. 



Figura P4.30 y P4.31 


4.31 Sin tomar en cuenta la friecirtn y el radio de la polea, determine 
la tensidn en el cable BCD y la reaccidn en cl apoyo A cuando d = 7.2 in. 

4.32 Sin tomar en cuenta la friccidn y el radio de la polea, detennine 
a) la tension en el cable ADB, b ) la reaccion en C. 



200 mm 200 mm 

Figura P4.32 
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4.33 La barra ABC esta doblada en forma de un arco circular de ra- 
dio R. Determine a) el valor de 6 para que las magnitudes de las reacciones 
en B y C sean iguales, b) las reacciones correspondientes en B y C. 

4.34 La barra ABC esta doblada en forma de un arco circular de ra- 
dio R. Determine a) el valor de 6 que minimiza la magnitud de la reaccion 
en C, b) las reacciones correspondientes en B y C. 

4.35 Sin tomar en cuenta la friecion, determine la tensidn en el cable 
ABD v la reaccidn en C cuando 0 = 40°. 



a 


a — . 


Figura P4.35 y P4.36 


4.36 Sin tomar en cuenta la friccidn, determine a) el valor de 6 para 
el que la tension en el cable ABD es de 3P/4, b) la reaccion correspondien- 
te en C. 



Figura P4.37 


4.37 Una m^nsula movil se mantiene en reposo mediante un cable 
unido aCy los rodillos sin friecion colocados en Ay B. Para la carga que se 
muestra en la figura, determine a) la tension en el cable, b) las reacciones 
en A y B. 

4.38 Con el proposito de cruzar una brecha, tres alpinistas posicionan 
una escalera de 3.5 m de largo, como se muestra en la figura. Sin tomar en 
cuenta la friecion en A y B, y sabiendo que el montafiista situado en A ejer- 
ce una fuerza P horizontal sobre la punta de la escalera, detennine a) las 
reacciones en A y B, b) la fuerza P. 



Figura P4.38 


4.39 La. barra ABCD est £ doblada en Forma de un arco circular de 4 
in. de radio y descansa sobre superficies sin friccion en A v D. Si el collann 
colocado en B se puede mover libremente por la barra y 0 = 45°, determi- 
ne a ) la tension en la cuerda OB, h) las reacciones en A y D. 

4.40 La barra ABCD esta doblada en forma de un arco circular de 4 
in. de radio v descansa sobre superficies sin friccion en A y D. Si el collarin 
colocado en B se puede mover libremente por la barra, determine a) el va- 
lor de 0 para el cual la tensidn en la cuerda OB es minima, b) el valor co- 
rrespond iente de la tension, c) las reacciones en A vD. 

4.41 Una mensula movil se mantiene en reposo mediante un cable 
unido a £ y los rodillos sin friccion mostrados en la figura. Si el ancho del 
poste FG es ligeramente menor que la distancia entre los rodillos, determi- 
ne las fuerzas ejercidas sobre el poste por cada rodillo cuando a = 20°. 



125 

200 


-375 mm 


2.t 0 min— ► 
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Figura P4.41 

4.42 Resuelva el problema 4.41 cuando a = 30°. 

4.43 Despues de cortar una ranura parabolica en la placa AD, la pla- 
ca se ha colocado de manera que la ranura se a juste a dos pernos fijos y sin 
friccion en B y C. La ecuacion de la ranura es y = x 2 /4, donde x y y se ex- 
presan en pulgadas. Si la fuerza de entrada P = 1 lb, determine a) la fuerza 
que cada pemo ejerce sobre la placa, b) la fuerza de salida Q. 



4.44 Despots de cortar una ranura parab6lica en la placa AD, la pla- 
ca se ha colocado de manera que la ranura se ajuste a dos pemos fijos y sin 
friceidn en B y C. La ecuacidn de la ranura es y = x 2 /4 , donde x y y se ex- 
presan en pulgadas. Si la fuerza maxima permisible ejercida sobre el rodillo 
en el punto D es de 2 lb, determine a) la magnitud correspondiente de la 
fuerza de entrada P, b) la fuerza que cada pemo ejerce sobre la placa. 
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4.45 Una pesa dc 10 kg puede sostenerse en las tres formas diferen- 
tes que se muestran en la fignra. Si las poleas tienen radio de 100 mm, de- 
termine en cada caso las reacciones en A . 



4.46 Una banda pasa por dos poleas de 2 in. de diamctro, las cuales 
estan montadas sobre una m^nsula como se nines tra en la fignra. Si M = 0 
y = T n = 12 lb, determine la reacci6n en C. 


|—- 2 4 in — 



2 in. 

Figure P4.46 y P4.47 


4.47 Una banda pasa por dos poleas de 2 in. de diAmetro, las cuales 
estdn montadas sobre una m^nsula como se muestra en la figura. Si M = 8 
lb • in. y T f y T 0 son iguales a 16 y 8 lb, respectivamente, determine la reac- 
cidn en C. 
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4.48 En un experimento de laboratorio, los estudiantes cuelgan los pe- 
sos que se muestran en la figura de una viga con peso insignificante. a) De- 
termine la reacci6n en el apoyo fijo A si el extremo D de la viga no toca el 
apovo E. b) Detennine la reaction en el apoyo fijo A si el apoyo ajustable E 
ejeree sobre la viga una fuerza hacia arriba de 1.2 lb. 

4.49 En un experimento de laboratorio, los estudiantes cuelgan las ma- 
sas que se muestran en la figura de una viga con masa insignificante. Deter- 
mine el rango de valores de la fuerza ejercida sobre la viga por el apoyo ajus- 
table E para los cuales la magnitud del par en A no excede las 20 lb ■ in. 


Figura P4.48 y P4.49 


4.50 La instalacidn que se muestra en la figura esta conformada por 
un elemento horizontal ABC de 5.4 kN v un elemento vertical DBE , am bos 
soldados en B. La instalaci6n se utiliza para levantar un cajon de 16.2 kN a 
una distancia de x = 4.8 m desde el elemento vertical DBE. Si la tensidn en 
el cable es de 18 kN, determine la reaccidn en E suponiendo que el cable 
a) se sujeta en F como indica la figura, h ) se fija til elemento vertical en un 
punto localizado a 0.4 m por encima de E. 

4.51 lj<i instalacion que se muestra en la figura esta conformada por 
un elemento horizontal ABC de 5.4 kN y un elemento vertical DBE , ambos 
soldados en B, v se utiliza para levantar un cajdn de 16.2 kN. Determine 
a) la tension requerida en el cable ADCF si el valor mdximo del par en E es 
el mini mo posible, rnientras x varia desde 0.6 hasta 7 m, h) el valor milximo 
correspondiente al par. 

4.52 Un poste de 160 kg se emplea para sostener en C el extreme de 
un cable el€ctrico. Si la tensidn en el cable es de 540 N y este forma un An- 
gulo de 15° con la horizontal en C, detennine las tensiones maximas y mini- 
mas pcrmisibles en el alambre BD si la niagnitud del par en A no debe ex- 
ceder los 360 N ■ m. 

4.53 Una barra uniforme AB de longitud / v masa m, sob re la que ac- 
tua un par M, pertenece a un piano vertical. Los extremes de la barra estan 
conectados a dos pequenos rodillos que descansan sobre superficies sin fric- 
ci6n. a) Exprese el angulo 6 correspondiente a la posicidn de equilibrio en 
terrninos de M, m, g y Lb) Detennine el valor de 0 que corresponde a la po- 
sicidn de equilibrio cuando M — 2.7 X ■ m, m = 2 kg y l = 0.8 m. 

4.54 Una varilla AB con longitud l y masa insignificante estd situada 
en un piano vertical v unida a los bloques Ay B. El peso de cada bloque es 
W 7 y los bloques estiin conectados mediante una cuerda elastica que pasa por 
la pole a colocada en C. Sin to mar en cuenta la friccion entre los bloques v 
las gufas, determine el valor de 6 para el cual la tension en la cuerda es igual 



4.55 Un aro uniforme v delgado, de masa m y radio B, estd unido sin 
friccidn a un collarfn mediante un penio colocado en A y se mantiene con- 
tra un pequeno rodillo en B. El aro pertenece a un piano vertical y el colla- 
rfn, sobre el que actua una fuerza horizontal P, se puede mover libremente 
por la bai'ra que se muestra en la figura. a) Exprese el dngulo 6 correspon- 
diente a la posicion de equilibrio, expresado en t^rminos de m, g y P. b) De- 
termine el valor de 6 que corresponde a la posicirin de equilibrio cuando 
m = 700 g y P = 3 N. 
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Figura P4.50 y P4.51 




Figura P4.53 



Figura P4.55 


182 Equilibrio de cuerpos rigidos 



Figura P4.56 


B 


4.56 Una barra uniforme con longitud de 1 m y masa de 2 kg esta sus- 
pendida mediante dos cuerdas AC y BC. Determine el angulo 0 correspon- 
diente a la posicibn de equilibrio cuando se aplica a la barra un par M con 
magnitud de 3 N • m. 

4.57 Una carga vertical P se aplica en el extreme B de la barra BC. 
La constante del resorte es k v se encuentra sin deformar cuando 9 *= 90°. 
Sin tomar en cuenta el peso de la barra, determine a) el Angulo 6 correspon- 
diente a la posicibn de equilibrio, expresado en tbrminos de P, k v /. h) El 
valor de 0 que corresponde a la posicibn de equilibrio cuando P = \kl. 





Figura P4.58 



4.58 El cable AB esta enrollado en dos tarn bores, como se rnuestra en 
la figura. Un resorte de torsibn estd fijado al tainbor A, para el cual M = k<p. 
donde k = 58 N * ni/rad y <f> es el angulo de rotacibn del tambor expresado 
en radianes. Si la rnasa del bloque E es de 10 kg y el resorte de torsibn no 
esta estirado cuando 0 = 0, determine el valor de 0 correspondiente al equi- 
librio. 

4.59 Una carga vertical P se aplica en el extremo B de la barra BC. 
La constante del resorte cs k, v se encuentra sin deformar cuando 0 = 0. 
a) Sin tomar en cuenta el peso de la barra, determine el angulo 0 correspon- 
diente a la posicibn de equilibrio en terminos de P, k y l. h) Determine el 
valor de 0 que corresponde a la posicibn de equilibrio cuando P - 2kL 



4.60 Una barra dclgada AB de peso W esta unida a los bloques A v B 
que se mueven lib re men te sobre las guias mostradas en la figura. El resor- 
te, que tiene una constante fc, se encuentra sin deformar cuando 0 = 0. 

a) Sin tomar en cuenta el peso de los bloques, encuentre una ecuacibn en 
terminos de W, k y l v 0 que se cumpla cuando la barra estb en equilibrio. 

b) Determine el valor de 0 cuando W = 4 lb, / * 30 in. v k = 1.8 lb/ft. 



Figura P4.60 


4.61 La iruSnsula ABC puede sostenerse en las echo formas diferentes 
mostradas en la figura. Todas las conexiones consisten en pernos sin friccidn, 
rodillos o eslahones cortos. Para cada caso determine: a) si la placa estd com- 
pleta, parcial o impropiamente restringida, b) si las reacciones son est&tica- 
mente determinadas o indeterminadas y c) si en la posicidn mostrada se 
mantiene el equilibrio de la placa. Tambten, cuando sea posible, calcule las 
reacciones si la magnitud de la fuerza P es de 100 N. 

4.62 Ocho placas rectangulares identicas de 20 X 30 in., cada una de 
las cuales tiene una masa de 50 lb, se mantienen en el piano vertical mostrado 
en la figura. Todas las conexiones consisten de pernos sin friccion, rodillos o 
eslabones cortos. En cada caso, conteste las preguntas enunciadas en el pro- 
blema 4.61 v, cuando sea posible, calcule todas las reacciones. 



Figura P4.62 



4.6. Equilibrio de un cuerpo sujeto 183 
a dos fuerzas 



4.6. EQUILIBRIO DE UN CUERPO SUJETO A DOS FUERZAS 

Un caso particular de equilibrio que es de considerable interes es el 
de un cuerpo ngido sujeto a la accion de dos fuerzas. Por lo general, 
un cuerpo que se encuentra en estas circunstancias recibe el nombre 
de aierf>o sujeto a dos fuerzas. A continuation se demostrani que si un 
cuerpo sujeto a dos fuerzas estd en equilibrio entonces las dos fuerzas 
que actuari sobre este deben tener la misma magnitud, la misma Unea 
de accion y sentidos opuestos. 

Considerese una placa en Angulo sujeta a dos fuerzas Fi y F 2 que 
actuan, respectivamente, en Ay B (figura 4.8«). Si la placa est£ en equi- 
librio, la suma de los momentos de F, y F 2 con respecto a cualquier 
eje debe ser igual a cero. Primero se suman momentos con respecto a 
A. Como, obviamente, el momento de Fj es igual a cero, el momento 
de F 2 tambien debe ser igual a cero y la lfnea de accion de F 2 debe 
pasar a trav6s de A (figura 4.8 b). En forma similar, sumando moirien- 
tos con respecto a B se demuestra que la lfnea de accion de Fi debe 
pasar a trav^s de B (figura 4.8c). Por tanto, ambas fuerzas tienen la 
misma lfnea de accion (que resulta ser la linea AB). A partir de cual- 
quiera de las ecuaciones = 0 y = 0 se observe que las fuer- 
zas tambien deben tener la misma magnitud pero sentidos opuestos. 



Figura P4.61 



t 



a) 



Figura 4.8 
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Flgura 4.8 ( repetida ) 




Si varias fuerzas actuan en dos puntos A y B, las fuerzas que ac- 
tuan en A pueden ser reemplazadas por su resultante F L y las de B 
pueden reemplazarse por su resultante F 2 . Por tanto, en una forma 
m&s general, un cuerpo sujeto a dos fuerzas puede definirse como un 
cuerpo rigido sujeto a fuerzas que actuan unicamente en dos puntos. 
Entonees, las resultantes Fi y F 2 deben tener la misma magnitud, la 
misma linea de accion y sentidos opuestos (figura 4.8). 

En el estudio de estructuras, marcos y maquinas se vera que saber 
identificar los cuerpos sometidos a la accion de dos fuerzas simplifica 
la solution de ciertos problemas. 

4.7. EQUILIBRIO DE UN CUERPO SUJETO A TRES FUERZAS 

Otro caso de equilibrio que es de gran interns es aquel de un cuerpo 
rigido sujeto a tres fuerzas, esto es, un cuerpo rfgido sobre el que ac- 
tuan tres fuerzas o, en forma mas general, un cuerpo rigido sometido 
a fuerzas que actuan solo en tres puntos . Considerese un cuerpo rigido 
bajo un sistema de fuerzas que puede reducirse a tres fuerzas Fj, F 2 
y F 3 que actuan, respeetivamente, en A, B y C (figura 4.9 a). A conti - 
nuacidn se demostrari que si el cuerpo esta en equilibrio, las Uneas de 
accion de las tres fuerzas dehen ser concurrentes o paralelas. 

Como el cuerpo rigido est& en equilibrio, la suma de los momen- 
tos de F h F 2 y F 3 con respecto a cualquier eje debe ser igual a cero. 
Suponga que las lineas de accion de Fi y F 2 se intersecan y al repre- 
sentar su punto de interseccidn con D, se suman momentos con res- 
pecto a D (figura 4.9b). Como los momentos de F| y F 2 con respecto 
a D son iguales a cero, el momento de F : j con respecto a D tambien 
debe ser igual a cero y la linea de accion de F 3 debe pasar a traves de 
D (figura 4.9c). Por tanto, las tres lineas de accidn son concurrentes. 
La uniea excepcion se da cuando ninguna de las lineas de accion se in- 
tersecan; entonees, dichas lineas son paralelas. 

Aunque los problemas relacionados con cuerpos sujetos a tres 
fuerzas se pueden resolver por medio de los metodos generales de las 
secciones 4.3 a la 4.5, la propiedad (jue se acaba de establecer puede 
utilizarse para resolve rlos en forma grafica o matematica a parti r de 
relaciones trigonometricas o geometricas simples. 



Figura 4.9 


a) 


b) 


c ) 


4 m . 


PROBLEM A RESUELTO 4.6 

Un hombre levanta una vigueta de 10 kg y de 4 in de longitud tirando de 
una cuerda. Encuentre la tension T en la cuerda y la reaction en A. 


SOLUCION 

Diagrama de cucrpo Iibre. La vigueta es un cuerpo sujeto a tres 
fuerzas: su peso W, la fuerza T ejercida por la cuerda y la reaccion R ejer- 
cida por el suelo en A. Se observa que 


r a f w=%.i \ 


W = mg = (10 kg)(9.81 m/s 2 ) = 98.1 N 


25° 


4 m 


TG 


45° 


a £ 


Cucrpo sujeto a tres fuerzas. Como la vigueta es un cuerpo sujeto 
a tres fuerzas, estas al actuar deben ser concurrentes. Por tanto, la reaccibn 
R pasard a traves del punto de interseccibn C de las llneas de accidn del peso 
D W y de la fuerza de tension T. Este hecho se utilizard para determinar el dn- 

gulo a que forma R con la horizontal. 

Trazando 3a lfnea vertical BF a traves de B y la linea horizontal CD a 
traves de C, se observa que 

AF = BF = (AB) cos 45° = (4 m) cos 45° = 2.828 m 
CD = EF = AE = j(, AF ) = 1.414 in 
BD = (CD) cot (45° + 25°) = (1.414 in) tan 20° = 0.515 m 
CE = DF = BF - BD = 2,828 in - 0.515 m = 2.313 m 

Asf, se escribe 

CE 2,313 m , ^ 

tan a = = = 1.636 

AE 1.414 m 

a = 58.6° ◄ 

Ah ora se conocen las clirecciones de todas las fuerzas que actuan sob re la vi- 
gueta. 


iMi.J N 


38.6° 


110 ° 


31.4“ 


Triangulo de fuerzas. Se dibuja un tridngulo de fuerzas, como se 
muestra en la figura y se calculan sus dngulos interiores a partir de las di- 
re cci ones conocidas de las fuerzas. Con el uso de la ley de los senos se es- 
cribe 


<a = 58.6° 


R 


98.1 N 


sen 31.4° sen 110° sen 38.6° 


7' = 81.9 N ◄ 
R = 147.8 N ^58.6° ◄ 
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RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Las secciones anteriores cubrieron dos casos particulars de equilibrio de un cuer- 
po rigido. 


I. Un cuerpo sujelo a dos fnerzas es un cuerpo que estd sometido a ftier- 
zas que actuan solo en dos punt os. Las resultantes de las fuerzas que actuan 
en cada uno de estos puntos deben tener la rnisnia magnitude la misma Itnea de ac- 
tion y sentidos opuestos. Esta propiedad permitir£ simplificar la solucion de algu- 
nos problemas reemplazando las dos componentes desconocidas de una reaccidn, 
por una sola fuerza de magnitud desconocida pero cuya direction es conotida. 


2. Un cuerpo sujelo a tres fuerzas es un cuerpo que estd sometido a fuer- 
zas que actuan solo en tres puntos . Las resultantes de las fuerzas que actiian 
en cada uno de estos puntos deben ser concurrentes o paralelas. Para resolver un 
problema que involucra a un cuerpo sujeto a tres fuerzas concurrentes, se dibuja 
el diagrama de cuerpo libre mostrando que estas tres fuerzas pasan a trav£s del mis- 
mo punto. Entonces, el uso de la geometria elemental permitiri completar la solu- 
cion utilizando un tri&ngulo de fuerzas [problema resuelto 4.6]. 


A pesar de que es ficil entender el principio senalado en el parrafo anterior para 
la solucion de problemas que involucran a cuerpos sometidos a la acci6n de tres 
fuerzas, puede ser dificil dibujar las construcciones geometricas necesarias. Si se 
tienen dificultades, primero se debe dibujar un diagrama de cuerpo libre de tama- 
no razonable y entonces, se debe buscar una relacion entre longitudes eonocidas o 
que se puedan calcular f&cilmente y una dimensidn que involucre a una incdgnita. 
Esto se hizo en el problema resuelto 4.6, donde las dimensiones AE v CE, que eran 
faciles de calcular, fueron empleadas para determinar el angulo a. 
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4.63 Dos eslabones, uno vertical v otro horizontal, se artieulan a una 
rueda y sobre ellos se aplican las fuerzas mostradas en la figura. Si a = 75 
rnm, determine el valor do P y la reaccion en A. 

4.64 Dos eslabones, uno vertical y otro horizontal, se artieulan a una 
rueda v sobre ellos se aplican las fuerzas mostradas en la figura. Determine 
el rango de valores de la distancia a para los cuales la magnitud de la reac- 
tion en A no pasa de 180 N. 

4.65 Resuelva el problema 4.21 usando el mtiodo de la section 4.7. 

4.66 Resuelva el problema 4.33 usando el metodo de la seccion 4.7. 

4.67 Una mensula en forma de T soporta una carga de 75 lb, segun 
muestra la figura. Determine las reacciones en A y C cuando a) a = 90°, 
b) a = 45°. 



Figura P4.67 


4.68 Una viga uniforme que pesa 6 000 lb se mantiene en posici6n 
horizontal por medio de dos cables de gnia. Determine el angulo a v la ten- 
sion en cada cable. 

4.69 Para remover un clavo, se coloca un pequefio bloque de madera 
debajo de una barreta v se aplica una fuerza horizontal P, como indica la fi- 
gura. Si / = 88 mm v P = 130 N, determine la fuerza vertical ejercida sobre 
el clavo V la reaccion en B. 

4.70 Para remover un clavo, se coloca un pequeno bloque de madera 
debajo de una barreta v se aplica una fuerza horizontal P, como indica la fi- 
gura. Si la fuerza vertical maxima necesaria para extraer el clavo es de 2 600 
N, y la fuerza horizontal P no debe superar los 290 N, determine el mayor 
valor aceptable para la distancia 1. 



100 mm 


Figura P4.63 y P4.64 



A 


Figura P4.69 y P4.70 
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Figura P4.75 y P4.76 


4.71 Un trabajador levanta una esoalera con longitud de 9.2 in y ma- 
sa de 53 kg, como se muestra en la figura. Si a =* 1.8 m y la fuerza ejercida 
por el trabajador es perpendicular a la escalera, determine a) la magnitud de 
la fuerza, b ) la reaccion en B. 

4.72 Un trabajador levanta una escalera con longitud de 9.2 m v ma- 
sa de 53 kg, como se muestra en la figura. Si la fuerza ejercida por el traba- 
jador es perpendicular a la escalera, determine a) el valor mini mo de a pa- 
ra el que la componente vertical de la reaccion en B es cero, h) la fuerza 
correspondiente ejercida por el trabajador. 

4.73 Para remover la tapa de una cubcta de 5 galones, se emplea la 
herramienta mostrada en la figura v se aplica una fuerza hacia arriba, radial - 
mente hacia fuera, sobre el horde inferior intemo de la tapa. Si el borde se 
apova contra la herramienta en el punto A v se aplica una fuerza de 20 lb so- 
bre el mango, determine la fuerza que actua sobre el borde. 



Figura P4.73 



1 


3.6 in. 


4.74 Para remover la tapa de una cubeta de 5 galones, se emplea la 
herramienta mostrada en la figura y se aplica una fuerza hacia arriba, radial- 
men te hacia fuera, sobre el borde inferior interno de la tapa. Si la parte su- 
perior y el borde de la tapa se apoyan contra la herramienta en A y B, res- 
pectivamente, y se aplica una fuerza de 14 lb sobre el mango, determine la 
fuerza que actiia sobre el borde. 



4.75 Un rodillo de 20 kg y 200 mm de diametro se usa sobre un sue- 
lo de teja y descansa en el desnivel que se muestra en la figura. Si el espe- 
sor de cada teja es de 8 mm, determine la fuerza P requerida para mover el 
rodillo sobre las tejas cuando se le empuja hacia la izquierda. 

4.76 Un rodillo de 20 kg v 200 mm de didmetro se usa sobre un sue- 
lo dc teja y descansa en el desnivel que se muestra en la figura. Si el espe- 
sor de cada teja es de 8 mm, determine la fuerza P requerida para mover el 
rodillo sobre las tejas cuando se le jala hacia la derecha. 


4.77 La.abrazadera mostrada en la figura se usa para fijar la pieza de 
trabajo C. Suponga que la maxima fuerza compresiva permisible sobre la pie- 
za de trabajo es de 40 lb y, sin toinar en cuenta el efecto de la fricci6n en A, 
determine la correspondiente a) reaccion en B y b) reaccidn en A, c) tensidn 
en el tom i llo. 

4.78 Una pequena grua se monta sobre la parte trasera de una camio- 
neta y se usa para levantar una caja de 260 lb. Determine a) la fuerza ejer- 
cida por el cilindro hidraulico BC sobre la grua, b) la reaccidn en A. 
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Figura P4.77 


Figura P4.78 

4.79 El elemento ABC en forma de L se sostiene por medio de un 
apoyo de pasador, instalado en C, y una cuerda inextensible unida en A y B 
que pasa sin friccion por una polea colocada en D. Determine a) la tension 
en la cuerda, b) la reacci6n en C. 

4.80 El elemento ABCD se sostiene por medio de un apoyo de pasa- 
dor, colocado en C, y una cuerda inextensible unida en A v D que pasa sin 
friccion por las poleas puestas en B y E. Sin tomar en cuenta el tamano de 
las poleas, determine la tensidn en la cuerda y la reaceidn en C. 



Figura P4.80 


4.81 Una palanca de gancho modifieada se usa para levantar un tron- 
co de 8 in. de rli&metro que pesa 80 lb. Si 0 = 45° y la fuerza ejercida por el 
trabajador en el punto C es perpendicular al mango de la palanca, determi- 
ne a) la fuerza ejercida en C, b) la reaccion en A. 

*4.82 Una palanca de gancho modifieada se usa para levantar un tron- 
co de 8 in. de diametro que pesa 80 lb. Si 0 = 60° v la fuerza ejercida por el 
trabajador en el punto C es perpendicular al mango de la palanca, determi- 
ne a) la fuerza ejercida en C, b) la reaccidn en A. 

4.83 Resuelva el problema 4. 17c empleando el metodo de la seccidn 4.7. 




Figura P4.81 y P4.82 
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4.84 Resuelva el problema 4.25 empleando el metodo de la seccidn 4.7. 



4.85 La barra uniforme AB de masa m y longitud L esta unida a dos 
bloques, los cuales se deslizan libremente por las ranuras eireulares que se 
mnestran cn la figura. Si la barra esta en equilibrio y L = 2fi, determine 
a) el Angulo a que forma la barra con la horizontal, b) las reacciones en Ay B. 

*4.86 La barra uniforme AB de masa rn v longitud L esta unida a dos 
bloques, los cuales se deslizan libremente por las ranuras eireulares rnostradas 
en la figura. Si a = 45°, determine a) el mdximo valor de L para el que la ba- 
rra se encuentra en equilibrio, b) las reacciones correspondientes en A y B . 


Figura P4.85 y P4.86 



Figura P4.87 



Figura P4.89 


4.87 El peso total do tina carretilla llena de grava es de 120 lb. Si la 
carretilla se sostiene sobre un piano inclinado a 18° en la posicion que mues- 
tra la figura, determine la magnitud y la direccidn de a) la fuerza ejercida 
por el trabajador sobre cada mango, b) la reaction en C. ( Sugerencia : Con- 
sidere que la rueda es un cuerpo sometido a dos fuerzas.) 

4.88 Resuelva el problema 4.87 suponiendo que la pendiente del pia- 
no es de 18° hacia abajo. 

4.89 Una barra delgada uniforme con longitud de 10 in. y peso de 0.01 
lb est<i balanceada sobre un vaso que tiene diametro interior de 2.8 in. Sin 
tomar en cuenta la friccidn, determine el angulo 0 correspondiente a la po- 
sicidn de equilibrio. 

4.90 Una barra delgada de longitud L y peso W estd unida a dos co- 
Uarines que se pueden deslizar libremente a lo largo de las guias rnostradas 
en la figura. Si la barra est£ en equilibrio, obtenga una expresi6n para calcu- 
lar el angulo 0 en terminos del angulo /3. 

4.91 Una barra delgada de 10 kg y longitud L est^ unida a dos colla- 
rines que se pueden deslizar libremente a lo largo dc las giuas rnostradas en 
la figura. Si la barra est& en equilibrio y p = 25°, determine a) el dngulo 0 
que la barra forma con la vertical, h) las reacciones en A v B. 




Figura P4.90 y P4.91 


Figura P4.92 



Figura P4.93 


4.92 Una barra delgada de longitud L se coloca entre la clavija C y la 
pared vertical. La barra soporta una carga P en su ext re mo A. Sin tomar en 
cuenta la friccidn ni el peso de la barra, determine el dngulo 0 correspon- 
diente a la posicidn de equilibrio. 

4.93 Un atleta hace “lagartijas” sobre una tabla inclinada. Sin tomar 
en cuenta la friccidn entre sus zapatos y la tabla, determine el valor de 0 si 
este deportista desea limitar la magnitud de la fuerza total ejercida sobre sus 
manos a un 80% de su peso. 


4.94 Una barra delgada y uniforme de longitud 2L y peso W se apoya 
sobre un rodillo colocado en D, y se mantiene en la posieibn de equilibrio 
mostrada en la figura mediante una cuerda de longitud a . Si L — 8 in., deter- 
mine a) el Angulo 0 , b) la longitud a. 


4.9. Reacciones en puntos de apoyo 
y conexiones para una estructura 
tridimensional 
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4.95 Una barra delgada y uniforme de masa m y longitud 4 r se apoya so- 
bre la superficie mostrada en la figura y se mantiene en la posicidn de equili- 
brio gracias a la fuerza P. Sin considerar el efecto de la fricci6n en A y C, a) de- 
termine el Angulo $, b) obtenga una expresibn para P en t£rminos de m yg. 



EQUILIBRIO EN TRES DIMENSIONES 


Figura P4.94 


4.8. EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIGIDO 
EN TRES DIMENSIONES 


En la secci6n 4.1 se explicd que, para el caso general de tres dimensio- 
nes, se requieren seis ecuaciones escalares para expresar las condicio- 
nes de equilibrio de un cuerpo rigido: 


2F* = 0 2F y = 0 SF. = 0 (4.2) 

2Af x = 0 2M y = 0 = 0 (4.3) 

Estas ecuaciones pueden resolve rse para un maxi mo de seis incognitas 
que, generalmente, representar£n reacciones en los apoyos o las cone- 
xiones. 

En la mayor parte de los problemas, las ecuaciones escalares (4.2) 
y (4.3) se obtendran de modo mis practico si primero se expresan en 
forma vectorial las condiciones para el equilibrio del cuerpo rigido con- 
siderado. Para ello se escribe 



Figura P4.95 


2F — 0 2M 0 = 2(r X F) = 0 (4.1) 

y se expresan las fuerzas F v los vectores de posicion r en forminos de 
componentes escalares y vectores unitarios. Despu^s, se calculan todos 
los productos vectoriales, ya sea mediante calculo directo o con deter- 
min antes (vea la secci6n 3.8). Se observa que a travels de una seleccidn 
cuidadosa del punto O se pueden ebminar de los calculos hasta tres com- 
ponentes desconocidas de las reacciones. Al igualar a cero los coeficien- 
tes de los vectores unitarios en cada una de las dos relaciones (4.1), se 
obtienen las ecuaciones escalares deseadas* 


4.9. REACCIONES EN PUNTOS DE APOYO Y CONEXIONES 
PARA UNA ESTRUCTURA TRIDIMENSIONAL 

En una estructura tridimensional, las reacciones abarcan desde una so- 
la fuerza de direcckSn conocida, que ejerce una superficie sin friccion, 
hasta un sistema fuerza-par ejercido por un apoyo fijo. Por tanto, en los 
problemas que involucran el equilibrio de una estructura tridimensional 
pueden existir entre una y seis incognitas asociadas con la reacci6n co- 
rrespondiente a cada apoyo o conexidn. En la figura 4.10 se muestran 
varios tipos de apoyos y conexiones con sus respectivas reacciones. Una 
forma send I la de determinar tanto el tipo de reaccidn correspondiente 
a un apoyo o con exion dado, como el numero de incrignitas involucradas, 
consiste en establecer curies de los seis movimientos fundamentales 

1 En algunos problemas, es conveniente eliminar de la soluci6n las reacciones en dos puntos 
Ay B escribiendo la ecuaci6n de equilibrio = 0, la cual implica determinar los momen- 

tos de las fuerzas respecto al eje AB que une los puntos A y B (vea el problema resuelto 4.10). 
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Fotograffa 4.6 Las juntas universales que se 
encuentran comunmente en las flechas motrices 
de los autos y camiones de traccion trasera, 
permiten la transmisidn del movimiento rotacional 
entre dos ejes no colineales. 


I 



Fotograffa 4.7 La caja de cojinetes que se 
muestra en la fotograffa sostiene al eje de un 
ventilador usado en un taller de fundicidn. 


(traslacion en las direcciones x, y y z y rotacion con respecto a los cjes 
x, y y z) estdn permitidos y cuales de estos movimientos estan restrin- 
gidos. 

Por ejernplo, los apoyos de bola y cuenca o de rotula, las superfi- 
cies sin friction (lisas) y los cables solo impiden la traslacion en una di- 
rection y, por tan to, ejercen una sola fuerza cuya linea de accibn es 
conocida; asi, cada uno de estos apoyos involucra una incognita, la cual 
esta dada por la magnitud de la reaction. Los rodillos sobre superfi- 
cies mgosas y las ruedas sobre rieles impiden la traslacion en dos di- 
recciones; por consiguiente, las reacciones correspondientes consisten 
en dos componentes de fuerza desconocidas. Las superficies rugosas en 
contacto directo y las rotulas (bola y cuenca) impiden la traslacibn 
en tres direcciones; por tanto estos apoyos involucran tres componentes 
de fuerza desconocidas. 

Algunos apoyos y conexiones pueden impedir la rotacibn v la tras- 
lacion; en estos casos, las reacciones correspondientes incluyen tanto 
pares como fuerzas. Por ejernplo, la reaccion en un apoyo fijo, la cual 
impide cualquier movimiento (tanto de rotacion como de traslacion), 
consiste en tres fuerzas y tres pares, todos desconocidos. Una junta uni- 
versal diseiiada para permitir la rotacion alrededor de dos ejes ejerce- 
ra una reaccion que consiste en tres componentes de fuerza y un par, 
todos desconocidos. 

Otros apoyos y conexiones se usan primordialmente para impedir 
traslaciones; sin embargo, su diseno es tal que tambien impiden algu- 
nas rotaciones. Las reacciones correspondientes consisten en compo- 
nentes de fuerza pero tambien pueden incluir pares. Un grupo de apo- 
yos de este tipo incluve las bisagras y los cojinetes disenados para 
soportar solo cargas radiales (por ejernplo, las chumaceras y los cojine- 
tes de rodillos). Las reacciones correspondientes consisten en dos com- 
ponentes de fuerza pero pueden incluir tambien dos pares. Otro gru- 
po incluve apoyos de pasador y mbnsula, bisagras v cojinetes disenados 
para soportar tanto un empuje axial como una carga radial (por ejem- 
plo, los cojinetes de bola). Las reacciones correspondientes consisten 
en tres componentes de fuerza pero pueden incluir dos pares. Sin em- 
bargo, estos apoyos no ejerceran pares apreciables bajo condiciones 
norm ales de uso. Por tanto, en su an&lisis solo se deben incluir las com- 
ponentes de fuerza a menos que se encuentre que los pares son neco- 
sarios para mantener el equilibrio del cuerpo rfgido o si se sabe que el 
apoyo ha sido disenado especificamente para cjercer un par (veanse 
problemas del 4.128 al 4.131). 

Si las reacciones involucran m4s de seis incognitas, hay mas inebg- 
nitas que ecuaciones v algunas de las reacciones son estdticamente in- 
deterrninadas . Si las reacciones involucran menos de seis incognitas, 
existen mas ecuaciones que incognitas y pueden no cumplirse algunas 
de las ecuaciones dc equilibrio bajo una condicibn general de carga, 
en tales circunstancias, el cuerpo rigido solo esta parcialmente restrin- 
g ido. Sin embargo, bajo condiciones especificas de carga correspon- 
dientes a un problema dado, las ecuaciones adicionales se reducen a 
identidades triviales, como 0 = 0 y pueden descartarse; asi, aunque el 
cuerpo rigido solo esta parcialmente restringido, bste permanece en 
equilibrio (veanse los problemas resueltos 4.7 y 4.8). A pesar de que 
se tengan seis o m&s incognitas, es posible que no se cumplan algunas 
de las ecuaciones de equilibrio. Esto puede ocurrir cuando las reac- 
ciones asociadas con los apoyos son paralelas o intersecan a la misma 
linea; entonces, el cuerpo rigido tiene restriccion impropia. 
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Tres componentes 
de fuerza y tres pares 




Bisagra y cojinete que soportan s6lo carga radial 



Dos componentes 
de fuerza (y dos pares) 



Bisagra y cojinete que soportan Tres componentes de 

Pasador y m£nsula empuje axial v carga radial fuerza (y dos pares) 


Figure 4.10 Reacciones en apoyos y conexiones. 
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PROBLEMA RESUELTO 4.7 


0.9 m 


3 m 


0.3 m 


Una escalera de 20 kg que se usa para alcanzar los estantes superiores en un 
almac^n estd apoyada en dos ruedas con pestanas A v B montadas sobre un 
riel y en una nieda sin pestafias C que descansa sobre un riel fijo a la pared. 
Un homhre de 80 kg se para sobre la escalera y se inclina hacia la derecha. 
La lfnea de action del peso combinado W del hombre v la escalera interseca 
al piso en el punto D. Determfnen.se las reacciones en A, B y C. 








SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja el diagrarna de cuerpo libre 
de la escalera. Las fuerzas involucradas son el peso combinado del hombre 
y la escalera. 

W = -mgj = -(80 kg 4 20 kg)(9.81 m/s 2 )j = -(981 N)j 

y cinco componentes de reaccirin desconocidos, dos en cada rueda con pes- 
tanas y uno en la rueda sin pestanas. Por tanto, la escalera solo tiene res- 
triction parcial; 6sta se puede desplazar libremente a lo largo de los rieles. 
Sin embargo, la escalera estd en equilibrio bajo la condition de carga dada 
puesto que se satisface la ecuacion SF* = 0. 

Ecuaciones de equilibrio. Se expresa que las fuerzas que actuan so- 
bre la escalera forman un sistema equivalente a cero: 



2F = 0: 


Ay j 4 A,k + By j 4 B 7 k - (981 N)j 4 Ck = 0 
' (Ay + By- 981 N)j 4 (A u 4- B z 4 C)k = 0 (1) 

2M a = 2(r x F) = 0: 1.2i x (B y j + Bdc) 4- (0.9i - 0.6k) x (-981J) 

4 (0.6i 4 3j - 1.2k) x Ck = 0 

Calculando los productos vectoriales se tiene 1 

1.2B y k - i.2B-j - 882.9k - 588.6i - 0.6CJ 4 3Ci = 0 
(3C - 588.6)1 - (1.2B- 4 0.6C)j 4 (1.2 B y - 882.9)k = 0 (2) 

Si se igualan a cero los coeficientes de i, j y k en la ecuaci6n (2), se ob- 
tienen las tres ecuaciones escalares siguientes, las cuales expresan que la suma 
de los momentos con respecto a cada uno de los ejes coordenados debe ser 
igual a cero. 

3C - 588.6 = 0 
1.2B, 4 0.6C = 0 


C = 4196.2 N 
B~ = -98.1 N 


1.2 By - 882.9 = 0 


By = 4736 N 


Ay 4 By ~ 981 = 0 


Ay 4 736 


A u = 4245 N 


981 = 0 

A z 4 B z 4 C = 0 A z — 98.1 4 196.2 = 0 A z = -98.1 N 
Se concluye que la reaction en A es A = 4(245 N)j - (98.1 N)k 4 

1 En este problema resuelto y en los problemas resueltos 4.8 y 4.9, los momentos tam- 
bien pueden expresarse en forma de determinantes (vease el problema resuelto 3.10). 
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Por tanto, las reacciones en B v C son 

B =4(736 N)j - (98.1 N)k C = 4(196.2 N)k ◄ 
Al igualar a cero los coeficientes de j y k en la ecuacidn (1), se obtienen dos 


IP? 




ecuaciones escalares que expresan que la suma de las componentes en las 
direcciones de y v z son iguales a cero. Si se sustituyen por B yy B z yC los va- 
lores obtenidos anteriormente, se escribe 


•So R 1 « 













BD = -(8 ft)i + (4 ft)j - (8 ft)k 
EC = -(6 ft)i_+ (3 ft)j + (2 ft)k 

(£)- 


BD = 12 ft 
EC = 7 ft 


= Ti 


1 BO' 


2 . . I . 2. ^ 

-l 1 + D “ 5*0 


A = +(338 lb)i + (101.2 lb)j - (22.5 lb)k 


SOLUCION 


Diagrams dc cuerpo libre. Se dibuja un diagrama de cuerpo libre 
del anuncio. Las fuerzas que acttian sobre el cuerpo libre son el peso W 
= —(270 lb)j y las reacciones en A, B y E. La reaction en A es una fuerza 
cuya direction es desconocida y se represen ta con tres componentes des- 
conocidas. Como las direcciones de las fuer/as ejercidas por los cables son 
conocidas, cada una de dichas fuerzas solo involuera una inc6gnita: las mag- 
nitudes T B d v T ec . Como solo hay einco incognitas, el anuncio tiene restric- 
tion parcial. Jiste puede rotar libremente alrededor del eje x; sin embargo, 
el anuncio esta en equilibrio bajo la condiciOn de carga dada puesto que se 
satisface la ecuacibn EAf, = 0. 

Las componentes de las fuerzas T B d y T t c pueden cxpresarse en tbr- 
minos de las magnitudes desconocidas T BD y T EC al escribir 


Tec = Tkc(||) = Tec( ~^ + 

Ecuaciones dc equilibrio. Se expresa que las fuerzas que actuan so- 
bre el anuncio forman un sistema equivalente a cero: 

2F = 0: A x i + Ay j 4- A z k + T bd + T ec (270 lb)j = 0 

(A* - | T bd - jTecH + (A y + \T BD + jTec - 270 lb)j 

+ (A> - fr BD + f r £C )k = o (i) 

SM A = 2(r x F) = 0: 

(8 ft)i x T BD (-fi + ^j- fk) + (6 ft)i x T ec (- fi + fj + fk) 

+ (4 ft)i X (-270 lb)j = 0 
(2.667 T bu + 2.57ir ec - 1080 lb)k + (5.333T B/ , - 1.714T KC )j = 0 (2) 

Si se igualan a cero los coeficientes de j y k en la ecuacibn (2), se ob- 
tienen dos ecuaciones escalares que deben resolverse para T B d Y T £C : 

T h » = 101.3 lb T t , c = 315 lb ◄ 

Al igualar a cero los coeficientes de i, j y k en la ecuacibn (1), se obtienen 
otras tres ecuaciones que proporcionan las componentes de A. Asf, se tiene 
que 








W = - (2*44 N)j 


Diagraina tic cuerpo libre. Se dibuja un diagram a do cuerpo lib re 
con los ejes coordenados, como se muestra en la figura. Las fuerzas que ac- 
tuan sobre el cucrpo libre son el peso de la tapa 

W = -mg j = -(30 kg) (9. 81 m/s 2 )) = -(294 N)j 

y las reacciones involucran seis incognitas: la magnitud de la fuerza T cjer- 
cida por el cable, tres componentes de fuerza en la articulacidn A y dos en 
la articulacidn B. Las componentes de T se expresan en t^rminos de la mag- 
nitud desconocida T descomponiendo al vector DC en sus componentes rec- 
tangulares y escribiendo 

DC = —(480 mm)i + (240 mm)j — (160 mm)k DC = 560 min 

t = t^- = -fri + frj - frk 

Ecuaciones dc equilibrio. Se expresa que las fuerzas que actuan so- 
bre la tapa constituyen un sistema equivalente a cero: 

SF = 0; A x i 4- A XJ ) 4- A r k + B x \ 4- B tf j 4- T — (294 N)j = 0 

(A x + B X - fr)i + {A y + B y + f T - 294' N)j + (A z - fr)k = 0 (1) 

SM b = 2(r X F) = 0: 

2rk x (A x i 4- A y j + A,k) 

4- (2ri 4- rk) X (— y7i 4- iij - jTk) 

4- (ri 4- rk) X (-294 N)j = 0 

{-2 Ay - IT + 294 N)ri + (2A r - #7>j + (#T - 294 N)rk = 0 (2) 

Si se igualan a cero los coeficientes de los vectores uni tan os en la ecua- 
cion (2), se escriben tres ecuaciones escalares que proporcionan el siguien- 
te resultado 


Mf: 


4-73.5 N 


T - .343 X < 


A x = +49.0 N Ay 

Al igualar a cero los coeficientes de los vectores unitarios en la ecuaci6n (1), 
se obtienen tres ecuaciones escalares adicionales. Despues de sustituir los 
valores de T, A x y A y en estas ecuaciones, se obtiene 

A z = +98.0 N B x = +245 N B y = +73.5 N 

Por tanto, las reacciones en A y B son 

A = +(49.0 N)i + (73,5 N)j + (98.0 N)k ◄ 
B = +(245 N)i + (73,5 N)j 


PROBLEMA RESUELTO 4.10 



Una carga de 450 lb esta colgada en la esquina C de un tramo 
rfgido de tuberfa ABCD que ha sido doblado, como se mues- 
tra en la figura. El tubo esta apoyado por medio de rotulas 
en Ay D, las cuales estan unidas, respect! vamente, al piso y 
a la pared vertical y por un cable que esta unido al punto 
medio E de la portion BC del tubo y al punto G en la pared. 
Determine: a) donde debe estar ubicado el punto G si la ten- 
sion en el cable debe ser minima y b) el valor rmnimo co- 
rrespondiente de la tension. 


SOLUCION 



Diagrama de cuerpo libre. El diagrama de cuerpo libre del tubo 
incluye la carga W = ( —450 lb)j, las reacciones en A y en D y la fuerza T ejerci- 
da por el cable. Para eliminar de los calculos a las reacciones en A y en D, se 
expresa que la suma de los momentos de las fuerzas con respecto a AD es igual 
a cero. Si se representa con A el vector unitario a lo largo de AD, se escribe 


2M ad = 0: A • (AE x T) + A • (AC x W) = 0 


( 1 ) 


1 


G(x, y , 0) 

T 


1 


A 


E( 6, 12, 6) 



El segundo termino en la ecuacidn (1) se puede calcular como sigue: 

AC x W = (12i + 12j) x (— 450j) - -5 400k 
AD 12i + 12j - 6k 2 . , 2. i, 

AD 18 3 3J 3 

A • (AC X W) = (f i + fj - Ik) • (-5 400k) = +1 800 

Sustituyendo el valor obtenido en la ecuacion (1), se escribe 

A • (AE x T) = -1800 1b • ft (2) 

Valor mmimo de la tension. Recordando la propiedad conmutativa 
para los productos triples escalares, se vuelve a escribir la ecuacion (2) de la 
siguiente forma 

T • (A x AE) = -1 800 1b ■ ft (3) 

la cual demuestra que la proyeccion de T sobre el vector A x AE es una 
constante. Se concluye que T es minima cuando es paralela al vector 

A X AE = (fi + | j — -|k) x (6i + 12j) = 4i — 2j A 4k 


Como el vector unitario correspondiente es ^ i — + ^k, se escribe 

T mfn = T(fi - |j + fk) 

Al sustituir a T y a A x AE en la ecuacien (3) y calcular los productos punto, 
se obtiene 6 T — —1 800 y, por tanto, T = —300. Al llevar este valor a la 
ecuacion (4), se obtiene 


(4) 


200k 


r mfn = 300 lb ◄ 


T min = — 200i + lOOj 

Ubicacion de G. Como el vector EG y la fuerza T min tienen la misma 
direction, sus componentes deben ser proporcionales. Representando las 
coordenadas de G con x, y, 0, se escribe 

x — 6 _ y — 12 _ 0 — 6 
-200 +100 -200 


y = 15 ft ^ 
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RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En las secciones que se acaban de explicar se consider6 el equilibrio de un cuerpo 
tridimensional. Es muy importante que se dibuje un diagrama de cuerpo litre com- 
plete) como primer paso en la solution de un problerna. 


1. A medida que se dibuja el diagrama de cuerpo libre , se dehe poner aten- 
cion especial en las reacciones en los apoyos . El numero de incognitas en un 
apovo puede ir desde uno hasta seis (figura 4.10). Para decidir cuando existc una 
reaccidn desconocida o una componente de reaccidn en un apovo, es necesario 
cuestionarse si el apovo impide el movimiento del cuerpo en una cierta direction 
o alrededor de un cierto eje. 

a) Si se impide el movimiento en una cierta direcci6n y se debe incluir en 
el diagrama de cuerpo libre una reaccidn o componente de reaccidn desconocida 
que actiia en esa misma direccidn. 

b) Si un apoyo impide la rotacion alrededor de tin cierto eje , se debe in- 
cluir en el diagrama de cuerpo libre un par de nvagnitud desconocida que actua 
alrededor de ese mismo eje. 

2. Las fuerzas exiernas que actiian sobre tin cuerpo tridimensional consti- 
tuyen un sistema equivalente a cero, Si se escribe EF = 0 y 2M A = 0 con res- 
pecto a un punto apropiado A y se igualan a cero los coeficientes de i, j y k en am- 
bas ecuaciones, se obtienen seis ecuaciones escalares. En general, estas ccuaciones 
se pueden resolver para conocer las seis inedgnitas que contendran. 

3* Despues de completar el diagrama de cuerpo libre , se puede tratar de 
buscar ecuaciones que involucren el menor numero de incognitas posible. 
Las siguientes estrategias pueden ser de utilidad. 

a) Sumar momentos con respecto a un apoyo de rdtula o a una bisagra, se ob- 
tienen ecuaciones en las cuales se han eliminado tres cornponentes de reaccidn des- 
conocidos [problemas resueltos 4.8 y 4.9]. 

b) Dibujar, si es posible, un eje a travds de Los puntos de aplicacidn de todas 
las reacciones desconocidas, excepto una, y sumar momentos con respecto a diclio 
eje para obtener la ecuacion con una inedgnita [problerna resuelto 4.10], 

4. Despues de dibujar el diagrama de cuerpo libre , se recomienda com- 
parar el numero de incognitas con el numero de ecuaciones de equilibrio 
escalares y no redundantes para el problerna dado . A1 realizar esta com- 
paracidn se sabra si el cuerpo tiene restriccion apropiada o parcial v si el problerna 
es est&ticamente determinado o indeterminado. Ademas, pucsto que en capftulos 
posteriores se consideraran problemas mas complejos, el conocimiento del numero 
de inedgnitas y ecuaciones a\mdar^ a encontrar las soluciones correetas. 






Problemas 


4.96 Dos bandas do trans mision pasan sob re una polo a do doble dis- 
co unida a un cje que sc sosticnc niediante los cojinetes instalados on A y D. 
El disco interior tiene radio de 125 mm v el radio del disco exterior niide 
250 mm. Cuando el sistema esta en reposo la tension es de 90 N en ambos 
tramos do la banda B v de 150 N en los dos tramos de la banda C, enton- 
ces, determine las reaceiones en A y D. Suponga que el cojinete instalado en 
1) no ejerce ningun empuje axial. 



Figura P4.96 


4.97 Los engranes A v B estan unidos a un eje sostenido por eojine- 
tos instalados en C y D. Los diametros de los engranes A v B son, respeeti- 
vamonte, de 6 v 3 in.; sobre estos engi'anes actnan las fuerzas tangenciales y 
radiales que se muestran en la figura. Si el sistema gira a veloeidad angular 
constante, determine las reaceiones en C y D. Suponga que el cojinete pues- 



4.98 Hosuolva ol problema 4.97 suponiendo que, para ol engrane A, 
las fuerzas tangencial v radial estan actuando en E de tal forma quo = (265 
Ib)j + (96 lb)k. 
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4.99 Una hoja de madera de 1.2 X 2.4 m y masa de 18 kg ha sido co- 
locada temporalmente contra la columna CD. Est£ apoyada en A y B sob re 
pequenos bloques de madera y contra clavos salientes. Sin tomar en cuenta 
la friccidn de todas las superficies en contacto, determine las reacciones en 
A, B y C. 

4.100 Para la porcidn de nulquina mostrada en la figura, la polea A de 
100 mm de diametro y la nieda B estin fijas a un eje sostenido por cojine- 
tes instalados en C y D. El resorte tiene constante igual a 366 N/rn y no es- 
t4 deformado cuando 6 — 0, y el cojinete puesto en C no ejerce ninguna 
fuerza axial. Si 6 = 180° y la maquina esta en reposo y equilibrio, determi- 
ne a) la tensi6n 7, b) las reacciones en C y D. No tome en cuenta los pesos 
del eje, de la polea ni de la rueda. 


Figura P4.99 




4.101 Resuelva el problema 4.100 para 0 = 90°. 

4.102 Una pila con varias hojas de tablarroca tiene masa de 170 kg y 
reposa sobre tres bloques de madera colocados bajo sus hordes. Determine 
la fuerza ejercida sobre cada bloque. 

4.103 Una pila con varias hojas de tablarroca tiene masa de 170 kg y 
reposa sobre tres bloques de madera colocados bajo sus hordes. Determine 
la masa y la ubicaci6n de la cubeta mas Iigera de arena de forma que, cuan- 
do se coloque sobre la hoja superior de tablarroca, las fuerzas ejercidas so- 
bre los tres bloques sean iguales. 


Figura P4.102 y P4.103 


I 


4.1 04 Dos tubos de acero AB y BC, cada uno con peso por unidad de 
longitud igual a 5 lh/ft, se sueldan juntos en B y se sostienen mediante tres 
alambres. Si a = 1.25 ft, determine la tension presente en cada alambre. 


Problemas 201 


4.105 Para el arreglo de tuberia del problema 4.104, determine a) el 
valor maximo permisible de a si el arreglo no debo ladearse, b) la tensidn co- 
rrespondiente en cada alambre. 

4.106 Una cdmara de 0.53 lb de peso esta montada sobre un peque- 
no tnpode de 0.44 lb. Si el peso de la cdmara esta uniforme mente distribui- 
do y la linea de accidn del peso del tripodc pasa por D, determine a) las com- 
ponentes verticales de las reacciones en A, B y C cuando 6 = 0, b) el maximo 
valor permisible de 0 si el tripode no debe ladearse. 


i 





Figura P4.106 


4.107 Una varilla uniforme de lat6n con peso W y longitud 3 L se do- 
bla en forma de un triangulo equilatero v despu^s se cuelga mediante tres 
alambres, corno indica la figura. Determine la tensidn en cada alambre. 

4.108 Una varilla uniforme de lat6n con peso W y longitud 3 L se do- 
bla en forma de un triangulo equilatero y despuds se cuelga mediante tres 
alambres como indica la figura. Un pequeno collarfn de peso W se coloca 
sobre el lado BD del tridngulo y se ubica de tal forma que las tensiones de 
Ios alambres en A y B se an iguales. Determine a) la tensidn en los alambres, 
b) la posicitfn del collann. 



4.109 Una senal cuadrada hecha de acero esta unida al marco ABC 
como indica la figura. Si la direcci6n del viento es perpendicular a la senal v 
ejerce una fuerza F w de 135 N de magnitud en el centro del frente de la se- 
nal, determine a ) el valor de / para el cual las eomponentes horizontales de 
his reacciones en los tres soportes son iguales, b ) los valores de las compo- 
nentes horizontales cuando / = 500 mm. 



Figura P4.109 
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4.110 Una abertura en el pi so se cub re con nna hoja de inadera de 
4.5 X 6 ft que pesa 27 lb. La hoja de madera est£ articulada en A y B, y se 
mantiene en una posicidn ligeramente por arriba del pi so median te un blo- 
que peqneno, C. Determine la coinponente vertical de la reacci6n en a) A, 
b) B, c) C. 



> 0.75 ft 

Figura P4.110 


4.111 Resuelva el probleina 4. 1 10, pero ahora suponga que el bloque 
peqneno C se coloca debajo del borde DF a 0.75 ft de la esquina E. 

4.112 El asla bandera AC de 10 ft de longitud forma un angulo de 30° 
con el eje z. El asta se sostiene mediante un apoyo de rbtula colocado en C 
y dos tirantcs del gad os. BP y BE. Si la distancia BC es de 3 ft, determine la 
tension en cada tirante y la reacci6n en C. 




Figura P4.11 2 


4.113 Una pieza de maquinaria de 2 720 lb cuelga de un cable que 
pas a sobre una polea colocada en E y esta unido al soporte puesto en D. El 
agiii)6n AE se sostiene mediante una junta de rotula instalada en A v por me- 
dio de los cables BF v CF Determine a) las tensiones en los cables BF y CF, 
/;) la reaccion en A. 


Figura P4.113 


4.114 El cable CD esta unido al ABC de 10 m que se muestra 
en la figura. La base A del mastil se sostiene mediante una junta de rotula, 
v el mastil esta asegurado por los cables BE y BF. Si 0 = 30° v </> = 10°, y la 
tension cn el cable CD es de 600 N, determine a) la tensi6n presente en los 
cables BE y BF, b ) la reaction en A. 

4.115 El cable CD est& unido al mdstil ABC de 10 m que se muestra 
en la figura. La base A del mistil se sostiene mediante una junta de rotula, 
v el mdstil esta asegurado por los cables BE y BF. Si = 8° v la tensi6n en 
los cables BE y BF es de 840 y 450 N, respectivamente, determine a) el va- 
lor de 0, b) la tension en el cable CD, c) la reaccidn en A. 

4.116 Un brazo de 2.4 m de longitud se sostiene mediante tin apovo 
de rotula puesto en C y los cables AD y BE. Determine la tension en cada 
cable y la reaccidn en C. 

4.117 Resuelva el problema 4.116, pero ahora suponga que la carga 
de 880 N se reemplaza con dos cargas de 440 N aplicadas en A y B. 

4.118 Dos tubos de acero ABCD y EBF se sueldan juntos en B para 
formar el brazo que se muestra en la figura. El brazo se sostiene mediante 
un apoyo de rotula colocado en D y por medio de los cables EG e 1CFH\ el 
cable ICFH pasa sin friccidn alrededor de las poleas instaladas en C v F Pa- 
ra la carga mostrada, determine la tensidn en cada cable y la reaccidn en D. 




Figura P4.118 


4.119 Resuelva el problema 4.118, pero ahora suponga que la carga 
de 140 lb se aplica en B. 

4.120 La tapa de la abertura de un techo pesa 75 lb; tiene bisagras en 
las esquinas A y B, y se mantiene en la posicidn deseada mediante una vari- 
11a CD articulada en C. Un pasador localizado en el extromo D de la varilla 
entra en uno de varios orificios perforados en el borde de la tapa. Para la po- 
sicidn mostrada, determine a) la magnitud de la fuerza ejercida por la vari- 
11a CD, b ) las reacciones en las bisagras. Suponga que la bisagra puesta en B 
no ejerce ninguna fuerza de empuje axial. 
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Figura P4.114 y P4.115 




Figura P4.120 
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Figura P4.121 


4.121 La palanca AB se suelda a la harra doblada BCD que estd sos- 
tenida mediante cojinetes instalados en E y F y por medio del cable DC. Si 
el cojinete en E no ejerce ninguna fuerza de empuje axial, determine a) la 
tension en el cable DG, b) las reaeciones en E v F. 

4.122 La placa rectangular mostrada en la figura tiene masa de 15 kg 
y se conserva en posicibn mediante las bisagras instaladas en A y B y por me- 
dio del cable £F. Si la bisagra en B no ejerce ninguna fuerza de empuje 
axial, determine a ) la tension en el cable, b) his reaeciones en A y B. 



4.123 Resuelva el problema 4.122, pern ahora suponga que el cable 
EF se recmplaza por un cable unido a los puntos E y if. 

4. 124 Una pequena puerta con masa de 7 kg esta unida mediante las 
bisagras A y B a una pared, y se sostiene en la position horizontal mostrada 
por medio de la cuerda EFH. La cuerda pasa sin friccion alrededor de una 
polea pequena instalada en F y est& atada a una abrazadera fija en H. Si la 
bisagra puesta en A no ejerce ninguna fuerza de empuje axial, determine 
a) la tensidn en la cuerda, b) las reaeciones en A y B. 



Figura P4.124 


4.125 Resuelva el problema 4.124, pero ahora suponga que la cuerda 
est& unida a la puerta en /. 
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4.1 26 La plataforma horizontal ABCD pesa 60 lb y soporta una carga 
de 240 lb en su centro. Normalmente, la platafonna se mantiene en posicidn 
gracias a las bisagras colocadas en A y B y por medio de los puntales CE y 
DE. Si se retira el puntal DE, determine las reacciones en las bisagras y la 
fuerza ejercida por el otro puntal CE. La bisagra puesta en A no ejerce nin- 
guna fuerza de empuje axial. 

4.727 Una hoja de madera de 1.2 X 2.4 m se sostiene temporalmen- 
te por medio de clavos, instalados en D y E, y dos puntales de madera cla- 
vados en A, B y C. El viento sopla sobre la cara oculta de la hoja de made- 
ra, y se supone que su efecto puede representarse median te una fuerza Pk 
aplicada en el centro de la hoja. Si cada puntal se vuelve inseguro y comien- 
za a pandearse cuando est£ sujeto a una fuerza axial de 1.8 kN, determine 

a) el maxi mo valor permisible para la magnitud P de la fuerza del viento, 

b ) el valor correspondiente de la componente z de la reaccidn en E. Supon- 
ga que los clavos est£n flojos y no ejercen ningun par. 





Figura P4.126 



Figure P4.127 


4.128 El mecanismo tensionante para una banda de transmisidn con- 
siste en la polea sin friccidn A, la placa de montaje B y el resorte C. Unido 
a la parte baja de la placa de montaje se encuentra un bloque deslizante D 
que puede moverse libremente en la ranura de la m^nsula E. Si la polea y 
la banda pertenecen a un piano horizontal, el tramo F de la banda es para- 
lelo al eje x, y el tramo G forma un angulo de 30° con el eje x , determine 
a) la fuerza en el resorte, b) la reaccion en D. 



Figura P4.128 
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4.129 La palanca AB se suelda a la harra doblada BCD que est£ sos- 
tenida por el cojinete E y el cable DG. Si el cojinete puede ejercer una fuer- 
za de empuje axial v pares respecto a ejes paralolos a los ejes x y z, determi- 
ne a) la tension en el cable DG, h ) la reaccibn en E. 



Flgura P4.129 


4.130 La palanca ABD puede deslizarse y girar libremente por el pa- 
sador horizontal colocado en B. Si la fuerza de 24 N pertenece a un piano 
par ale lo al piano xy, y el pasador puede ejercer pares respecto a los ejes y y 
z, determine a) las fuerzas presen tes en los resortes CF v DE , b ) la reaction 
en B. 



4.131 Resuelva el problerna 4.124, pero ahora suponga que la bisagra 
en A se retira y que la bisagra en B puede ejercer pares respecto a los ejes 

y >' -■ 

4.1 32 El elemento rigido ABC en forma de L se sostiene median te un 
apoyo de rbtula instalado en A y tres cables. Determine la tensibn en cada 
cable y la reaeeion en A que causa la carga de 500 lb aplicada en G. 



4.133 Rcsueh'a el problems 4.J32, pero ahora suponga que se aplica 
una carga descendente adicional de 800 lb en C. 
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4.134 El marco mostrado en la figura se sostiene mediante tres cables 
y un apovo de rotula en A. Para P = 0, determine la tensibn en cada cable 
y la reaction en A. 



4.135 El marco mostrado en la figura se sostiene mediante tres cables 
V un apovo de rotula en A. Para P * 5 ON, determine la tension en cada ca- 
ble v la reaccibn en A. 

4.136 Tres barras coti longitudes a = 9 in., b = 6 in. y c = 12 in. se 
sueldan entre si para formar la componente que so muestra en la figura. Es- 
ta componente se sostiene mediante las argollas colocadas en A y C y por 
medio de una muesca cortada en un bloque en el pun to B. Sin tomar en 
cuenta la friccibn, determine las reacciones en A, B y C cuando P = 40 lb, 
M a = 36 lb • ft y M c = 0. 



x 


Figura P4.136 y P4.137 


4.137 Tres barras con longitudes a = 240 mm, b = 200 mm y c = 
180 mm se sueldan entre si para formar la componente que se muestra en 
la figura. Esta componente se sostiene mediante las argollas colocadas en A 
y C y por medio de una muesca cortada en un bloque en el punto B. Sin to- 
mar en cuenta la friccidn, determine las reacciones en A, B y C cuando ¥ = 
60 N, M a = 6.3 N • m y M c = 13 N • m. 



208 Equitibrio de cuorpos hgidos 


4.138 Para limpiar la tuberfa de desagiie obstruida AE, un plomero 
desconecta ambos extremos del tubo e inserta una gufa a trav£s de la aber- 
tura localizada en A. La cabeza cortadora de la gufa se conecta mediante un 
pesado cable a un motor el^ctrico que gira a velocidad constante mientras el 
plomero introduce el cable en la tuberfa. Las fuerzas ejercidas por el plome- 
ro y el motor sobre el extremo del cable se pueden representar mediante una 
Have de torsitin F = —(80 N)k, M = -(144 N T • m)k. Determine las reaccio- 
nes adicionales cn B, C y D causadas por la operacidn de limpieza. Supon- 
ga que la reaccion en cada soporte consiste en dos componentes de fuerza 
perpcndiculares a la tuberfa. 


4. 139 Resuelva el problema 4.1 38, pero ahora suponga que el plome- 
ro ejerce una fuerza F = —(80 N)k y que el motor se desconecta (M = 0). 


Figura P4.138 


4.140 Una barra uniforme AB de 525 mm de longitud y masa de 3 kg 
est& unida a un apoyo de rotula en A. La barra descan sa sin fricci6n sobre 
una superficie inclinada y se mantiene en la posicidn que indica la figura me- 
diante la cuerda BC. Si la cuerda tiene longitud de 525 mm, determine a) la 
tension en la cuerda, b) las reaccion es en A y B. 




4.141 La barra uniforme AB de 10 lb se sostiene mediante un apoyo 
de rdtula en A y tambi^n se apoya sobre la barra CD y la pared vertical. Sin 
tomar en cuenta el efecto de la fricci6n, determine a) la fuerza que ejerce la 
barra CD sobre la barra AB, b) las reacciones en A y B. ( Sugerencia : La fuer- 
za ejercida por CD sobre AB debe ser perpendicular a ambas barras.) 


Figura P4.141 


4.142 Mientras se instala una canaleta ABCD de 25 kg, £sta se sujeta Probiemas 209 

a la pared mediante las bisagras E y F y se asegura con los puntales GH e IJ 

en su borde exterior. Si el peso de la canaleta est& distribuido uniformemen- 
te, determine la magnitud de la fuerza ejercida sobre esta por el puntal GH 
cuando se retira el puntal //. 

4.143 Mientras se instala una canaleta ABCD de 25 kg, £sta se sujeta 
a la pared mediante las bisagras £ y F y se asegura con los puntales GH el] 
en su borde exterior. Si el peso de la canaleta est& unifbrmemente distribui- 
do, determine la magnitud de la fuerza ejercida sobre esta por el puntal 1] 
cuando se retira el puntal GH. 



4.1 44 El marco ACD se sostiene por medio de rdtulas colocadas en A 
y D y mediante un cable que pasa por un anillo en B y estd unido a ganchos 
en G y H. Si en el punto C el marco soporta una carga de magnitud P - 75 
lb, determine la tension presente en el cable. 

4.145 Resuelva el problema 4.144, pero ahora suponga que el cable 
GBH se reemplaza por un cable GB unido solo en G y 6. 

4.146 Dos paneles de madera de 3 X 6 ft, que pesan 30 lb cada uno, 
estan clavados entre si como se muestra en la figura. Ixis paneles se sostie- 
nen mediante apoyos de r6tula en A v F y el alambre BH , Determine a) la 
ubicacion de H en el piano xy si la tensidn en el alambre debe ser minima, 
b ) la tension minima correspondiente. 

4.1 47 Resuelva el problema 4.146 sujeto a la restricci6n de que H de- 
be yacer sobre el eje y. 




Figura P4.146 
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4.148 Para regar las plantas cjue se muestran en la figura, un jardine- 
ro une los tres tramos de tuberia AB, BC v CD adaptados con rociadores, y 
sostiene el ensamble usando apoyos articulados en A v D y mediante el ca- 
ble EF. Si la tuberia tiene una masa por unidad de longitud de 1.25 kg/m, 
determine la tension en el cable. 



4.149 Resuelva el problema 4.148, pero ahora suponga que el cable 
EF se reernplaza por otro cable que conecta a E y C. 



4.150 El elemento ACDB de 31.5 in. de largo se sostiene mediante 
apoyos de r6tula en A y B, ademas esta trisecado por los brazos CE v DF, 
los cuales se sueldan al elemento. Para la carga que se muestra en la figura, 
detennine la tension presente en el cable FG. 


0.4 m 


0.7 m 


Figura P4.151 


4.151 Una placa uniforme de acero ABCD mide 0.5 X 0.75 m. Tiene 
masa de 40 kg v esta conectada a apoyos de rotula en A y B. Si la placa se 
apoya sin friccidn en D sobre una pared vertical, determine a) la ubicacidn 
de D, b) la reaccion en D. 


R EPAS O Y RES UMEN 
DEL CAPITULO 4 


Este capftulo estuvo dedicado at estudio del equilibria de cuerpos ri- 
gidos , esto es, a la situation en la cual las fuerzas extemas que ac- 
tuan sobre un cuerpo rigido forman un sistema equivalents a cero 
[seccidn 4.1]. Entonces, se tiene que 

2F = 0 2M 0 = 2(r x F) = 0 (4.1) 

Si se descomponen cada una de las fuerzas y cada uno de los memen- 
tos en sus componentes rectangulares, se pueden expresar las condi- 
ciones necesarias y suficientes para el equilibrio de un cuerpo rigido a 
travds de las seis ecuaciones escalares que se presentan a continuaddn: 

2F* = 0 2F„ = 0 = 0 (4.2) 

2M* a 0 ZM y = 0 2M Z = 0 (4.3) 

Estas ecuaciones pueden utilizarse para determinar fuerzas desco- 
nocidas aplicadas sobre el cuerpo rigido o reacciones desconocidas 
ejercidas por sus apoyos. 

Cuando se resuelve un probiema que involucra el equilibrio de 
un cuerpo rigido, es esendal considerar todas las fuerzas que actuan 
sobre el cueipo, Por tanto, el primer paso en la solucidn del probie- 
ma debe ser dibujar un diagrama de cuerpo libre que muestre al 
cuerpo en estudio y todas las fuerzas, eonocidas o no, que actuan so- 
bFe el mismo [seccidn 4.2]. 

En la primera parte del capftulo se estudid el equilibrio de una 
estructura bidimensional ; es decir, se supuso que la estructura con- 
siderada y la fuerza aplicada sobre dsta estaban contenidas en el mis- 
mo piano. Se vio que cada una de las reacciones ejercidas sobre la 
estructura par sus apoyos podian involucrar una, dos o tres incdgni- 
tas, dependiendo del tipo de apoyo [seccidn 4.3], 

En el caso de una estructura bidimensional, las ecuaciones (4.1) 
o las ecuaciones (4.2) y (4.3) se reducen a tres ecuaciones de equi- 
libria >, las cuales son 

2F r = 0 2^ = 0 2M a -0 (4.5) 

donde A es un punto arbitrario en el piano de la estructura [seccidn 
4.4]. Estas ecuaciones pueden udhzarse para determinar tres incdg- 
nitas. A pesar de las tres ecuadones de equilibrio (4.5) no se le pue- 
den afiadir ecuadones adicionales, cualquiera de eflas puede ser 
reemplazada por otra. Por tanto, se pueden escribir conjuntos alter- 
natives de ecuaciones de equilibrio eomo 

2F* = 0 2M a — 0 2Af B = 0 (4.6) 

donde el punto B se selecciona de manera que la lfnea AB no sea 
paralela al eje t/, o 

2M a = 0 2M b = 0 2M c = 0 (4.7) 

donde los puntos A, B y C no deben ser colineales. 


Ecuaciones de equilibrio 


Diagrama de cuerpo libre 


Equilibrio de una estructura 
bidimensional 
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Indeterminacion estatica 


Restricciones parciales 


Restricciones impropias 


Cuerpo sujeto a dos fuerzas 


Cuerpo sujeto a tres fuerzas 


Equilibrio de un cuerpo tridimensional 


Como cualquier conjunto de ecuaciones de equilibrio se puede 
resolver para un maximo de tres incbgnitas, no se pueden dietermi- 
nar por eompleto las reaedones en los apoyos de una estructura rf- 
gida bidimensional si bstas involucran mds de tres incdgnltas ; enton- 
ces se dice que dichas reacciones son estdticamente indetenninadas 
[seccibn 4.5]. Por otra parte, si las reacciones involucran menos de 
tres incognitas , no se mantendr£ el equilibrio bajo condiciones ge- 
nerales de carga, entonces se dice que la estructura tiene restriccidn 
parcial. El hecho de que las reacciones involucren exactamente tres 
inc6gnitas no garantiza que las ecuaciones de equilibrio pueden re- 
solverse para todas las incbgnitas. Si los apoyos estan ubicados de 
manera que las reacciones son concurrentes o paralelas, las reaccio- 
nes son estaticamente indeterminadas y se dice que la estructura tie- 
ne restricciones impropias. 

Se prestd atencion a dos casos particulares de equilibrio de un 
cuerpo rigido. En la seccibn 4.6 se definio a an cuerpo rigido suje- 
to a dos fuerzas como un cuerpo rigido sometido a fuerzas que ac- 
tuan bnicamente en dos puntos y se demostn5 que las resultantes Fi 
y F 2 de estas fuerzas deben tener la misma magnitud, la misma li- 
nen de accion y sentidos opuestos (figura 4.11), esta propiedad sim- 
plificar£ la solucibn de ciertos problemas en los capitulos posterfo- 
res. En la seccibn 4.7 se definib a un cuerpo rigido sujeto a tres 
fuerzas como un cuerpo rigido sometido a fuerzas que acttian solo 
en tres puntos y se demostr6 que las resultantes F 2 y F 3 de es- 
tas fuerzas deben ser concurrentes (figura 4.12) o paralelas. Esta 
propiedad propordona un enfoque altemativo para la solucion de 
problemas que involucran a cuerpos sometidos a la accibn de tres 
fuerzas [problema resuelto 4.6]. 



Figura 4.11 



Figura 4.12 


En la segunda parte del capftulo se explicb el equilibrio de un 
cuerpo tridimensional y se vio que cada una de las reacciones ejer- 
cidas sobre el cuepo por sus apoyos podia involuerar entre una y seis 
incbgnitas, dependiendo del tipo de apoyo [seccibn 4.8]. 

En el caso general del equilibrio de un cuerpo tridimensional, las 
seis ecuaciones escalares de equilibrio (4.2) y (4.3) listadas al prin- 
cipio de este repaso deben utiUzarse y resolverse para seis incogni- 
tas [seccibn 4.9]. Sin embargo, en la mayorfa de los problemas es- 
tas ecuaciones se obtendr&n de manera m&s conveniente si primero 
se escribe 

2F = 0 2M 0 = 2(r x F) = 0 (4.1) 

y se expresan las fuerzas F y los vectores de posicibn r en tbrminos 
de componentes escalares y vectores unitarios. Entonces, se pueden 
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calendar los productos vectori*ies % ya sea en forma directa o emplean- 
do determinantes, con el fin de obtener las ecuaciones escalares de- 
seadas igualando a cero los coeficientes de los vectorcs umtarios 
[problemas resueltos 4,7 a 4.9]. 

Se ha scftalado que es posible eliminar hasta trcs componentes 
de reaecadn desconoddos del c&lculo de , en la segunda de las 
relaciones (4.1) por medio de una selecci6n cuidadosa del punto O. 
AdemAs. de la soluci6n de algunos problemas se pneden eliminar 
las reacciones en das puntos A y B cscribiendo la ecuacidn 
= 0, la cual involucra el eAlculo de los momentos de las fuerzas con 
respecto a un eje AB quo line a las puntos Ay B [problem* resuel- 
to 4.10). 

Si las neacciones involucran mils de seis incognitas, algunas de 
las reacciones son rstatimmcnte ttulefermhuidas. cuando involucran 
menos de seis inerignrwas* . ! euerpo rfgido esta parcialmente nestrin- 
gido. Aunque exist an seis o m&s incognitas, el merpo rfgido estarA 
impn rpiamrntr fWttrthgido si las react umrs asodadas con los apo- 
\ns dados son paralrlas o m interseeaii la misma Ifnca. 
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4.152 El valor maximo permisible para cada una de las reacciones es 
de 360 N. Sin toinar en cuenta el peso de la viga, determine el rango de va- 
lores de la distancia d para los cuales la viga es segura. 

4.153 Determine la maxima tensidn que puede soportar el cable AB 
si el m&dmo valor permisible de la reaction en C es de 1 000 N. 

4.154 Sin tomar en cuenta la friccidn, determine la tension en el ca- 
ble ABD y la reaccidn en el apoyo C. 




Flgura P4.153 


25 in. 

,10 Ih 


— 10 in. -I- 10 in. 

Flgura P4.154 


4.155 Si la tension en el alambre BD es de 300 lb, determine la reac- 
ci6n en el apoyo fijo C del marco que se muestra en la figura. 
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100 N 200 N 300 N 



•— 900 mm 900 mm ■ ■ ■» 

Figura P4.152 


180 lb 



Figura P4.155 
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Figura P4.156 


y 



Figura P4.159 


4. 156 La barra AB se somete a la action de un par M y a dos fuerzas, 
cada una de las cuales tiene magnitud P. a) Eneuentre una ecuaci6n en fun- 
ci6n de 0, P M v l que se cumpla cuando la barra este en equilibrio. b) De- 
termine el valor de 0 correspondiente a la posici6n de equilibrio cuando 
M = 150 lb • in., P = 20 lb v l = 6 in. 

4.157 Una caja de 200 lb se sostiene mediante la grua viajera mostra- 
da en la figura. Si a = 1.5 ft. determine a) la tension en el cable CD, b) la 
reaccidn en B. 

4.1 58 La barra AB cst£ doblada en forma circular y se coloca entre las 
clavijas D y E. La barra soporta una carga P en el extremo B. Sin tomar en 
euenta la friccion y el peso de la barra, determine la distancia c correspon- 
diente a la position de equilibrio cuando a — 25 mm y R = 125 mm. 




4.159 Una hoja de madera de 1.2 X 2.4 m y masa de 17 kg ha sido 
colocada temporalmente entre tres apoyos tubularcs. El costado inferior de 
la hoja se apoya sobre pequenos collarines instalados en A v B, y el costado 
superior se apoya en el tubo C. Sin tomar en euenta la friccion entre todas 
las superficies en contacto, determine las reacciones en A, B y C. 

4.160 Una tapa de 30 kg instalada en la abort ura de un techo tiene bi- 
sagras en las esquinas A y B. El tejado forma un dngulo de 30° con la hori- 
zontal y la tapa se mantiene en position horizontal mediante el puntal CE. 
Determine a) la magnitud de la fuer/a ejercida por la barra, h) las reaccio- 
nes en las bisagras. Suponga que la bisagra colocada en A no ejerce ningu- 
na fuerza de empuje axial. 




4.161 Una placa rectangular uniforme de 285 lb se sostiene en la posi- 
ci6n mostrada por medio de bisagras puestas en A y B, y mediante el cable DCE 
que pasa sin friccion por un gancho colocado en C. Si la tension en ambos tra- 
mos del cable es la misma, determine a) la tension en el cable, b) las reacciones 
en A y B. Suponga que la bisagra en B no ejerce ninguna fuerza de empuje axial. 




4.162 El eleirtento rigido ABF en forma de L se sostiene mediante 
tres cables v un apoyo de rotula colocado en A. Para las cargas que se mues- 
tran en la figura, determine la tension en cada cable v la reaccibn en A. 
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Problemas de computadora 


4. Cl Una barra delgada AB de peso W se line a los bloques Ay B que 
so mueven libremente sobre las giuas niostradas en la figura. El resorte dc 
constante k se encucntra sin defomnar cuando la barra esta en posieion ho- 
rizontal. Sin tomar en cucnta el peso de los bloques, derive una ecuacion en 
terminos de 8 , W, l y k a ser satisfecha cuando la barra est^ en equilibrio. 
Sabiendo que VV r = 10 lb y l = 40 in., a) calcule y grafique el valor de la eons- 
tante k del resorte como una funcion del angulo 0 para 15° ^ 0 ^ 40°, b) de- 
termine los dos valores del angulo 8 correspondientes a la posicibn de equi- 
librio cuando k =0.7 Ib/in. 



Figura P4.C1 


i 
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Figure P4.C2 



x — 

Figure P4.C3 


4.C2 La position de la barra en forma dc L niostrada en la figura se 
controla mediante un cable conectado en el punto B. Si la barra soporta una 
carga de magnitud P — 2(K) N, utilice un progama de computo para calcu- 
lar y graficar la tension T en el cable como una funcidn de 8 para valores de 
6 desde 0 hasta 120°. Determine la tension maxima 7 m ^ x y el valor corres- 
pondiente de 8 . 

4.C3 La posici6n de una barra AB de 20 lb se controla por medio del 
bloque mostrado en la figura, 6ste se rnueve lentamente hacia la izquierda 
por la action de la fuerza P. Sin tomar en cuenta e! efecto de la friction, use 
i in programa de computo para calcular y graficar la magnitud P de la fuerza 
como una funcion de los valores descendentes de x entre 30 in. y 0. Deter- 
mine el valor maximo de P v el valor correspond] ente de x. 

*4.C4 El elemento ABC se sostiene por medio de un apoyo de pasa- 
dor colocado en C y un cable rigido con longitud de 3.5 m, el cual estd co- 
nectado en A y B y pasa sin friccidn por una polea puesta en D. Sin tomar 
en cuenta la masa de ABC y el radio de la polea, a) grafique la tensi6n en el 
cable como una funcidn de a para 0SflS2.4m, 6) determine el valor m£- 
ximo de a para el cual puede mantenerse la posici6n de equilibrio. 



4.C5 y 4.C6 El resorte AB de constant© k est£ sin deformar cuan- 
do 0 = 0. Si R = 200 mm, a = 400 mm v k = 1 kN/m, use un programa de 
cdmputo para calcular y graficar la masa m correspondiente a la posici6n 
de equilibrio como una funcion de 8 para valores de 8 desde 0 hasta 90°. De- 
termine el valor de 8 correspondiente a la posicidn de equilibrio cuando 
m = 2 kg. 




Figura P4.C5 


Figura P4.C6 


4.C7 Un panel de 8 X 10 in. y peso W = 40 lb se sostiene mediante 
dos bisagras colocadas en el costado AB. El cable CDE, que se une al panel 
en C y pasa sobre una polea pequena en D, sostiene un cilindro de peso W. 
Sin considerar el efecto de la friccidn, use un programa de c6mputo para cal- 
cular y graficar el peso del cilindro correspondiente a la position de equili- 
brio como una funcidn de 6 para valores de 0 desde 0 hasta 90°. Determine 
el valor de 6 correspondiente a la posici6n de equilibrio cuando W = 20 lb. 

4.C8 Una placa circular uniforme con radio de 300 mm y masa de 26 
kg se sostiene mediante tres alambres verticales espaciados uniforme mente 
alrededor del borde de la placa. Un bloque pequeno E de 3 kg, colocado ini- 
cialmente sobre la placa en D, se mueve lentamente a lo largo del diametro 
CD hasta llegar a C. a) Grafique la tensidn en los alambres A y C como una 
funcion de a , donde a es la distancia medida desde el bloque hasta D. b) De- 
termine el valor de a para el cual la tension en los alambres AyCes mini- 
ma. 



Figura P4.C8 


4.C9 La grua mostrada en la figura soporta una caja de 4 000 lb y se 
sostiene mediante una rbtula colocada en A y dos cables unidos en D y E. Si 
la grua se encuentra en un piano vertical que forma un angulo (f> con el pia- 
no xtjy use un programa de compute para calcular y graficar la tension en ca- 
da cable como una funcion de <j> para valores de entre 0 y 40°. Determi- 
ne el valor de <l> para el cual la tension en el cable BE es m&xima. 

4.C1 0 La placa uniforme de acero ABCD se suelda al eje EF y se man- 
tiene en la posici6n mostrada mediante el par M. Si los collarines evitan que 
el eje se deslice sobre los cojinetes y £ste pertenece al piano yz , grafique la 
magnitud M del par como una funcidn de 0 para 0^6^ 90°. 


Problemas de computadora 217 



Figura P4.C7 




Figura P4.C10 



CAPITULO 


i ^ 


Fuerzas distribuidas: centroides 
y centros de gravedad 



En la fotografia se muestra la construccion de un tramo del viaducto Skyway, el cual cruza la bahia que se 
encuentra entre San Francisco y Oakland. En este capitulo se introducing el concepto del centroide de un area- 
en cursos posteriores se establecerS la relacion existente entre la ubicacion del centroide y el comportamiento 
de la carretera tendida sobre el viaducto. 
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Centro de gravedad de un cuerpo 
tridimensional. Centroide de un 
volumen 


5.11 Cuerpos compuestos 

5.12 Determinaci6n de centroides de 
volumenes por integracidn 



Fotografia 5.1 El balance preciso de los 
componentes de un movil requiere de una 
comprension de los centros de gravedad y 
centroides, que son los topicos principales de 
este capitulo. 


5.1. INTRODUCClbN 

Ilasta ahora se ha supuesto que la atraccion ejercida por la Tierra so- 
bre un cuerpo rigido podia representarse por una sola fuerza W. Esta 
fuerza, denominada fuerza de gravedad o peso del cuerpo, debia apli- 
carse en el centra de gravedad del cuerpo (scccion 3.2). De hecho, la 
Tierra ejerce una fuerza sobre cada una de las particulas que constitu- 
yen al cuerpo. En este sentido, la accibn de la Tierra sobre un cuerpo 
rigido debe representarse por un gran nuniero de pequenas fuerzas 
distribuidas sobre todo el cuerpo. Sin embargo, en este capitulo se 
aprendera que la totalidad de diehas fuerzas pequenas puede ser reem- 
plazada por una sola fuerza equivalente W. TambiOn se aprendera co- 
mo determinar el centro de gravedad, esto es, el punto de aplicaci6n 
de la resultante W, para cuerpos de varias formas. 

En la primera parte del capitulo se describen cuerpos bidimensio- 
nalcs como placas pianos y alambres que cstan contenidos en un pia- 
no dado. Se introducen dos conceptos que estdn muy relacionados con 
la determinacion del centro de gravedad de una placa o de un alam- 
bre: el concepto de centroide de un area o de una linea v cl concepto 
del primer motnento de un area o de una Imea con respecto a un eje 
dado. 

Tambi^n se aprenderd que el cdlculo del drea de una superficie de 
revolucion o del volumen dc un cuerpo de revolucion esta directamen- 
te relacionado coil la determinacion del centroide de la linea o del area 
utilizados para generar dicha superficie o cuerpo de revolucion (teore- 
mas de Pappus-Guldinus). Ademas, como se muestra en las secciones 
5.8 y 5.9, la determinacion del centroide de un drea sirriplifica el ana- 
lisis de vigas sujetas a cargas distribuidas y el calculo de las fuerzas ejer- 
cidas sobre superficies rectangulares sumergidas, como compuertas hi- 
drdulicas y porciones de presas. 

Al final del capitulo se aprendera c6mo determinar tanto el cen- 
tro de gravedad de cuerpos tridimensionales corno el centroide de un 
volumen y los primeros momentos de dicho volumen con respecto a 
los pianos coordenados. 


AREAS Y LINEAS 

5.2. CENTRO DE GRAVEDAD DE UN CUERPO BIDIMENSIONAL 

Para iniciar, considere una placa plana horizontal (figura 5.1). La pla- 
ca puede dividirse en n elementos pequenos. Las coordenadas del pri- 




I M r Tf\V = ZtjA\V 

Figura 5.1 Centro de gravedad de una placa. 
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mcr elemento sc representan con x, y y ,, las del segundo elemento se 
representan con x 2 y t/ 2 > etc. Las fuerzas ejercidas por la Tierra sohre 
los elementos de la placa seran representadas, respectivamente, con 
AW,, AW 2> . . . , AW„. Estas fuerzas o pesos estan dirigidos hacia cl 
centro de la Tierra; sin embargo, para todos los propositos practices, 
se puede suporier que dichas fuerzas son paralelas. Por tanto, su resul- 
tantc es una sola fuerza en la misma direction. La magnitud W de es- 
ta fuerza se obtiene a partir de la suma de las magnitudes de los pesos 
de los elementos: 
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2F S : W = AW, + AW 2 + • • • + AW* 

para obtener las coordenadas x y y del punto G, donde debe aplicarse 
la resultante W, se escribe que los momentos de W con respecto a los 
ejes y y x son iguales a la suma de los momentos correspondientes de 
los pesos elcmentales, esto es 


SA/ f/ : x\V = X| AW, + x 2 AW 2 + • • • + X* AW* 

2M t : TjW = t h AW, + y 2 A W 2 + •••+{/„ AW„ 


(5.1) 


Si ahora se incrementa el mimero de elementos en los cuales se ha di- 
vidido la placa v simultarieamente se disminuye el tamano de cada ele- 
rnento se obtienen, en el lhnite, las siguientes expresiones: 


W 


= j dw x\V = f X dw yW = \ y dw 


(5.2) 


Estas ecuaciones definen el peso W y las coordenadas x v y del centro 
de gravedad C de una placa plana. Se pueden derivar las mismas ecua- 
ciones para un alambre que se encuentra en el piano xy (figura 5.2). 
Se observa que usual nicnte el centro de gravedad G de un alambre no 
csta localizado sobre este viltimo. 




x U' = Zr AW 


y W = Lij AW 


Figura 5.2 Centro de gravedad de un alambre. 
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de gravedad 

En el caso de una placa plana homogenea de espesor uniforme, la mag- 
nitud AW del peso de un elemento de la placa puede expresarse eomo 

AW = yt AA 

donde y = peso especifico (peso por unidad de volumen) del material 
t = espesor dc la placa 
AA = area del elemento 

En forma similar, se puede expresar la magnitud W del peso de toda 
la placa coino 

W = ytA 

donde A es el area total dc la placa. 

Si se emplean las unidades de uso comiin en Estados Unidos, se 
dcbe expresar el peso espccffico y en Ib/ft 3 , el espesor t en pies v las 
areas AA y A en pies cuadrados. Entonees, se observa quc AW y W 
estaran expresados en libras. Si se usan las unidades del SI, se debe 
expresar a y en N/m , a f en metros y a las areas A A y A en metros 
cuadrados; entonees, los pesos AW y W estaran expresados en new- 
tons. 1 

Si se sustituye a AW y a W en las ecuaciones de momento (5.1) y 
se divide a todos los terminos entre yt , se obtiene 

SA/j,: xA = X\ AA| + x 2 AA 2 + • • • + x„ A A tl 

2Af x : yA = y\ AA] + tj 2 A A 2 4- • • • + y n AA„ 

Si se incrementa el niimero de elementos en los cuales se divide el 6rea 
A y simultaneamente se disminuye el tamano de cada elemento, se ob- 
tiene en el limite 

xA - j xdA yA = j ydA (5.3) 

Estas ecuaciones definen las coordenadas x y y del centra de gravedad 
de una placa homogenea. El punto cuyas coordenadas son x y y tam- 
bien se conoce como el centroide C del area A de la placa (figura 5.3). 
Si la placa no es homogenea, estas ecuaciones no se pueden utilizar pa- 
ra detenninar el centra de gravedad de la placa; sin embargo, estas aun 
definen al centroide del area. 

En el caso de un alambre homogeneo de section transversal uni- 
forme, la magnitud AW del peso de un elemento de alambre puede 
expresarse como 

AW = y a A L 


donde y = peso especifico del material 

a = area de la seccion transversal del alambre 
AL = longitud del elemento 


f Se dobe seiialar quo en el Si stem a Internacional de unidades generalmente se caracte- 
riza a un material dado por su densidad p (inasa por unidad de volmnen} en lugar de ca- 
racterizarlo por su peso especdico y. Entonees. el peso especifico del material se puede 
obtener a partir de la relaci6n 


y = t>& 

donde g = 9.81 m/s 2 . (>>rno p se expresa en kg'm*\ se observa que y estart expresado en 
(kg/m 3 )(m/s 2 ), esto es, en N/rn 3 . 
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Figura 5.3 Centroide de un 3rea. 




S.W f/ : xL = T,xAL 

£M X : ljL = 'LijAL 
Figura 5.4 Centroide de una linea. 


El centro de gravedad de un alambre coincide con el centroide C de 
la linea L que define la forma del alambre (figura 5.4). Las coorde- 
nadas x v y del centroide de la linea L se obtienen a partir de las eeua- 
ciones 

xL = j x dL yL = J" y dL (5.4) 


5.4. PRIMEROS MOMENTOS DE AREAS Y LINEAS 

La integral f x dA en las ecuaciones (5.3) de la seccion anterior se co- 
noce como el primer rnomento del area A con res'pecto al eje y y se re- 
presenta con Q y . En forma similar, la integral f y dA define el primer 
rnomento de A con respecto al eje x y se representa con Q x . Asi se es- 
cribe 


Q y = J x dA Q x = j y dA (5.5) 

Si comparamos las ecuaciones (5.3) con las ecuaciones (5.5), se obser- 
va que los primeros momentos del £rea A pueden ser expresados co- 
mo los productos del area con las coordenadas de su centroide: 

Qy = XA Q x = yA (5.6) 

A partir de las ecuaciones (5.6) se concluye (jue las coordenadas del 
centroide de un area pueden obtenerse al dividir los primeros momen- 
tos de dicha area entre el area misma. Los primeros momentos de un 
drea tambi£n son utiles en la mec&nica de materiales para determinar 
los esfuerzos de corte en vigas sujetas a cargas transvcrsales. Por ultimo, 
a partir de las ecuaciones (5.6) se observa que si el centroide de un area 
estd localizado sobre un eje coordenado, entonces el primer rnomento 
del area con respecto a ese eje es igual a cero. De manera inversa, si el 
primer rnomento de un &rea con respecto a un eje coordenado es igual 
a cero, entonces el centroide del area esta localizado sobre ese eje. 

Se pueden utilizar relaciones similares a partir de las ecuaciones 
(5.5) V (5.6) para definir los primeros momentos de una linea con res- 
pecto a los ejes coordenados v para expresar dichos momentos como los 
productos de la longitud L de la linea v las coordenadas x y y de su cen- 
troide. 
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a) 



h) 

Flgura 5.5 


Se dice (jue un area A es simetrica con respect o a un eje BB' si pa- 
ra todo punto P del area existe un punto P' de esa misma area tal que 
la linea PP' sea perpendicular a BB' y dicha Ifnca esta dividida en dos 
partes iguales por el eje en cuestion (figura 5.5 a). Se dice que una li- 
nea L es simetrica con respecto a un eje BB' si satisface condiciones 
similares. Cuando un area A o una linea L posee un eje de simetria 
BB\ su primer momento con respecto a BB f es igual a cero y su cen- 
troide esta localizado sobre dicho eje. Por ejernplo, en el caso del area 
A de la figura 5.5 b, la cual es simetrica con respecto al eje ?/, se obser- 
va que para cada elemento de area clA de abscisa x existe un elemen- 
to de area dA r que tiene la misma super Picie y cuva abscisa es — x. Se 
concluye que la integral en la primera de las ecuaciones (5.5) es igual 
a cero y, por tanto, se tiene que Q tf = 0. Tambien se concluye a parti r 
de la primera de las relaciones (5.3) que x = 0. Por consiguiente, si un 
area A o una linea L poseen un eje de simetria, su centroide C esta lo- 
calizado sobre dicho eje. 

Ademas, sc debe senalar que si un area o una linea posee dos ejes 
de simetria, su centroide C debe estar localizado en la intersection de 
esos dos ejes (figura 5.6). Esta propiedad pcrmite determinar de inme- 
diato el centroide de areas corno circulos, elipses, cuadrados, rectan- 
gulos, triangulos equildteros u otras figuras simetricas, asi como el cen- 
troide de Iineas que tienen la forma de la circunferencia de un circulo, 
el perirrietro de un cuadrado, entre otros. 



W 


a) 

Figura 5.6 



H* 

b) 



Se dice que un area A es simetrica con respecto a un centro O si 
para cada elemento de area dA de coordenadas x v y existe un elemen- 
to de area dA 9 de igual superficie con coordenadas —x y —y (figura 
5.7). Entonces, se concluye que ambas integrales en las ecuaciones (5.5) 
son iguales a cero y que = Q tJ = 0. TambiOn, a parti r de las ecua- 
ciones (5.3), se concluye que x = y = 0, esto es, que el centroide del 
area coincide con su centro de simetria O. En forma analoga, si una li- 
nea posee un centro de simetria O, el centroide de la linea coineidira 
con el centro O. 

Se debe senalar que una figura con un centro de simetria no ne- 
cesariamente posee un eje de simetria (figura 5.7) y que una figura con 
dos ejes de simetria no necesariamente tiene un centro de simetria (fi- 
gura 5.6«). Sin embargo, si una figura posee dos ejes de simetria que 
son perpendiculares entre si, el punto de intersection de dichos ejes 
es un centro de simetria (figura 5.6/?). 

La determination de los centroides de areas asimetricas v de ti- 
neas v areas que poseen un solo eje de simetria se estudiara en las see- 
eiones 5.6 y 5.7. En las figuras 5.8A v 5.8B se muestran los centroides 

de formas comunes de areas v de Iineas. 

✓ 


Figura 5.7 
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Figura 5.8A Centroides de areas comunes. 
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Figura 5.8B Centroides de formas comunes de lineas. 


5.5. PLACAS Y ALAMBRES COMPUESTOS 

Fn muchos casos, una placa plana puede dividirse en rectangulos, trian- 
gulos u otras de las formas comunes mostradas en la figura 5.8A. La 
abscisa X de su centro de gravedad G puede determinarse a parti r de 
las abscisas x ( , x 2 , . * . , x ti de I os centres de gravedad de las dife rentes 
partes que constituven la placa, expresando (pie el mornento del peso 
de toda la placa con respccto al eje y es igual a la sunia de los mo- 
men tos de los pesos de las dife rentes partes con respccto a ese mis mo 
eje (figura 5.9). La ordenada Y del centro de gravedad de la placa se 
encuentra de una forma similar, igualando momentos con respecto al 
eje x. Asl\ se escribe 

m f/ : x(Wt + w 2 + • • • + wj = x\W\ + x 2 w 2 + ■ ■ ■ + j„\v ri 

ZM X : Y(W, 4- W 2 + ■ ■ • + W a ) = y,W, + y 2 W 2 + • ■ • + y n W„ 



IM r/ : X IW = Ix W 
IA/ X : YZW = ZyW 

Figura 5.9 Centro de gravedad de una placa compuesta. 



o en forma condensada, 
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XEW = EiW YEW == SyW (5.7) 


Estas ecuaciones se pueden resolver para las coordenadas X y Y del 
centre de gravedad de la placa. 



= X I A = I x A 
<?,= riA = it/A 

Figura 5.10 Centroide de un area compuesta 


Si la placa es liomogenea y de espesor uniforme, el centro dc gra- 
vedad coincide con el centroide C de su drea. La abscisa X del centroi- 
de del area puede determinarse observando que el primer momento 
Q y del &rea compuesta con respecto al eje if puede expresarse como el 
producto de X con el area total y como la suma de los primeros me- 
mentos dejas areas elementales con respecto al eje y (figura 5.10). La 
ordenada Y del centroide se encuentra de forma similar, considerando 
el primer momento Q x del area compuesta. Asi, se tiene 

Qy = X(A\ + A 2 + * * * + AJ = X\A] + X2A2 + * * * + x tt A n 
Qx = Y(A| + A 2 + • • • + AJ = j/iAi + f/ 2 A 2 + • * * + y n A n 

o en forma condensada, 

Q y = XEA = SxA Q x = YEA = EyA (5.8) 


Estas ecuaciones proporcionan los primeros momentos del area com- 
puesta o pueden utilizarse para obtener las coordenadas X y Y de su 
centroide. 

Se debe tener cuidado de asignarle el signo apropiado al memen- 
to de cada area. Los primeros momentos de areas, al igual que los mo- 
mentos de las fuerzas, pueden ser positivos o negativos. Por ejemplo, 
un £rea cuyo centroide est£ localizado a la izquierda del eje y tendra 
un primer momento negativo con respecto a diclio eje. Adenias al area 
de un agujero se le debe asignar un signo negativo (figura 5.1 1 ). 

De manera similar, en muchos casos es posible determinar el cen- 
tro de gravedad de un alambre compuesto o el centroide dc una linea 
compuesta dividiendo al alambre o a la finea en elernentos mas sim- 
ples (vease problema rcsuelto 5.2). 




Aj \ 




y 






^ — xj 

— - 




X 

A 

xA 

Ay Semicirculo 

- 

+ 

- 

A.y Roctangiilo 
completo 

+ 

+ 

+ 

A.3 Agujero 
circular 

+ 

- 

- 


Figura 5.11 


PROBLEMA RESUELTO 5.1 



Para el &rea plana inostrada en la figura, determine: a) los primeros mo- 
mentos con respecto a los ejes x y tj> y b) la ubicacion do su centroide. 


SOLUCION 

Componentes del area. El area se obtiene con la suina de un rec- 
t&ngulo, un triangulo y un serniclrculo y dcspuds se resta un circulo. Uti- 
lizando los ejes coordenados mostrados, se determinan el drea v las coorde- 
nadas del centroide para cada una de las areas componentes y luego se 
introducen en la tabla que aparece en la parte inferior. El tfrea del circulo 
se indica como negativa puesto que debe restar se de las dem&s dreas Notese 
que la coordenada y del centroide del triangulo es negativa para los ejes 
mostrados. Los primeros momentos de las areas componentes con respecto 
a los ejes coordenados se calculan y se introducen en la tabla. 



120 mm 


= 60 rnrn 
r 2 *40 mm 




Componente 

A, mm 2 

x, mm 

y, mm 

xA, mm 3 

yA, mm 3 

Rectangulo 

(120)(80) = 9.6 X 10 3 

60 

40 

+576 X 10 3 

+384 X JO 3 

Triangulo 

|(120)(60) = 3.6 X 10 3 

40 

-20 

+ 144 X 10 3 

-72 x io 3 

SemiciTculo 

|tt(60) 2 = 5.655 X 10 3 

60 

105.46 

+339.3 X 10 3 

+596.4 X Kl 3 

Circulo 

-it (40) 2 = -5.027 X 10 3 

60 

SO 

-301.6 X 10 3 

-402.2 X 10 3 


IA = 13.828 X 10 3 



2xA = +757.7 X 10 3 

2yA = +506.2 X 10 3 


a) Primeros momentos del area . Con las ecuaciones (5.8), se escribe 

Q x = lyA = 506.2 X 10 3 mm 3 (), - 506 x 10 3 mm ' ◄ 

Q y = 2xA = 757.7 X 10 3 mm 3 {),, - 758 X 10 * mm ^ 

b ) Uhicaci6n del centroide. Si se sustituyen los valores dados en la 

tabla, dentro de las ecuaciones que definen el centroide de un &rea com- 
puesta se obtiene 

X2A = 27A: X( 13.828 X 10 3 mm 2 ) = 757.7 X 10 3 mm 3 

X = 54.8 mm ^ 

YIA = lyA: Y( 13.828 X IQ 3 mm 2 ) = .506.2 X 10 3 mm 3 

V = 36.fi mm ^ 
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PROBLEMA RESUELTO 5.2 


La figura mostrada est& hecha a partir do un pedazo de alambre delgado y 
homogeneo. Determine la ubicacion de su eentro de gravedad. 




soluci6n 


Como la figura est& hecha de un alambre homogeneo, su centra de grave- 
dad coincide con el centroide de la Unea correspondiente. Por tanto, se de- 
terminara dicho centroide. Si se seleccionan los ejes most rad os, con origen 
en A, se determinan las coordenadas del centroide de cada segmento de li- 
nea v se calculan los primeras momentos con respecto a los ejes coordena- 
dos. 


Segmento 

L in. 

x, in. 

in. 

*L in 2 

PL in 2 

AB 

24 

12 

0 

288 

0 

BC 

26 

12 

5 

312 

130 

CA 

10 

0 

5 

0 

50 


EL = 60 



2 xL = 600 

Ei/L = 180 


Con la sustitucion de los valores obtenidos en la tabla, en las ecuaciones que 
defmen el centroide de una linea compuesta, se obtiene 


X2L = 2xL: 
Y2L = 2t/L: 


X(60 in.) = 600 in 


Y(60 in.) = 180 in 2 


X = 10 in. 
V = 3 in. 


◄ 

< 
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PROBLEMA RESUELTO 5.3 



soluci6n 


Ecuaciones dc cquilibrio 
2 r v 


+"1 2M a = 0: B(2r) - wf ~ ) = 0 

V 17 / 




Una barra semicircular unifonne de peso W y radio r est£ unida a un pemo 
en A y descansa contra una supcrficie sin friccidn en B. Determine las reac- 
ciones en A v B. 


al 


Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja un diagrama de cuerpo libre 
de la barra. Las fuerzas que actuan sobre la barra son su peso W, cl cual esta 
aplicado en el centro de gravedad G (cuya posicion se obtiene a partir de la 
figura 5.8B); una reaccidn en A, represen tada por sus cornponentcs A r y A,, 
v una reaction horizontal en B. 







RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se desarrollaron las ecuaciones generates para localizar los centros de 
gravcdad de cuerpos bidimensionales y alambres [ecuaciones (5.2)] y los centroides de 
areas planas [ecuaciones (5.3)] v de lmcas [ecuaciones (5.4) J. En los probleinas que se 
presentan a continuacion, se deberan localizar los centroides de £reas compuestas v lf- 
neas o teridran que determ inarse los prinieros momentos del area de placas compues- 
tas [ecuaciones (5.8)]. 

1. Ixycalizacion de centroides de areas compuestas y Itneas. Los problemas re- 
sueltos 5. 1 v 5.2 ilustran cl procedi mien to que debe seguirse al resolver problemas dc 
este tdpo. Sin embargo, hay ciertos puntos que se deben enfatizar. 

a) El primer paso en la solucion debe ser decidir c6mo coristmir el area o la Ifnea 
dada, a partir dc las formas comunes de la figura 5.8. Se debe reconocer que, en el ca- 
se de areas planas, una forma on particular se puede construir de varias maneras. Ade- 
mas, mostrar las diferentes componentes (coino se hace en el problema resuelto 5.1) 
avudara a establecer corrcctamente sus centroides y sus areas o longitudes. No debe 
olvidarse que, para obtener la forma deseada, es posible restar o sumar areas. 

b) Se recomienda que para cada problema se construya una tabla que contenga las 
areas o las longitudes y las coordenadas respectivas de sus centroides. Es csencial re- 
cordar que las areas que son “removidas” (por ejemplo los agujeros) sc toman como ne- 
gativas. Ademas se debe incluir el signo de las coordenadas negativas. Por tan to, siem- 
pre debe observarse la ubicacion del origen de los ejes coordenados. 

c) Cuando sea posible, se deben utilizar consideraciones de simetria [scccion 5.4] 
para determinar con mayor facilidad la ubicacidn de un centroide. 

d) En las formulas de la figura 5.8 para el sector circular v para el arco del circulo, 
el Angulo siempre debe ser expresado en radianes. 

2. Cdlculo de los primeros momentos de un area. Los procedi mien tos para ubi- 
car el centroide de un area y para determinar los primeros momentos de un area son 
similares; sin embargo, para calcular cstos liltimos no es necesario determinar el area 
total. Ademas, como se sen alo en la scccion 5.4, se debe reconocer que el primer me- 
mento de un area con respecto a un eje centroidal es igual a cero. 

3. Resolucion de problemas que involucran al centra de gravedad. En los pro- 
blemas que se presentan a continuacion se considera que los cuerpos son homogeneos; 
por tanto, sus centros de gravedad coinciden con sus centroides. Ademas, cuando un 
cuerpo que estii suspendido de un solo pemo esta en equilibrio, el pemo v el centro 
de gravedad del cuerpo deben estar localizados sobre la misma linea vertical. 

Pudiera parecer que muchos de los problemiis en esta leccion tienen poco (jue ver con 
el estudio de la mecanica. Sin embargo, ser capaz de localizar el centroide de formas 
compuestas sera esencial en varios topicos que se estudiar^n mas adelante. 





Problemas 


5.1 a 5.8 Localice el centroide del Area plana mostrado en eada figura. 




Figura P5.3 


y 



y 


225 mm 
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Figura P5.5 


• S in.- 


-9 hi - 


TA 

4.o in 


6 in. 


9 in. 

1 


Figura P5.6 



a 


a = 8 in. 

Figura P5.7 


y 



Figura P5.8 


x 


5.9 Para el Area del problema 5.8, determine la relation r 2 /r, tal que 
x = 4n/3. 
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Problemas 


5.1 0 Para el area mostrada en la figura, demuestre que si r, tiende 
a r 2> la localizacion de su centroide tiende a ser igual al centroide de 
un arco circular con radio (r ( 4- r 2 )/ 2. 


V 



x 


Figura P5.10 


5.11 a 5.16 Localice el centroide del area plana mostrada en cada figura. 


?/ 




Figura P5.12 


6 in. 





8 in. 


x 

9 in. 


Figura P5.13 




Figura P5.15 


Figura P5.16 


234 Fuerzas distribuidas: centroides y centros 5.17 y 5.18 El eje horizontal x se traza a trav^s del centroide C y di- 

vide al drea mostrada en dos areas componentes Ai y A 2 . Determine el primer 
momento do cada area componente respecto al eje x y explique los resulta- 
dos ohtenidos. 



Figura P5.17 



Figura P5.18 


y 



Figura P5.19 


5.19 El primer momento respecto al eje x del area sombreada que se 
muestra en la figura se representa mediante () x . a) Exprese f) x en t^rminos 
de r y 0. b) Determine el valor de 0 para el cual Q x es mdximo y encuentre 
dicho valor maxi mo. 

5.20 U na viga compuesta se constniye atomillando cuatro placas a cua- 
tro angulos de 60 X 60 X 12 rum, conio indica la figura. Los tornillos estan 
igualtnente espaciados a lo largo de la viga, la cual sostiene una carga verti- 
cal. Till como se demuestra en mecdnica de materiales, las fuerzas cortantes 
ejercidas sobre los tornillos colocados en A v B son proporcionales a los 
primeros momentos respecto al eje centroidal x de las areas sombreadas con 
rojo, respectivamente, en las partes a y b de la figura. Si la fuerza ejercida 
en el tomillo A es de 280 N, determine la fuerza ejercida sobre el tornillo B. 




h) 


Figura P5.20 


5.21 a 5.24 Un <dambre delgado v homogeneo se dobla para formar 
el perimetro de la figura que se indica en cada inciso. Localice el centro de 
gravedad de la figura formada eon el alarnbre. 

5.21 Figura P5.1. 

5.22 Figura P5.2. 

5.23 Figura P5.5. 

5.24 Figura P5.8. 

5.25 Una barra uniforme do acero pesa 1.75 lb v so dobla para formar 
un arco de 20 in. de radio como el que muestra la figura. La barra se sostiene 
mediante un pasador puesto en A v la cuerda BC. Determine a) la tension 
cn la cuerda, /;) la reaction en A. 

5.26 El alarnbre homogeneo ABCD esta doblado como indica la figura 
V se sostiene mediante un pasador puesto en B . Si / = 200 mm, determine 
el angulo 0 para el que el tramo BC del alarnbre se mantiene horizontal. 




Figura P5.26 y P5.27 
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5.27 El alarnbre homogeneo ABCD esta doblado como indica la figura 
y se sostiene mediante un pasador instalado en B. Si 0 = 30°, determine la 
longitud / para la cual el tramo CD del alarnbre se mantiene horizontal. 

5.28 Si la figura que se muestra esta formada con un alarnbre homo- 
geneo delgado, determine la longitud / del tramo CE del alarnbre para el cual 
el centro de gravedad de la figura se localiza en el punto C cuando a) 6 = 
15°, b) 0 = 60° 



B 

Figura P5.28 


5.29 Determine la distancia h tal que el centroide del ilrea sombreada 
este tan cerca como sea posible de la linea BB' cuando a) k = 0.2, b) k = 


0.6. 


5.30 Si la distancia h es seleccionada para minimizar la distancia y 
desde la linea BB' hasta el centroide del area sombreada que muestra la 
figura, demuestre que y — h. 


|-* — kb — ^ 



Figura P5.29 y P5.30 
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5.6. DETERMINACION DE CENTROIDES 
POR INTEGRACION 


El centroide de un area limitada por curvas analiticas (esto es, curvas 
definidas por ecuaciones algcbraicas) por lo general se deterinina eva- 
luando las integrales que aparccen en las ecuaciones (5.3) de la sec- 
cion 5.3: 


Si el elemento de area dA es un pequeno rectangulo de lados dx v dy, 
la evaluacion de cada una de estas integrales requiere una integration 
doble con respecto ax v y. Tambien es necesaria una integration doble 
si se usan coordenadas polares para las cuales dA es un elemento de 
lados dr y r dO. 

Sin embargo, en la mayoria de los easos es posible determinar las 
coordenadas del centroide de un area con una sola integracion. Esto 
sc logra seleccionando a dA como un rectangulo o tira delgada o como 
un sector circular delgado (figura 5.12A); el centroide de un rect An- 
gulo delgado esta local izado en su centro v el centroide de un sector 
delgado esta localizado a una distancia de fr a parti r de su vertice (como 
en el caso de un triangulo). Entonces, las coordenadas del centroide 
del area en consideration se obtienen cxpresando que el primer rno- 
rneiito del area total con respecto a cada lino de los ejes coordenados 
es igual a la suma (o integral) de los momentos correspondientes de 
los elernentos del area. Representando con x r [ y las coordenadas del 
centroide del elemento dA , se escribe 


Si el area A no se conoce aun, esta tambien puede calcular.se a partir 
de estos elernentos. 



(5.3) 



(5.9) 


P(x.y) 



Figura 5.1 2A Centroides y areas de elernentos diferenciales. 


Las coordenadas x r f y ij r / del centroide del eleinento del area cl A 5 - 6 - Detenminacion de centroides 

deben expresarse en terminos de las coordenadas de un punto locali- 
zado sobre la cuwa que limita al area en consideration. Adeinas, el area 
del eleinento dA debe expresarse en terminos de las coordenadas de 
dicho punto y de los difereneiales apropiados. Esto se ha hecho 
en la fignra 5.12B para tres tipos coirnincs de clementos; la portion 
de circuit) de la parte c debe utilizarse cuando la ecuacidn de la curva 
que limita al area este dada en coordenadas polares. Deben sustituir- 
se las expresiones apropiadas en las formulas (5.9) y debe utilizarse la 



ccuacion de la cun a que limita al area para expresar a una de las coor- 
denadas en terminos de la otra. De esta forma, se reduce a una sola 
integracidn. Una vez que se ha determinado el area y ban sido cvalua- 
da s las integrates en las ecuaciones (5.9), estas ccuaciones pueden re- 
solverse para las coordenadas x y y del centroide del area. 

Cuando una lmea estd definida por una ecuacion algebraica, puc- 
de determinarse su centroide al evaluar las integralcs que aparecen en 
las ecuaciones (5.4) de la seccion 5.3: 

xL — j x dL yL = j y dL (5.4) 

El difcrcncial de longitud dL debe reemplazarse por una de las siguien- 
te expresiones, dependiendo de cxiAl coortlenada x, y o 6 , se seleccio- 
ne como la variable independientc en la ecuacidn utilizada para detl- 
nir la linca (estas expresiones pueden derivarse con el uso del teorema 
de Pitagoras): 


dL = 



d'J 
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una de las coordenadas en ter min os de la otra, se puede llevar a cabo 
la integration y se pueden resolver las ecuaciones (5.4) para las coor- 
denadas x y y del centroide de la linea. 


5.7. TEOREMAS DE PAPPUS-GULDINUS 

Estos teoremas fiieron formulados primcro por el geoinetra griego Pap- 
pus durante el siglo in despues de Cristo y fueron replanteados poste- 
riormente por el matematico suizo Guldinus o Guldin (1577-1643), se 
refieren a superficies y cuerpos de revolution. 

Una superficie de revolucion se genera mediante la rotation de una 
eurva plana con respecto a un eje fijo. Por ejemplo (figura 5.13), se 



Fotografia 5.2 Todos los tanques de 
almacenamiento que se muestran en la fotografia 
son cuerpos de revolucion. Por tanto, las cireas 
de sus superficies y sus volumenes pueden 
determinarse con los teoremas de Pappus- 
Guldinus. 



Esfcra Coiio Toroide 

Figura 5.13 


puede obtener la superficie de una csfera rotando un arco semicircu- 
lar ABC con respecto al diametro AC; se puede producir la superficie 
de un cono rotando una linea recta AB con respecto a un eje AC y se 
puede generar la superficie dc un toroide o anillo rotando la circun- 
ferencia de un circulo con respecto a un eje que no interseca a diclia 
circunferencia. Un cuerpo de revolucion se genera mediante la rotation 
de un area plana alrededor de un eje fijo. Como sc rnuestra en la figura 
5.14, se puede generar una esfera, un cono y un toroide rotando la 
forma apropiada con respecto al eje que se indica. 



iisfera 


Cono 


Toroide 


Figura 5.14 


TEOREMA I. El area de una superficie de revolucion es igual a 
la longitud de la curva g eneratriz multiplicada por la distancia reco- 
rrida par el centroide de dicha curva al mornento de generar la super- 
ficie. 


Demostracidn. Considerese un elemento dL de la linea L (figura 
5.15) que rota alrededor del eje x. El area dA generada por el elemento 
dL es igual a 27n/ dL. Por tanto, el £rea total generada por L es A = 
/ 27n/ dL. En la seccion 5.3 se encontro que la integral / y dL es igual 


dA 

Figura 5.15 

a ijL, por tanto, se tiene 

A = 2t ryL (5.10) 

donde 2i ry es la distaiicia recorrida por el ccntroide de L (figura 5.15). 
Se debe senalar quo la curva generatriz no debe cruzar el cje sobre el 
dial rota; si lo hiciera, las dos seccioncs, una a cada lado del eje, genc- 
rarian areas que tendrfan signos opuestos y el teorema no podria apli- 
carse. 

TEOREMA II El volumen de un ouerpo de revolution es igual al 
area generatriz multiplicada por la distancia recorrida por el centroide 
del area al moment o de g enerar el cuerpo. 

Demostracion. Considerese un elernento dA del area A, el dial se 
rota con respecto ill eje x (figura 5.16). El volumen dV generado por 



Figura 5.16 


el elernento dA es igual a 2irtj dA. Por tanto, el volumen total gene- 
rado por A es V = / 2mj dA y, puesto que la integral f y dA es igual 
a ij A (seecion 5.3), se tiene 

V = 2'nyA (5.11) 

donde 27riy es la distancia recorrida por el centroide de A. Es impor- 
tante senalar que el teorema no puede aplicarse si el eje de rotation 
interseca al area generatriz. 

Los teoreinas de Pappus-Guldinus proporcionan una forma senci- 
lla de calcular las areas de superficies de revolucion y los volumenes 
de cuerpos de revolucidn. En forma inversa, estos teoreinas se emplcan 
para dctcrminar el centroide de una curva plana cuando el area de la 
superficie generada por la cun^a es conocida o para determinar el cen- 
troide de un area plana cuando el volumen del cuerpo generado por 
el area es conocido (v6ase el problema resuelto 5,8). 




PROBLEMA RESUELTO 5.4 



Determine por integracidn directa la Iocalizaci6n del centroide de una en- 
juta parabolica. 


SOLUCION 

Detcrminacion de la eonstante k. El valor de k se determina snsti- 
tuyendo x — a v y = b en la ecuacion dada. Se tiene b «= ka 2 ok = b /a 2 . Por 
tanto, la ecuaci 6n de la curva es 


y = 



o 


x = 



1/2 


Elemento diferencial vertical. Se selecciona el elemento diferen- 
cial rnostrado y se determina el area total de la figura. 


A — j dA = j y dx = | ^rx 2 dx = 


b x' p 
« 2 3 


ab 

~T 


El primer memento del elemento diferencial con respecto al eje y es x,,/ dA \ 
por tanto, el primer momento de toda el area con respecto a dicho eje es 


dx = 


<?.y = / *<•; dA = fry dx = f xfjp-. r ! 

Como Qy = xA. se tiene que 

r _ab <rb 

x A = J x e i dA x ~ ~ 


b x 4 

77 


a 2 b 

4 


X - 7 " 


De la misma forma, el primer momento del elemento diferencial con res- 
pecto al eje x es y e / dA y el primer momento de toda el area es 


Q * - 1 y -> dA = l \y dx = { 1(7**) dx = 


A 2 A 

2a 4 5 


A 2 

io' 


Como p r = t /A, se tiene que 

r _ ab ab 2 

j/A = j t/,./ c/A 77" = 


y 3 io ,J [,,l> 


Elemento diferencial horizontal. Se pueden obtener los mismos re- 
sultados considerando un elemento horizontal. Los primeros momentos del 
&rea son 


<?y = / *et dA = J (a-x)dy = f - * 


dy 


1 ( h I 2 a \j ah 

= lH a -T' J ) dv = — 

Qx = f yet dA = f y(a - x) dy = f y[a - ^wy V2 j di J 




Para determinar x y y , las expresiones obtenidas se sustituyen nuevamente 
en las ecuaci ones que definen el centroide del area. 



()*r~ 


Estftju 


mm 

■ . • ' . * 


o 


0-a 


' y\ rui.=rde 


- x = r cos# 



-yi.=> 


9= -n 





-2r- 


PROBLEMA RESUELTO 5.5 

Determine la ubieaeion del centroide del arco mostrado. 


SOLUCION 


IMMP 1 


Como el arco es sim£trico con respeeto al eje x, 1 / = 0. Se selecciona un ele- 
mento diferencial, como se nmestra en la figura, y se determina la longitud 
del arco por intcgracion. 


L = f dL = f r dO = r ( dO = 2ra 
El primer mo men to del arco con respeeto al eje y es 

= f x dL = f (r cos 0)(r dti) = r 2 f cos 0 r/0 

J J -o ** a 

= r^sen #]_„ = Sr 2 sen a 
Como @ r/ = xL , se escribe 


x(2ra) = 2r 2 sen a 7 - ^ 

IV 






PROBLEMA RESUELTO 5.6 


Detennine el area de la superficie de revolucidn mostrada en la figura, la 
cual se obtiene rotando un cuarto de arco circular con respeeto a un eje ver- 
tical. 


^ i | 


SOLUCI6N 
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De acuerdo con el teorema I de Pappus-Guldinus, el area generada es igual 
al producto de la longitud del arco y la distaneia recorrida por su centroide. 
Refiriendose a la figura 5.8B, se tiene que 




i'-m) 


A = 2 irxL = 2tt| 2r( 













PROBLEMA RESUELTO 5.7 

El diametro exterior de una polea es 0.8 in v la seccion transversal de su co- 
rona es coiuo se muestra en la figura. Se sabe que la polea esta heclm de ace- 
ro y que la densidad de dicho material es p = 7.85 X 10 5 kg/m 3 , determine 
la masa y el peso de la corona. 






i 


1(X) nmi 


60 mm 


30 mm 


SOLUCION 

El volnmen de la corona se puede encontrar con el tcorema 11 de Pappus. 
Guldinus, el cual establece que el volumen es igual al producto del area de 
la seccion transversal dada por la distancia recorrida por su centroide en una 
revolution completa. Sin embargo, el volumen se puede determinar iritis fa- 
cilmente si se observa que la seccion transversal se puede transformar ti par- 
tir del rectangulo I, cuya area es positiva y del rectdngulo II, cuya area es ne- 
gativa. 


375 mm 


365 mm 


n 

Area, mm 2 

y, mm 

Distancia viajada 
por C, mm 

Volumen, mm 3 

I 

+5 000 

375 

2-77- (375) = 2 356 

(5 000)(2 356) = 11.78 X 10 r> 

II 

-1 800 

365 

277- (365) = 2 293 

(-1 800)(2 293) = -4.13 X 10° 





Volumen de la corona = 7.65 X 10* 


Como 1 mm = 10 3 m, se tiene que 1 mm 3 = (10 3 m) 3 = 10 9 in 3 , v 
obtiene V = 7.65 X 10* mm' 1 = (7.65 X 10*)(10 9 m 3 ) = 7.65 X 10 -3 ' 


- 3 m 3 ) 


m = pV = (7.85 X I0 3 kg/m 3 )(7.65 X 10 
W = mg = (60.0 kg)(9.81 m/s 2 ) = 589 kg • in/s 5 


nr. 

w — 60.0 kg ^ 
W = 589 N ◄ 








PROBLEMA RESUELTO 5.8 

Con los teoremas de Pappus-Guldinus, determine: a) el centroide de un tirea 
semicircular y b) el centroide de un arco semicircular. Se debe recordar que 
el volumen y el area superficial de una esfera son, respectivamente, frrr y 
Airr 1 . 





■HHhi 

SOLUCION 

El volumen de una esfera es igual al producto del area de un semicirculo y 
la distancia recorrida por el centroide del semicirculo en una revolution 
alrededor del eje x. 

4 r ^ 


V = 27tijA frrr 3 = 27rf/{}7rr 2 ) ij ~ 


3tt 


De la misma forma, el drea superficial de una esfera es igual al producto de 
la longitud del semicirculo generatriz por la distancia recorrida por su cen- 
troide en una revoluckSn. 

_ _ V/- 

A = 'ZmjL 4 irr « 27rt/{7rr) ;/ = — 4 
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SOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA IN DEPEN DIENTE 


En los problemas propuestos correspondientes a esta leccion se usaran las ecuaciones 


xA = J 

f x dA 

3 

II 

(5.3) 

xL = J 

| x dL 

II 

(5.4) 


para localizar, respect ivame rite, los centroides de £reas y lineas planas. Ademas, se apli- 
cardn los teoremas de Pappus-Guldinus (seccidn 5.7) para determinar las areas de su- 
perficie de revoIucic3n y los volumenes de cuerpos de revolution. 


I# Determination de los centroides de areas y lineas por integration directa . 

Cuando se resuelven problemas de este tipo, se debe seguir el metodo de solucion mos- 
trado en los problemas resueltos 5.4 v 5.5: calcular A o L, determinar los primeros mo- 
mentos del drea o de la linea v resolver las ecuaciones (5.3) o (5.4) para las coordena- 
das del centroide. Ademas, se debe poner atencidn especial en los siguientes puntos. 

a) La solucion se inicia con la definicidn o determinacion cuidadosa de cada t6r- 
mino en las integrates de las formulas aplicables. Es bastante recomendable inostrar en 
el esquema del area o de la lmea dada la elecci6n que se ha hecho para dA o para dL 
y las distancias a su centroide. 

b) Como se explico en la seccidn 5.6, la x y la y en las ecuaciones anteriores re- 
presentan las coordenadas del centroide de los elementos dife rend ales dA y dL . Es im- 
portante reconocer que las coordenadas del centroide de dA no son iguales a las coor- 
denadas de un pun to local izado sobre la curva que limita al area en consideracidn. Se 
debe estudiar con detalle la figura 5.12 hasta que se comprenda en forma cabal este 
punto que es tan importante. 

c) Para tratar de simplificar o minimizar los calculos, siempre se debe examinar la 
forma del area o de la linea dada antes de definir el elemcnto diferencial que se utili- 
zara. Por ejemplo, algunas veces es preferible utilizar elementos rectangulares que sean 
horizontales en lugar de verticales. Por lo general es mejor emplear coordenadas pola- 
res cuando una linea o un drea tienen simetna circular. 

d) A pesar de que la inayorfa de las integraciones en esta leccidn son sencillas, en 
algunas ocasiones es posible que se tengan que utilizar tdcnicas mds avanzadas como la 
sustitucion trigonomdtrica o la integracion por partes. Por supuesto, emplear una tabla 
de integrales es el mdtodo m^s rdpido para evaluar integrales dificiles. 

2. Aplicacion de los teoremas de Pappus-Guldinus. Como se inostrd en los pro- 
blemas resueltos 5.6 al 5.8, estos teoromas, que son simples pero muy utiles, permiten 
aplicar el conocimiento sobre centroides para el calculo de areas y volumenes. A pesar 
de que los teoremas hacen referenda a la distancia recorrida por el centroide y a la 
longitud de la curva generatriz o del area generatriz, las ecuaciones resultantes [ecua- 
ciones (5.10) y (5.11)] contienen los productos de estas cantidades, los cuales son sim- 
plemente los primeros momentos de una linea ( yL ) y de un iirea ( yA ), respectivamen- 
te. Por tanto, para aquellos profilemas en los cuales la linea o el £rea generatriz consista 
de m&s de una forma comun, solo se necesita determinar tjL o yA; de esta manera, no 
se tiene que calcular la longitud de la curva generatriz o el £rea generatriz. 
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Problemas 


5.31 a 5.33 Determine por integraci6n di recta el centroide del £rea 
mostrada en cada figura. Exprese la respucsta en terminos de a y h. 



Figura P5.31 




5.34 a 5.36 Determine por integracidn directa el centroide del area 
mostrada en cada figura. 



Figura P5.34 Figura P5.35 Figura P5.36 


5.37 y 5.38 Determine por integration directa el centroide del area 
mostrada en cada figura. Exprese la respuesta en terminos de a y b. 
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Figura P5.37 


Figura P5.38 




5.39 Determine por integration directa el centroide del area mostrada Probiemas 

en la figura. 


5.40 y 5.41 Determine por integration directa el centroide del area 
mostrada en cada figura. Exprese la respuesta en terminos de a y b. 


<J\ 

y = 2b(] - Ax*) 


T~ 

b 

-1- 

/ \ 


r 

2b 

1 




\ 



a a -| 

X 


Figura P5.40 
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5.42 y 5.43 Un alambre homogeneo se dobla en la forma indicada 
por la figura. Determine por integration directa la coordenada t dc su cen- 
troide. 




* 5.44 Un alambre homogeneo se dobla en la forma indicada por la fi- 
gura. Determine por integration directa la coordenada .r de su centroide. Ex- 
prese la respuesta en terminos de a. 

*5.45 y *5.46 Determine por integration directa el centroide del drea 
mostrada en la figura. 





Figura P5.45 


Figura P5.46 
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!/ 


A' 

rr 

♦ 

b / 

♦ 




i 



X 

r a 

a 




A B 


Figura P5.50 


5.47 Determine e) volumen y el drea de la superficie del sdlido que 
se obtiene al rotar cl drea del problem a 5.2 respecto a a) el eje x y b) la Ifnea 
x = 19 in. 

5.48 Determine el volumen y el drea de la superficie del sdlido que 
se obtiene al rotar el area del problema 5.4 respecto a a) el eje y. b) la Ifnea 
y = 40 in. 

5.49 Determine el volumen y el drea de la superficie del sdlido que 
se obtiene al rotar el area del problema 5.1 respecto a a) el eje .r, b) la Ifnea 
x = 400 mm. 



Figura P5.51 



! 

" “i 

15 mm 


Figura P5.53 


5.50 Determine el volumen del s6lido que se genera al rotar el area 
semieliptica mostrada en la figura respecto a a) el eje AA\ b) el eje BB\ 
c) el eje y. 

5.51 Si R = 0.75 in., v L = 3 in, detennine el volumen v el drea de 
la superficie del eslabon de cadena mostrado en la figura, el cual fue hecho 
a parti r de una barra de 0.5 in. de diametro. 

5.52 Verifique si las expresiones para los volumenes de las primenis 
cuatro formas dadas en la figura 5.21 de la pdgina 261 son correctas. 

5.53 Se taladra un agujero de 15 mm de diametro en una pieza de 
acero de 20 mm de espesor, v despues se avellana como indica la figura. De- 
termine el volumen de acero removido durante el proceso de avellanado. 

5.54 Tres perfiles dife rentes de bandas motrices se someten a un es- 
tudio. Si, en todo momento, las bandas hacen contacto con la mi tad de lacir- 
cunferencia de su pole a, determine el area de contacto que hay entre la banda 
y la polea en cada disen o. 



a) h) c) 

Figura P5.54 


5.55 Determine el volumen y el area de la superficie del cuerpo que 
se muestra en la figura. 




5.56 El escudete (una placa decorativa colocada sob re la parte de tu- 
beria que sale de una pared) fue moldeado en laton eomo indica la figura. 
Si la den si dad del laton es de 8 470 kg/m'\ determine la masa del escudete. 

5.57 La cubierta redondeada de una mesa de madera tiene el perfil 
que muestra la figura. Si el diametro de la cubierta es de 44 in. antes de dar- 
le forma, y el peso especifico de la madera es de 0.025 lb/in 3 , determine el 
peso del desperdicio que resulta de la production de 5 000 cubiertas. 



0.5 in. 


in. 


Figura P5.57 y P5.58 


Problemas 
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Figura P5.56 


5.58 La cubierta redondeada de una mesa de madera tiene la forma 
que muestra la figura. Si a cada cubierta se le aplican tres capas de laca y 
cada litro de laca cub re 500 ft 2 de material, determine la can ti dad de galones 
de laca requeridos para darle este acabado a 5 000 cubiertas. 

5.59 El reflector de aluminio de una pequena lampara de alta inten- 
sidad tiene espesor uni forme de 1 mm. Si la densidad del aluminio es de 
2 800 kg/m 3 , determine la masa del reflector. 



Figura P5.59 


r~ 

56 mm 32 mm 

I 


38 mm I 1 s mm 
8 mm 



66 mm 


* 5.60 El reflector de una pequena lintcrna cltitirica tiene la forma pa 
rabolica que muestra la figura. Determine el area de la superficie interior 
del reflector. 



Figura P5.60 
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«) 



b) 


Figura 5.17 



Fotografi'a 5.3 Los techos de las 
construcciones que se muestran en la fotografi'a 
pueden ser capaces de soportar no sdlo el peso 
de la nieve, sino tambien las cargas distribuidas 
no simetricas causadas por el amontonamiento 
de la nieve. 


‘5.8. CARGAS DISTRIBUIDAS EN VIGAS 

El concepto del centroide de un area puede utilizarse para resolver 
otros problemas distintos a los relacionados eon los pesos de plaeas pla- 
nas. Por ejemplo, considerese una viga que soporta una carga distri- 
buida; esta carga puede estar constituida por el peso de los materiales 
soportados directa o indirectamente por la viga o puede ser ocasiona- 
da por el viento o por una presion hidrostatica. La carga distribuida 
puede representarse al graficar la carga w soportada por unidad de lon- 
gitud (figura 5.17); esta carga esta expresada en N/in o en lb/ft. La rnag- 
nitud de la fuerza ejercida sobre un elernento de viga de longitud dx 
es dW = w dx , v la carga total soportada por la viga es 


W = 



Se observe que el producto w dx es igual en magnitud al elernento de 
area dA mostrado en la figura 5.17«. Por tanto, la carga W es igual en 
magnitud al drea total A bajo la curva de carga: 

\V= j<lA= A 

Ahora se procede a deterrninar d6nde debe aplicarse, sobre la vi- 
ga, una sola carga concentrada W, de la misma magnitud W que la car- 
ga distribuida total, si se deben product r las mismas reacciones en los 
apovos (figura 5.17 b). Sin embargo, debe aclararse que esta carga con- 
centrada W, la cual representa la rcsultante de la carga distribuida da- 
da, es equivalcnte a esta ultima solo cuando se considera el diagrama 
de cuerpo libre de toda la viga. El punto de aplicacion P de la carga 
concentrada equivalente W se obtiene expresando que el momento de 
W con respecto a un punto O es igual a la suma de los momentos de 
las cargas eleinentales dW con respecto a C): 

(OP)W = J x <I\V 

o, coino d\V = w dx = dAy W = A, 


{OP) A 


f 

J () 


dA 


(5.12) 


Puesto que la integral representa el primer momento con respecto al 
eje tv del area bajo la curva de carga, esta puede ser reemplazada por 
el producto xA. Por tanto, se tiene que OP — x, donde x es la distan- 
cia desde el eje w hasta el centroide C del cirea A (n6tese que dicho 
centroide no es el centroide de la viga). 

En este sentido, una carga distribuida que a cilia sobre una viga 
puede reemplazarse por una carga concentrada , la magnitud de dicha 
carga es igual al area bajo la curva de carga tj su linea de action pasa 
a traces del centroide de dicha area . Sin embargo, se debe senalar que 
la carga concentrada es equivalente a la carga distribuida dada solo en 
lo que respecta a las fuerzas extemas. Esta carga concentrada puede 
utilizarse para deterrninar reacciones pero no debe ser empleada para 
calcular fuerzas internas v dcflexiones. 


*5.9. FUERZAS SOBRE SUPERFICIES SUMERGIDAS 


5.9. Fuerzas sobre superficies sumergidas 
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El proccdiamiento usado en la section anterior pucde emplearse para 
determinar la resultante de las fuerzas de presirin hidrostatica ejerci- 
das sobre una superficie rectangular sumergida en un Ifquido. Consi- 
derese la placa rectangular mostrada en la figura 5.18, la cual tiene una 
longitud L y un ancho b , donde b se mide perpendicular al piano de 
la figura. Como se senalo en la section 5.8, la carga ejercida sobre un 
elemento de la placa de longitud dx es w dx , donde w es la carga por 
unidad de longitud. Sin embargo, esta carga tambi^n puede expresar- 
se como p dA = pb dx , donde p es la presion manometrica on el liqui- 
do f y b es el ancho de la placa; por tanto. w = bj). Como la presion 
manometrica en un liquido es p — yh, donde y es el peso especifico 
del Ifquido y h es la distancia vertical a partir de la superficie libre, se 
concluye que 

w = Irf) — byh (5.13) 



Figura 5.18 


lo cual demuestra que la carga por unidad do longitud w es propor- 
eional a h y, por tanto, varfa linealmente con jc. 

De acuerdo con los rcsultados de la section 5.8, se observa que la 
resultante R de las fuerzas hidrostatieas ejercidas sobre un lado de 
la placa es igual en magnitud al area trapezoidal bajo la curva de carga v 
su Ifnea de action pasa a traves del centroide C de dicha area. El punto 
P de la placa donde se aplica R se conoce como el centra de presion. 1 

A continuation se consideran las fuerzas ejercidas por un Ifquido 
sobre una superficie curva de ancho constante (figura 5.19a). Como la 
determination por integration directa de la resultante R de dichas fuer- 
zas podria no ser facil, se considera el cuerpo libre obtenido por la se- 
paration del volumen de Ifquido ABD el cual esta limitado por la su- 
perficie curva AB y por las dos superficies planas AD y DB como se 
muestra en la figura 5.19/?. Las fuerzas que actiian sobre el cuerpo li- 
bre ABD son el peso W del volumen de Ifquido separado, la resultan- 
te R| de las fuerzas ejercidas sobre AD } la resultante R 2 de las fuerzas 
ejercidas sobre BD y la resultante -R de las fuerzas ejercidas par la 
superficie curva sobre el liquido. La resultante -Res igual y opuesta 
y tiene la misma Ifnea de accion que la resultante R de las fuerzas ejer- 
cidas por el liquido sobre la superficie curva . Las fuerzas W, R t v Rj 
se pueden determinar mediante los mOtodos convencionales; una vez 
que se han encontrado estos valores, la fuerza — R se obtiene al resol- 
ver las ecuaciones de equilibrio para el cuerpo libre de la figura 5.19 b. 
Entonces la resultante R de las fuerzas hidrostatieas ejercidas sobre la 
superficie curva se obtienen invirtiendo el sentido de — R. 

Los metodos presentados en esta section pueden emplearse para 
determinar la resultante de las fuerzas hidrostatieas ejercidas sobre las 
superficies de presas v de compuertas rectangulares v &labes. Las re- 
sultantes do las fuerzas que actiian sobre superficies sumergidas de an- 
cho variable se determinardn en el capftulo 9. 

f I,a presion p, la cual represonta una carga por unidad de area, se expresa en N/m 2 o 
on lb/ft 2 . La unidad derivada del SI N/m 2 rccibc cl noinbre do pascal (Pa). 

’Observe quo cl area bajo la curva do carga cs igual a (£# P. donde Wf es la carga por unidad 
do longihid en el ccntro E tie la placa y do acuerdt) con la ecnacidn (5.13), sc pucde escribir 

R = WhL = (bp h .)L = Pi: {bL) = VvA 

donde A representa el «1rea de la ptoca. Por tanto, se puede obtener la magnitud de JR si 
se multiplica el area de la placa por la presion en su centro E. Sin embargo, la resultante 
R dehe ser aplicada en P no en E. 




b ) 

Figura 5.19 



Fotografta 5.4 Como se expuso en esta 
seccibn, la presa Grand Coulee soporta Ires 
diferentes tipos de cargas distribuidas: los pesos 
de los elementos que la constituyen, las fuerzas 
de presibn ejercidas por el agua sobre su cara 
sumergida y las fuerzas de presibn ejercidas por 
el suelo sobre su base. 


it , 4 5()0N/iii 


«?,. = 1 5(K) N7m 

aML.. 


4* 

Ufim 


PROBLEMA RESUELTO 5.9 

Una viga soporta una carga distribuida como lo muestra la figura; a) deter- 
mine la carga concentrada equivalente v b ) determine las reacciones en Ios 
apoyos. 



SOLUCION 

a) Carga concentrada equivalente. La magnitud de la resultante de 
la carga es igual al area bajo la curva de carga y la linea de accidn de la re- 
sultante pasa a traves del centroide de dicha drea. Se divide el drea bajo la 
curva de carga en dos triangulos y se construye la tabla que se presenta a 
continuation. Para simplificar los cdlculos y la tabulation, las cargas por 
unidad de longitud dadas se hail convert! do a kN/m. 


Componente 

A, kN 

x, m 

xA, kN • m 

Tridngulo 1 

4,5 

2 

9 

Tridngulo II 

13,5 

4 

54 


2A = 18.0 


2%A = 63 


a J£ 


, X = 3.5 m | 

l 

i 1 



ill 

jug#* 

fi ll 


lb' 


1.3.5 kV 


4.5 kN i 

,!-4 


m m 


2 m 


4 m- 


-6m- 


Por tanto, XEA = ZxA: X( 18 kN) = 63 kN m X = 3.5 m 

La carga concentrada equivalente e$ 

W = 18 kN i ◄ 

y su linea de accidn estd local izacla a una distancia 

X = 3.5 m a la do reel la do A 4 

b) Reacciones. La reaction en A es vertical y se represen ta con A; la 
reaccidn en B estd representada por sus componentes B v v B r/ . Como se 
muestra en la figura, la carga dada se puede considerar como la sum a de dos 
cargas triangulares. La resultante de cada carga triangular es igual al drea del 
tridngulo v actua en su centroide. Se escriben las siguientes ecuaciones de 
equilibrio para el cuerpo libre mostrado: 

-^SF X = 0: B v = 0 ◄ 

= 0: -(4.5 kN)(2 m) - (13.5 kN)(4 m) 4- B y (6 m) = 0 

B v = 10.5 kN t < 

= 0: +(4.5 kN)(4 in) + (13.5 k\)(2 m) - A(6 m) = 0 

A = 7.5 kN t 4 

Solution altemativa. La carga distribuida dada se puede reemplazar 
por su resultante, la cual se determino en la parte a. Las reacciones pueden 
determinarsc con las ecuaciones de equilibrio ~F X = 0, SAL* = Oy = 0. 
De nuevo se obtiene 


B, = 0 B,, = 1U.5 kN t 


r .5 kN T < 
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PROBLEMA RESUELTO 5.10 



La seccidn transversal de una presa de concreto es como se muestra en la 
figura. Considere una seccidn de la presa de 1 ft de espesor y determine: 
a) la resultante de las fuerzas de reaccion ejercidas por el suelo sobre la base 
AB de la presa y b) la resultante de las fuerzas de presi6n ejercidas por 
el agua sobre la cara BC de la presa. Los pesos espetificos del concreto y del 
agua son, respectivamente, 150 lb/ft 3 y 62.4 Ib/fr . 





SOLUCION 

a) Reaccion del suelo. Se selecciona como cuerpo libre la secci6n 
de 1 ft de espesor AEFCDB de la presa y el agua. Las fuerzas de reacci6n 
ejercidas por el suelo sobre la base AB estdn representadas por un sistema 
equivalente fuerza-par en A. Otras fuerzas que actuan sobre el cuerpo libre 
son el peso de la presa, representado con los pesos de sus eomponentes W b 
W 2 y W 3 ; el peso del agua W 4 y la resultante P de las fuerzas de presidn 
ejercidas sobre la seccidn BD por el agua que se encuentra a la derecha de 
dicha secci6n. Asi se tiene 


V 

w - bp 

= (1 ft )(18 ft )( 62.4 lb / ft 3 ) 


W, = {(9 ft)(22 ft)(l ft)( 150 lb/ft 3 ) = 14 8.50 lb 
W 2 = (5 ft){22 ft)(l ft) (150 lb/ft 3 ) = 16 500 lb 
U\ = {(10 ft)(18 ft)(l ft)(150 lb/ft 3 ) = 9 000 lb 
W 4 = |(10 ft)(L8 ft)(l ft)(62.4 lb/ft 3 ) = 7 488 lb 
P = {(18 ft)(l ft)(18 ft)(62.4 lb/ft 3 ) = 10 109 lb 



Ecuacionen de equilibrio 

= 0: H- 10 109 lb = 0 II m no lb— ◄ 

4- 1 2F y = 0: V - 14 850 lb - 16 500 lb - 9 000 lb - 7 488 lb = 0 

V = 47 840 lb t < 

+"j £M a = 0: -(14 890 lb)(6 ft) - ( 16 .500 lb)( 11.5 ft) - (9000lb)(17 ft) 

- (7 488 lb)(20 ft) 4 (10 109 lb)(6 ft) 4 A/ = 0 

M = 520 960 lb • ft ^ ◄ 

Se puede reempkxzar el sistema fuerza-par obtenido por una fuerza que ac- 
tua a una distancia d a la derecha de A, donde 



520 960 lb - ft 
47 840 lb 


10.89 ft 


b) Resultante R de las fuerzas ejercidas por el agua. Se elige 
como cuerpo libre la section parabdlica de agua BCD. Las fuerzas involu- 
cradas son la resultante —R de las fuerzas ejercidas por la presa sobre el 
agua, el peso W 4 y la fuerza P Como estas fuerzas deben ser concurrentes, 
— R pasa a trav6s del punto de intersection G de W 4 y P. Se dibuja un trian- 
gulo de fuerzas a partir del cual se determinan la magnitud y la direction de 
-R. La resultante R de las fuerzas ejercidas por el agua sobre la cara BC es 
igual y opuesta: 



R = 12 580 lb 3P36.5 0 ◄ 


RESOL UCION DE PROBLEM AS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


Los problemas en esta leccion involucran dos tipos de cargas coin unes muy impor- 
tantes: cargas distribuidas sobre vigas v fuerzas sobre superficies sumergidas de an- 
cho constante. Como se estudi6 en las secciones 5.8 y 5.9 y se ilustro en los pro- 
blemas resueltos 5.9 y 5.10, la determination de la fuerza equivalente unica para 
cada una de estas cargas rcquiere conocimiento sobre eentroides. 

1. Andlisis de vigas sujetas a cargas distribuidas . En la section 5.8 se de- 

mostr6 que una carga distribuida que actua sobre una viga puede reemplazarse por 
una fuerza equivalente. La magnitud de dicha fuerza es igual al area bajo la curv T a 
de la carga distribuida y su lfnea de accidn pasa a traves del centroide de dicha area. 
Por tanto, la solution debe comenzar reemplazando las diversas cargas distribuidas 
que actuan sobre una viga dada, por sus respectivas fuerzas equivalentes. Enton- 
ces, las reacciones en los apoyos de la viga pueden determinarse empleando los me- 
todos del capitulo 4. 

Cuando sea posible, las cargas distribuidas complejas deben dividirse en areas que 
correspondan a his formas comunes mostradas en la figura 5.8A [problema rcsuel- 
to 5.9]. Entonces, cada una de estas 4reas se puede reemplazar por una sola fuer- 
za equivalente. Si asi se requiere, el sistema de fuerzas equivalentes puede redu- 
cirse aun mas a una sola fuerza equivalente. A medida que se estudie el problema 
resue lto 5.9, observe como se ha utilizado la analogia entre fuerza y &rea y las tec- 
nicas para localizar el centroide de dreas eompuestas para analizar una viga sujeta 
a una carga distribuida. 

2. Resolucion de problemas que involucran fuerzas que actuan sobre cuer- 
pos sumergidos. Se deben recordar los sigiuentes puntos y las siguientes tecni- 
cas al momento de resolver problemas de este tipo. 

a) La presidn p a una profundidad h por debajo dc la superficie libre de un K- 
quido es igual a yh o pgh, donde y y p son, respectivamente, el peso especifico y 
la densidad del liquido. Por tanto, la carga por unidad de Iongitud w que actua so- 
bre una superficie sumergida de ancho constante b esta dada por 

w = bp = byh = bpgh 

b) La linea de accion de la fuerza resultante R que actua sobre una superficie 
plana sumergida es perpendicular a dicha superficie. 

c) Para una superficie rectangular plana vertical o inclinada de ancho b , la carga 
que actua sobre la superficie puede represent arse por medio de una carga lineai- 
inente distribuida que tiene forma trapezoidal (figura 5.18). Ademas, la magnitud 
de R esta dada por 

R = y h F A 

donde h E es la distancia vertical al centro de la superficie v A es el &rea de la su- 
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d) En virtud de que la presion del liquido en la superficie libre del mismo es 
igua a cero, la curva de carga sera triangular (en lugar de trapezoidal) cuando el 
borde superior de una superficie rectangular plana coincida con la superficie libre 
del liquido. Para este caso, la lmea de acci6n de R puede determinarse facilmente 
debido a que pasa a traves del centroide de una carga distribuida triangular . 

e) Para el caso general, en lugar de analizar un trapezoide, se sugiere que se 
use el m£todo senalado en la parte h del problema resuelto 5.9. Prirnero se divide 
a la carga distribuida trapezoidal en dos triangulos y, entonces, se calcula la magni- 
tud de la resultante de cada carga triangular. (La magnitud es igual al producto del 
area del triangulo por el ancho de la placa.) Observe que la linea de accion de ea- 
da fuerza resultante pasa a travds del centroide del triangulo correspondiente y que 
la suma de diehas fuerzas es equivalente a R. Por tanto, en lugar de utilizar R, se 
pueden usar las dos fuerzas resultantes equivalentes cuyos puntos de aplicacion pue- 
den determinarse facilmente. Por supuesto, la ecuacion dada para H en el parrafo 
c se debe utilizar cuando solo se necesite conocer la magnitud de R. 

/) Cuando la superficie sumergida de ancho constante es curva, la fuerza re- 
sultante que actua sobre la superficie se obtiene al considerar el equilibrio del vo- 
lumen del liquido, limitado por la superficie cuna y por pianos horizontales y ver- 
ticales (figura 5.19). Observese que la fuerza R T de la figura 5.19 es igual al peso 
del liquido que se encuentra por encima del piano AD. El metodo de solucion pa- 
ra problemas que involucran superficies curvas se muestra en la parte h del pro- 
blema resuelto 5.10. 

En los cursos subsecuentes de mec^nica (en particular el curso de mec^nica de ma- 
teriales y el curso de mecanica de fluidos) se tendr^ una oportunidad amplia de uti- 
lizar las ideas presentadas en esta leccion. 


Problemas 


5.61 y 5.62 Para la viga y las cargas mostradas en cada figura, deter- 
mine a) magnitud y localizacion de la resultante de la carga distribuida, 
b) las reaceiones en I os apovos de la viga. 



5.63 a 5.68 Para las cargas dadas, determine las reaceiones en los apo- 
vos de cada viga. 






Figura P5.66 



7.5 k N/m 


0.3 m — 

Figura P5.67 


Yertico 


Par&bolu 



ll» It 


Figura P5.S8 
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5.69 Para la carga aplicada en la viga que se muestra en la figura, de- 
termine las reacciones en los apoyos, cuando u; 0 = 1.5 kN/m. 



5.70 Determine a) la carga distribuida w 0 en el extremo D de la viga 
ABCD para la cual la reaccion en B es cero, b) la reaccion correspondiente 
en C. 

5.71 Si tv = 300 N/m, determine a ) la distancia minima a para la cual 
la reaction vertical en el apoyo B es igual a A, b) las reacciones correspon- 
dientes en los apoyos. 



5.72 Si \v = 300 N/m, determine a) la distancia a para la cual la razdn 
de la reaccidn vertical en el apoyo B respecto a la reaccion vertical en el so- 
porte A es maxima, b) las reacciones correspondientes en los apoyos. 

5.73 Una viga de nivel AB soporta tres cargas concentradas v descan - 
sa sobre el suelo encima de una roca grande. El suelo ejerce una carga dis- 
tribuida hacia arriba, y la roca ejerce una carga concentrada R^ como indi- 
ca la figura. Si P = 1 kip y w B = 14 determine los valores de w A y R H 
correspondientes al estado de equilibrio. 


A 


1.2 ft 



Figura P5.73 y P5.74 



5.74 Una viga de nivel AB soporta tres cargas concentradas v descansa 
sobre el suelo encima de una roca grande. El suelo ejerce una carga dis- 
tribuida hacia arriba, y la roca ejerce una carga concentrada como indica 
la figura. Si w B = 0.4te A , determine a) el valor nniximo de P en el cual la 
viga esta equilibrada, b) el valor correspondiente de tv A . 


256 de er fav^ad ibUidaS: Cen,r °' deS * Ce " tr ° S En las profile m lus siguientes. debo usarse y = 62. 4 Ib/ft 3 para el peso es- 

pecifico del agua dulce y y c = 1-50 Ib/ft * para el peso espe.offieo del concreto 
cnando so utilicen las imidadcs del sisloma ingles. Al emploar miidades SI, 
s< 1 ddie niilizar p = 10* kg/m 3 para la densidad del agua dulce v p, *■ 2.40 
X TO 3 kg/m 3 para la densidad del concreto. (Vca la nota al pie de la pagina 
222 para saber eonio se deterinina el peso espcrffico de mi material a pailir 
de sn densidad. ) 

5.75 y 5.76 La seccidn transversal de un dique de concreto tiene la 
forma que se muestra en la figura. Para una section del dique de una unidad 
de ancho, determine a) las fuerzas de reaction ejercidas por el suelo sobre 
la base AB del dique, b) el punto de aplicacion de la resultante de las fuerzas 
de reaccion encontradas en el inciso a), c) la resultante de las fuerzas de pre- 
sion ejercidas por el agua sobre la cara BD del dique. 



Figura P5.75 Venice 

Figura P5.76 



Figura P5.79 


5. 77 Una v&lvula automatica consiste en una placa cuadrada de 225 X 
225 mm pivoteada respccto a un eje horizontal a traves de A. localizado a 
una distancia h = 90 mill por encima del horde inferior. Determine la pro- 
fundidad d del agua para la cual la valvula se abrira. 



Figura P5.77y P5.78 


5.78 Una vdlvula automatica consiste en una placa cuadrada de 225 X 
225 inin pivoteada respecto a un eje horizontal a traves de A. Si la valvula so 
abre cuando la profundidad del agua es d = 450 mm, determine la distan- 
cia h desde la parte baja de la valvula basta el pivote A. 

5.79 Una marisma de agua dulce drena hacia el oceano a traves de 
una compiierta de marea automatica quo tiene 4 ft de ancho v 3 ft dc alto. 
La compuerta se sostiene mediante bisagras ubicadas a lo largo dc su horde 
superior en A y se apova sobre un tope en B. En un momento determinado, 
los niveles de agua en la marisina v el oceano son h = 6 ft y d = 9 ft, res- 
pectivamente. Determine la fuerza ejercida por el tope sobre la compuerta 
en B y la reaccion de las bisagras en A. (El peso espetifico del agua salada 
es de 64 Ib/ft 3 ) 


Problemas 


5.80 El clique de un lago se disena para soportar la fuerza adicional 
produeida por el sedimento acumulado en el fondo del lago. Si la densidad 
del sedimento es equivalente a la de un Ifquido eon densidad p v = 1.76 X 
10 3 kg/m 3 y considerando que el ancho del dique es de 1 m, determine el 
porcentaje de incremento en la fuerza que actua sobre la cara del dique cuan- 
do se tiene una acmnulacion de sedimento de 1,5 in de profundidad. 



Figura P5.80 y P5.81 


5.81 La base del dique de un lago se disena para soportar hasta el 150 
por cicnto de la fuerza horizontal ejercida por el agua. Despu^s de su cons- 
truction, se descubrid que $e estd acumulando sedimento (el cual es equiva- 
lente a un liquido de densidad p s = 1.76 X 10 3 kg/m 3 ) en el fondo del lago 
a razdn de 20 mm/ano. Si el ancho del dique mide 1 m, determine el niirrie- 
ro de an os que deben transcurrir para que el dique se vuelva inseguro. 

5.82 En un canal de agua dulce, de 1.5 m de ancho, se construye un 
dique temporal clavando dos tablas a los pilotes ubicados a los lados del ca- 
nal v apuntalando una tercera tabla AB contra los pilotes y el piso del canal. 
Sin tomar en cuenta la friction BC, determine a) la fuerza horizontal ejerci- 
da sobre la tabla AB por cada uno de los pilotes, b) la fuerza vertical que se 
ejerce sobre la super fide de la tabla AB, c) la reaccidn en B. 



- : 

0.3 m 


Figura P5.82 y P5.83 


5.83 En un canal de agua dulce, de 1.5 m de ancho, se construye un 
dique temporal clavando dos tablas a los pilotes ubicados a los lados del ca- 
nal y apuntalando una tercera tabla AB contra los pilotes y el piso del canal. 
Sin tomar en cuenta la fricci6n. determine la magnitud y la direction de la 
tension minima requerida en la cuerda BC para mover la tabla AB. 

5.84 La eompuerta AB estd situ ad a al final del canal de agua de 6 ft 
de ancho v se mantiene en la posici6n mostrada en la figura mediante bisa- 
gras instaladas a lo largo de su extremo superior A. Si el piso del canal no 
tiene friction, determine las reacciones en A y B. 



Figura P5.84 
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16 in. 

Flgura P5.85 y P5.86 


5.85 Al final de un canal de agua dulce se encuentra una coinpuerta 
en forma de prisma que esta sostenida por medio de un pasador v una men- 
sula colocados en A y descansa sin friccion sobre un soporte ubicado en B. 
El pasador se localiza a una distancia de h = 4 in. por abajo del centre de 
gravedad C de la compucrta. Determine la profundidad del agua d para la 
cual se abrird la coinpuerta. 

5.86 Al final de un canal de agua dulcc se encuentra una coinpuerta 
en forma de prisma que esta sostenida por medio de un pasador y una in in- 
sula colocados en A y descansa sin friccion sobre un soporte puesto en B. 
Detent line la distancia h si la coinpuerta debe abrirse cuando d = 30 in. 

5.87 Una compucrta colocada en el ext re mo do un canal de agua dub 
cc de 1 in de ancho fue fabricada con tres placas de acero ro eta ngu lares de 
125 kg cada una. La compucrta esta articulada en A v descansa sin friceidn 
sobre un apovo puesto en /). Si d = 0.75 m, determine las rcacciones en A 

y ° 



Flgura P5.87 y P5.88 


5.88 Una coinpuerta colocada en el extreme de un canal de agua dulce 
de 1 m de anclio fue fabricada con tres placas de acero rectangulares de 125 
kg cada una. La coinpuerta oshi articulada en A v descansa sin friccion so- 
bre un apovo colocado en D. Determine la profundidad d del agua para la 
cual se abririi la compucrta. 

5.89 Un canaldn para lluvia se sostiene del techo de una casa median- 
te ganchos espaciados 24 in. entre si. Este canalon se obstruye y poco a po- 
co se llena con agua de lluvia. Si el canalon estii lleno de agua, determine 
a) la rcsultantc de las fuerzas de presion cjercidas por el agua sobre una sec- 
cidn de 24 in. de la supcrficic cun a del canalon que se muostra en la figu- 
ra, b) el sistema fuerza-par ejercido sobre uno de los ganchos que sosticncn 
al canalon. 



Flgura P5.89 


VOLUMENES 


5.10. Centro de gravedad de un cuerpo 
tridimensional. Centroide de un volumen 
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5.10. CENTRO DE GRAVEDAD DE UN CUERPO 
TRIDIMENSIONAL. CENTROIDE DE UN VOLUMEN 

El centra de gravedad G de un cuerpo tridimensional se obtiene divi- 
diendo el cuerpo en pequenos elementos y expresando que el peso W 
del cuerpo actuando en G es equivalente al sisterna de fuerzas dis- 
tribuidas AW que representan a los pesos de los elementos pequenos. 
Al seleccionar al eje y vertical con un sentido positivo hacia arril>a 
(figura 5.20) y representar con r al vector de position de G, se escribe 




Fotografia 5.5 Cuando el Boeing 747 fue 
modificado para transportar un transbordador 
espacial, fue necesario determinar el centro de 
gravedad de cada nave para predecir las 
caracteristicas del vuelo. 


Figura 5.20 


que W es igual a la sinna de los pesos elernentales AW y que su mo- 
menta con respecto a O es igual a la sum a de los momentos con res- 
pecto a O de los pesos elernentales. 

SF: -Wj = S(-AWj) 

2M„: r X (-Wj) = 2[r X (-AWj)] 

vSe reescribe la ultima eeuaci6n de la siguiente forma 

r W x (-j) = (Sr AW) x (— j) 

se observa que el peso W del cuerpo es equivalente al sisteina de pe- 
sos elernentales AW si se cumplen las siguientes condiciones: 

W = 2 AW rW = 2r AW 

Si se incrementa el mimero de elementos y al rnismo tiernpo se dis- 
minuve el tamano de cada uno de ellos, se obtiene en el Lrniite 

W = j (l\V rW = j r (I\v (5.15) 

Se observa que las relaciones obtenidas son independientes de la orien- 
tacion del cuerpo. For ejernplo, si el cuerpo y los ejes coordenados fue- 
ran rotados de manera que el eje^ apuntara hacia arriba, el vector uni- 
tario -j seria reemplazado por — k en las ecuaciones (5.13) v (5.14), 
pero las relaciones (5.15) permanecerfan intactas. Descornponiendo los 
vectores ryr en sus componentes rectangulares, se observa que la se- 
gunda de las relaciones (5.15) es equivalente a las tres ecuaciones es- 
calares que se presen tan a continuacidn 

xW = j x <IW tj\V = j y (IW zW = j z dW (5.16) 


(5.13) 

(5.14) 


Si el cuerpo esti hecho de un material homogeneo de peso espe- 
cifico y, la magnitud d\V del peso de un elemento infinitesimal se pue- 
de expresar en terminos del volumen dV de dicho elemento y la mag- 
nitud W del peso total puede expresarse en terminos del volumen total 
V. Asi, se escribe 


dW = y dV W = yV 

Siistituyendo a dW y a W en la segunda de las relaciones (5.15), se es- 
cribe 


rV = | r (IV (5.17) 

o, en forma escalar, 

xV = \xdV yV=\ydV z V = j z dV (5.18) 

El punto cuyas coordenadas son i, // v % tambi£n se conoce como el 
centroide C del volumen V del cuerpo. Si el cuerpo no es homogeneo, 
las ecuaciones (5.18) no pueden utilizarse para determinar el centro de 
gravedad del mismo; sin embargo, las ecuaciones (5.18) aim definen al 
centroide de su volumen. 

La integral J x dV se conoce como el primer momenta del volu- 
men con respecto al piano yz. De manera analoga, las integrates f y dV 
y f z dV definen, respectivamente, los primeros momentos del volu- 
men con respecto al piano zx y al piano xtj. A partir de las ecuaciones 
(5.18) se observa que si el centroide dc un volumen esta localizado en 
un piano coordenado, el primer momento del volumen con respecto a 
dicho piano es igual a cero. 

Se dice que un volumen es simetrico con respecto a un piano da- 
do si para cada punto P del volumen existe un punto P' del mismo vo- 
lumen tal que la linea PP ' es perpendicular al piano dado y estci divi- 
dida en dos partes por dicho piano. Bajo estas circunstancias, se dice 
que el piano en cuestion es un piano de simetna para el volumen da- 
do. Cuando un volumen V posee un piano de simetna, el primer mo- 
inento de V con respecto a ese piano es igual a cero y el centroide del 
volumen esta localizado en el piano de simetria. Cuando un volumen 
posee dos pianos de simetria, el centroide del volumen estci localizado 
en la linea de intersection de los dos pianos. Finalmente, cuando un 
volumen tiene tres ejes de simetria que se interseean en un punto bien 
definido (esto es, que no se interseean a lo largo de una linea comiin), 
el punto de interseccidn de los tres pianos coincide con el centroide 
del volumen. Esta propiedad permite determinar la ubicacirin de los 
centroides de esferas, elipsoides, culms v paralelepipedos rectangula- 
res, entre otros. 

Los centroides de volumenes que no son sim£tricos o de volume- 
nes que tienen solo uno o dos pianos de simetria deben determinarse 
mediante integracirin (secci6n 5.12). Los centroides de varios volume- 
nes comunes se muestran en la figura 5.21. Se debe obsemu* que, en 
general, el centroide de un volumen de revolucion no coincide con el 
centroide de su seccion transversal. Por tanto, el centroide de un he- 
misferio es dife rente al de un &rea semicircular y el centroide de un 
cono es diferente al de un triangulo. 
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Figura 5.21 Centroides de formas y volumenes comunes. 
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*el * *- 9 el * y> m ? 

dV * z dx dy 

Figure 5.22 Delerminacion del centroide 
de un volumen por integracion doble. 



Figura 5.23 Determinacion del centroide 
de un cuerpo de revolucion. 


5.11. CUERPOS COMPUESTOS 

Si un cuerpo puedc dividirse en varias de las formas comunes mostradas 
en la figura 5.21, su centro de gravedad G puede determinarse al ex- 
presar que el momento con respecto a O de su peso total es igual a la 
suma de los momentos con respecto a O de los pesos de las diferentes 
partes que lo cornponen. Si se proccdc de la misina forma que en la 
section 5.10,_se_obtienen las siguientes ecuaciones que defmen las 
coordenadas X, Y y Z del centro de gravedad G de un cuerpo. 

X2 W = 25W Y2YV = 2y W Z2W = 25 W (5. 1 9) 

Si el cuerpo estd hecho de un material hoinogdneo, su centro de 
gravedad coincide con el centroide de su volumen v se obtiene: 

X2V = 25V Y2V = 2/V Z2V = 25V (5.20) 


5.12. DETERMINACI6N DE CENTROIDES 
DE VOLUMENES POR INTEGRAClbN 

El centroide de un volumen limitado por superficies analiticas se puede 
deterrninar al evaluar las integrales dadas en la seccion 5.10: 

x V = | x dV yV = j y dV zV = j z dV (5.21) 

Si el elemento de volumen dV se selecciona de manera que sea igual 
a un pequeno cubo de lados fix, dy y dz , la evaluacion de cada una de 
estas integrales requiere una integracion triple. Sin embargo, es posi- 
ble deterrninar las coordenadas del centroide de la inayorfa de los 
volumenes utilizando integracion doble si dV se selecciona de tal forma 
que sea igual al volumen de un filarnento dclgado (figura 5.22). En- 
tonces, las coordenadas del centroide del volumen se obtienen rees- 
cribiendo las ecuaciones (5.21), 

iV = f i e /dv yV = f y el dV zV = ] z el dV (5.22) 

y sustituyendo despifos las expresiones dadas en la figura 5.22 para el 
volumen dV y para las coordenadas x e i , y,./ v z e j. Si se utiliza la ecuacion 
de la superficie para expresar a z en tenninos de x y y, la integracion 
se reduce a una integracion doble en x v y. 

Si el volumen en con side racion posee dos pianos de simetna , su 
centroide debe estar loealizado sobre la linea dc interseccidn de los dos 
pianos. Selcccionando al eje x de manera que coincida con esta linea 
se tiene 


y = z = o 

y la unica coordenada que se tiene que deterrninar es x. Esto se pue- 
de realizar con una. vo/a integracion dividiendo el volumen dado en pla- 
cas delgadas paralelas al piano yz y expresando a d\ 7 en tdrminos de x 
y dx en la ecuacion 

xV = f x el dV (5.23) 

Para un cuerpo de revolucion las placas son circulares y sus volumenes 
se dan en la figura 5.23. 


PROBLEMA RESUELTO 5.11 



Determine la uhicacion del centro de gravedad del cuerpo de revoluci6n ho- 
mogdneo quo se muestra en la figura, el cual se obtuvo al unir una semies- 
fera y un cilindro y removiendo un cono. 


SOLUCION 

Debido a la simetria, el centre de gravedad se encuentra sobre el eje x y co- 
ino se muestra en la figura que se presenta a continuacidn. El cuerpo pue- 
de obtenerse smmindole una serniesfera a un cilindro v despues restandole 
un cono. El volumen v la abscisa del centroide de cada una de estas compo- 
nentes se obtiene a partir de la figura 5.21 v se introduce en la tabla que apa- 
recc a continuacidn. Entonces, se determinan el volumcn total del cuerpo y 
el primer inomento de dicho volurnen con respecto al piano yz. 



Componente 

Volunnen, mm 3 

x, mm 

xV, mm 4 

Serniesfera 

K>\^ 

cS 

n 

0.4524 X 10® 

-22.5 

-10.18 X 10® 

Cilindro 

ir(60) 2 (100) = 

1.1310 X 10® 

4-50 

+56.55 X 10® 

Cono 

— ~'(6()) 2 {100) = 

-0.3770 X 10 6 

+ 75 

-28.28 X 10® 


IV = 

1.206 X 10 6 


15 V = +18.09 X 10® 


Por tan to, 

XZV = X( 1.206 X 10“ min 3 ) = 18.09 X Uf mm 4 

X = 15 nun ◄ 








PROBLEMA RESUELTO 5.12 

Localice el centro do gravedad del elemento de una m&quina hecho de acero 
que se muestra en la Figura. El diametro de cada agujero es 1 in. 




§g:vi«h 




t-4-- r* ^ S V »* : 


HHRMHM 






SOLUCION 



El elemento de uuiquina se puede obtener smnindole a un paralelepipedo 
rectangular (I) un cuarto de cilindro (II) y, entonces, restando dos cilindros 
de 1 in. de di&metro (III y IV). Se determinan el volumen y las coordenadas 
del centroide de cada componente v se introducen en la tabla que se presen- 
ta a continuacibn. Entonces, al utilizar los datos que estan en la tabla se detor- 
mina el volumen total y los momentos de dicho volumen con respecto a cada 
uno de los pianos coordenados. 





V, in. 3 

x, in. 

y, in. 

2. in. 

xV, in. 4 

yV, in 4 

zV, in. 4 

I 

(4.5)(2)(0.5) = 4.5 

0.25 

-1 

2.2.5 

1.125 

-4.5 

10.125 

II 

77t(2) 2 (0.5) = 1.571 

1.3488 

-0.S488 

0.25 

2.119 

-1.333 

0.393 

III 

-- n-(0.5) 2 (0.5) = -0.3927 

0.25 

-1 

3.5 

-0.098 

0.393 

-1.374 

rv 

-7t(0.5) 2 (0.5) = -0.3927 

0.25 

-1 

1.5 

-0.098 

0.393 

-0.589 


SV = 5.286 




IxV = 3.048 

Sy V = -5.047 

2*V = 8.555 


Por tanto. 


XIV = lx V: 

X(5.286 in. 3 ) = 

3.048 in. 4 

X- 

0.577 in. 

Y1V = Zy V: 

Y(5.286 in. 3 ) = 

-5.047 in. 4 

V - 

0.955 in. 

Z IV = Iz V: 

Z(5.286 in. 3 ) = 

8.555 in. 4 

z = 

1.618 in. 

; ‘-.'v .v' ! ; jftey ?;*<’ j.u; 'M '• 
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PROBLEMA RESUELTO 5.13 


Determine la ubicaci6n del centroide del medio cono circular recto mostrado 
en la figura. 



SOLUCION 


Como el piano xy es un piano de simetria, el centroide se encuentra en di- 
cho piano y z = 0. Se selecciona una placa de espesor dx como el elemento 
diferencial. El volumen de dicho elemento es 


dV = lirr 1 dx 


Las coordenadas x e i v y e i del centroide del elemento son 


x el = x 


4r 


yet = 


3t r 


donde y P j se obtiene a partir de la figura 5.8 (area semicircular). 
Se observa que r es proporcional a x y se escribe 


a 

r= n x 


Asf, el volumen del cuerpo esta dado por 

V=jdV=j o ±m*dx = f o dx 


ira 2 h 


j x el dV = jf x^irr 2 ) dx = ^ dx = — ^ 


h 


Por tanto. 


xV 


= f U dv 


x- 


. 7 m 2 h 7T(i 2 h 2 


6 


8 


> < 


/ ^ idv= t If [rj dx = H 


6 


Por tanto. 


yv = ! 


yel 


dv 


_ it a 

y~d 


a 3 h 

6 


a 

7 r 





El primer momento del elemento diferencial con respecto al piano yz es 
x e [ dV; en consecuencia, el momento total del cuerpo con respecto a ese 
mis mo piano es 






En forma similar, el momento del elemento diferencial con respecto al piano 
zx es y P i dV; en consecuencia, el momento total es 
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RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA I N D EPENDIENTE 


En los problemas corresponds ntos a csta leccidn so pedirii localizar los centros de grave- 
dad de cuerpos tridimensionales o los eentroides de sus volumenes. Todas las teenieas que 
se presentaron anteriormente para cuerpos bidimensionales, como usar simetria, dividir al 
cuerpo en formas comunes, seleccionar el elemento diferencial mas eficiente, entre otros, 
tambien pueden aplicarse para el caso tridimensional general. 

1. Localization de los centros de gravedad de cuerpos compuestos . En general, se 
deben utilizar las ecuaciones (5.19): 

X'ZW = 2iW Y2YV = ZyW Z2W = (5. 1 9) 

Sin embargo, para el caso de un cuerpo homage neo , el centre de gravedad del mis mo coin- 
cide con el centroide de su volumen. Por tanto, para este caso especifico, el centre do gra- 
vedad del cuerpo tambSn puede localizarse con las ecuaciones (5.20): 

X2V = V YIV = ly V Z1V = Iz V (5.20) 

Debe observarse quo estas ecuaciones son s61o una extension de las ecuaciones utilizadas 
para los problemas bidimensionales considerados en secciones anteriores de este mismo ca- 
pftnlo. Como lo ilustran las soluciones de los problemas resueltos 5.11 y 5.12. los metodos 
de solucidn para problemas bidimensionales v tridimensionales son identicos. Por tanto, de 
nuevo se recomienda construir diagramas y tablas apropiadas cuando se analieen cuerpos 
compuestos. Adcmas, cuando se estudie el problema resuelto 5.12, se debe observar como 
las coordenadas x y y del centroide del cuarto de cilindro se obtuvieron median te las ecua- 
ciones para cl centroide de un cuarto de circulo. 

Se debe sen alar que se presentan dos casos especiales de in teres cuando el cuerpo dado con- 
siste de alambres uniformes o de placas uni formes hechos del mismo material. 

«) Para un cuerpo heeho de varies elemcntos de alam})re que tienen la mismo section 
transversal uniforme , el area A de la seccidn transversal do los elementos de alambre se podra 
eliminar de las ecuaciones (5.20) cuando V se reemplaza por el producto AL, donde L es la 
longitud de un elemento dado. Entonces, para este caso, las ecuaciones (5.20) se reducen a 

X2L = SxL Y2L = L Z 1L = ZzL 

h) Para un cuerpo heeho de vanas placas que tienen el mismo espesor uniform#, el es- 
pesor t de las placas puede faetorizarsc y eliminarse de las ecuaciones (5,20) cuando V se 
reemplaza por el producto tA y donde A es el area de una placa dada. Por tanto, en este ca- 
so, las ecuaciones (5.20) $e reducen a 

X2A = SEA YYjA = Ya/A ZSA = YzA 

2. Localization de los eentroides de volumenes por integration directa. Como se 
explied en la section 5.11, la evaluacidn de las integrales de las ecuaciones (5.21) se puede 
simplificar seleccionando para el elemento de volumen dV un filamento delgado (ligura5.22) 
o una placa delgada (figura 5.23). Por tanto, la solution se debe iniciar con la identification, 
de ser posible, del dV que produce integrales sencillas o dobles que son f&ciles de calcular. 
Para cuerpos de revolution, este elemento de volumen puede ser una placa delgada (como en 
cl problema resuelto 5.13) o un cascardn cilmdrico delgado. Sin embargo, es importante 
recordar que I its relaciones quo se establezcan entre las variables (como las relaciones entre r 
yx en el problema resuelto 5.13) afectaran directamente la corriplejidad de las integrales que 
se tendran que calcular. Finalmente, conviene recordar que x c i, t/^yz^en las ecuaciones (5.22) 
son las coordenadas del centroide de d\\ 


266 





Problemas 


y 


5.90 El cuerpo compuesto que se presenta en la figura se obtienc al 
remover un hemisferio de radio r de un cilindro de radio R y altura 2 R. De- 
termine a) la eoordenada y del eentroide cuando r = 321/4, b) la relat ion r/R 
para la cual y = -1.2R 

5.91 Determine la eoordenada y del eentroide del cnerpo mostrado 
en la figura. 


y 



Figura P5.91 y P5.92 

5.92 Detennine la eoordenada z del eentroide del cuerjx> mostrado 
en la figura, (Sugerencur. Use el resultado del problema resuclto 5.13.) 

5.93 Para el cuerpo mostrado en la figura, determine a) el valor de x 
donde h = IJ 2, b) la relaeion h/L para la cual x = L. 



Figura P5.90 



z 


Figura P5.93 


5.94 Para el elemento de maquina que se muestra en la figura, loca- 
lice la eoordenada y del centro de gravedad. 



5.95 Para el elemento de maquina que se muestra en la figura, loca- 
lice la eoordenada z del centre de gravedad. 
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268 Fuerzas distribuidas: centroides y centros 
de gravedad 


5.96 Para la mensula de tope que se muestra en la figura, localice la 
coordenada x del centro de gravedad. 



Figura P5.96 y P5.97 



Figura P5.100 


5.97 Para la mensula de tope que se muestra en la figura, localice la 
coordenada z del cenlro de gravedad. 

5.98 Para el elemento de maquina que se muestra en la figura, loca- 
lice la coordenada x del centro de gravedad. 



Figura P5.98 y P5.99 


5.99 Para el elemento de maquina que se muestra en la figura. loca- 
lice la coordenada y del centro de gravedad. 

5.100 Una hoja de metal con ospesor uniforme se utiliza para fabri- 
car una portion de la teja de un techo. Localice el centro de gravedad de la 
teja si estii compuesta de los tres elementos que se muestran en la figura. 

5.1 01 Localice el centro de gravedad de la hoja de metal que se rnues- 
tra en la figura. 



Problemas 


5.102 Localice el centro de graved ad de la hoja de metal que tiene la 
forma indicada por la figura. 



96 mm 


Figura P5.102 


*5.103 La cubierta de un dispositivo electronico se forma a partir de 
una hoja de metal de espesor uniforrne. Localice el centro de gravedad de 
la cubierta. 

5.104 Localice el centro de gravedad do una canalcta hecha a partir 
de una hoja metalica de espesor uniforme. 

5.105 Un ducto cilindrico de 8 in. de diametro v un ducto rectangu- 
lar de 4 X 8 in. se unen on la forma indicada en la figura. Localice el cen- 
tro de gravedad del ensamble si se sabe que los duetos fueron fabricados con 
la misma hoja de metal de espesor uniforme. 



V 

s' 


342 in m 


min 




80 mm 


5.1 06 El toldo para ventana que se muestra en la figura estii fabricado 
a partir de una hoja de metal de espesor uniforme. Localice el centro de 
gravedad del toldo. 


Figura P5.106 


270 Fih » naa dittnbutda*: controidcs y ocntros 
do gravedad 


5.107 La eubierta frontal de un reloj de pared estd hecha do material 
plastico delgado y tiene espesor uniforme. Localice el centro de gravedad de 
la eubierta. 




!/ 



Figura P5.107 


r = 1.5 in 


5.108 Una varilla delgada de Iat6n que tiene seccion transversal uni- 
forme se dobla on la forma indicada por la figura. Localice su centro de 
gravedad. 

5.109 Un alambre delgado de acero con seccion transversal uniforme 
se dobla como indica la figura, donde el arco BC es un cuarto del cireulo del 
radio R. Localice su centro de gravedad. 




5.110 La metalistena decorativa que esta a la entrada de un comcrcio 
se fabrica a partir de tuberia estructural de acero. Si R = 4 ft, localice el cen- 
tro de gravedad de la metalistena. 

5.111 El marco de una eubierta para equipo portdtil esta construido 
con tuberia de acero de didmetro uniforme. Localice el centro de gravedad 
del marco. 


Figura P5.111 


5.112 Una lesna marcadora tiene mango de plastico y viistago v pun- Problemas 271 

ta de acero. Si los pesos especificos del plastico v del acero son, respectiva- 
m ente, de 0.0374 lb/in. 3 v 0.284 lh/in. 3 , localice el centro de gravedad de la 
lesna. 


-2 in.- 


T~l ! 

I 111 ) / « 


3.2 in. 


Figura P5.112 


■ 3.6 in. - 


- 0.4 in. 


0.12 in. 


5.113 Una polea tensora de baiula plana esta moldeada con policar- 
bonato y tiene en el interior un mango de bronco. Si las densidades del po- 
liearbonato v del bronce son, respectivamente, de 1 250 kg/in y 8 800 kg/in 3 , 
determine la coordenada x del centro de gravedad de la polea. 



Figura P5.11 3 


5.114 Un poste para demarcar el camino en un jardin eonsiste en una 
pirdmide regular trnneada esculpida a partir de una roca eon densidad de 
2 570 kg/m 3 . La piramide estd montada sobre una base de acero de espesor 
h. Si la densidad del acero es de 7 360 kg/m 3 Y la placa de acero esta disponible 
en incrementos de 5 mm especifique el espesor minimo h para el cual el 
centro de gravedad del poste esta aproximadamente 300 mm por encima de 
la arista superior de la base. 



Figura P5.114 


5.115 Tres placas de lat6n estan soldadas a un tubo de acero para for- 
mar la base de asta Handera quo so muestra en la figura. Si la pared del tubo 
v cada placa tienen un espesor de 0.25 y 0.2 in., respectivamente, determine 
la localization del centro de gravedad de la base. (Pesos especificos: laton = 
0.306 lb/in. 3 , acero = 0.284 lb/in. 3 ) 

5.1 1 6 a 5.11 8 Determine por integration directa los valores de x para 
los dos voliimenes obtenidos al hacer pasar un piano de corte vertical a haves 
de las Formas mostradas en la figura 5.21 . El piano de corte es paralelo a la 
base de la forma dada y la divide en dos voliimenes de la inisma altura. 

5.116 Una semiesfera. 

5.117 Un semielipsoide de revolution. 

5.118 Un paraboloide de revolution. 



Figura P5.115 
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Fuerzas distribuidas: centroides y centros 
de gravedad 


5.11 9 y 5. 120 Localice el centroide del volumen que se obtiene al ro- 
tar el drea sombreada alrededor del eje x. 




Figura P5.125 



5.121 Localice el centroide del volumen que se obtiene al girar el drea 
sombreada alrededor de la Ifnea x = a. 


*5.122 Localice el centroide del volumen generado al girar la porcion 
de la curva cosenoidal mostrada alrededor del eje .t. 



Figura P5.122 y P5 123 


*5.123 Localice el centroide del volumen generado al girar la porcidn 
de la curva cosenoidal mostrada alrededor del eje tj. (Sugerencia: Use como 
elemento de volumen un cascardn cilmdrico delgado de radio r y espesor 
dr.) 


*5.124 Muestre que para una pirdmide regular de altura h y n lados 
(n = 3, 4, . . .) el centroide del volumen se localiza a una distancia ht 4 por 
encima de la base. 

*5.125 Una taza esferica delgada tiene radio R y espesor uniforme t. 
Demuestre por integraci6n directa que el centro de gravedad de la taza se 
localiza a una distancia de h/2 por encima de la base. 

5. 126 Los lados y la base de la ponchera que se muestra en la figura 
tienen un espesor uniforme t. Si t « R v R = 350 mm, determine la lo- 
calization del centro de gravedad de a) la ponchera, h) el ponche. 



Figura P5.126 


5.127 Despu^s de medir y marear un terreno, un constructor coloca 
cuatro estacas para identificar las esquinas do la losa donde levantard una ca- 
sa. Para suministrar el finne, el constructor vierte tin minimo de 3 in. de gra- 
va por debajo de la losa. Determine el volumen de grava reqnerido y la coor- 
denadax del centroide de este volumen. (Sugerencia: La superficie del fondo 
de la grava es un piano oblicuo quo puode roproscntarse mediante la ecua- 
cidn y = a + hx -I- cz.) 



5.128 Mediante integracion directa, determine la coordenada z del 
centroide del volumen que se muestra en la figura, el cual fue cortado de un 
prisma rectangular mediante un piano oblicuo dado por la ecuacidn y — y 0 
- t/i(x/a) - y 2 (z/b). 



Figura P5.128 


5.1 29 Local ice el centroide de la seed on que se muestra en la figura, 
la cual fue cortada a parti r de un cilindro circular mediante un piano incli- 
nado. 
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Figura P5.129 


REPASO Y RESUMEN 
de17~capi'tulo 5 


Centro de gravedad de un cuerpo 
bidimensional 


Centroide de un area o linea 


Primeros momentos 


Propiedades de simetria 


Este eapftulo estuvo dedicado primordialmente a la determination 
del centra de gravedad de un cuerpo ngido, es decir, determinar 
cl punto G donde una sola fuerza W, llamada el peso del cuerpo, 
se puede aplicar para representar el efecto de la atraccidn de la 
Tierra sobre el cuerpo en cuestidn. 

En la primera parte del eapftulo se consideraron cuerpos bidi- 
mensionales como placas planas y alambres contenidos en el piano 
xy . Al sumar componentes de fuerza en la direccirin vertical z y 
sumar momentos con respecto a los ejes horizon tales x y y [sec- 
cion 5.2], se derivaron las relaciones 

W = jdW x\V = jxdw yW = \ydW (5.2) 

las cuales definen el peso del cuerpo y las coordenadas x y y de su 
centre de gravedad. 

En el caso de una placa plana homogSnea de espesor uniforme 
[seccion 5.3], el centre de gravedad G de la placa coincide con el 
centroide C del area A de la placa cuyas coordenadas est&n definidas 
por las relaciones 

xA = j x dA yA * J y dA (5.3) 

De manera similar, la determinaci6n del centro de gravedad de un 
alarnbre homog4neo de seccion transversal uniforme que esta con- 
tenido en un piano, se reduce a la determinaci6n del centroide C 
de la linea L que representa al alarnbre; asi, se tiene 

xL = J x dL yL = j y dL (5.4) 

Se hace referencia a las integrales en las ecuaciones (5.3) como 
los primeros momentos del drea A con respecto a los ejes xyy, los 
cuales se representan, respectivamente, con Q y y Q x [seccion 5.4]. 
Asi, se tiene 


Q y = xA Q x * yA (5.6) 

Los primeros momentos de una linea se pueden definir en forma 
similar. 

La determinacidn del centroide C de un area o de una linea 
se simplifica cuando el area o la linea poseen ciertas propiedades 
de simetria. Si el area o la linea es sim£trica con respecto a un eje, 
su centroide C se encuentra sobre dicho eje; si el area o la linea 
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es simetnca con respecto a dos ejes, C estA localizado en la inter- 
secci6n de los dos ejes; si el area o la lfnea es sim&rica con res- 
pecto a nn centro O, C coincide con O. 


Repaso y resumen del capitulo 5 


Las dreas y los centroides de varias formas comunes estAn ta- Centro de gravedad de un cuerpo 

bulados en la figura 5.8. Cuando una placa puede dividirse en va- compuesto 

rias de estas formas, las coordenadas X y Y de su centro de grave- 
dad G se pueden determinar a partir de las coordenadas x h . . 
y y i, ^ 2 , ■ . . de los centros de gravedad G 1? G 2 , . . . de las diferen- 
tes partes [seccidn 5.5]. Al igualar, respectivamente, los momentos 
en relacidn a los ejes y y x (figura 5.24), se tiene que 

X2W = 2xW YSW = 2i/W (5.7) 




Figura 5.24 


Si la placa es homog^nea y de espesor uniforme, su centro de gra- 
vedad coincide con el centroide C del Area de la placa y las ecua- 
ciones (5.7) se reducen a 

Q y = X2A = 2x A Q x = Y2A = YyA (5.8) 

De estas ecuaciones se obtienen los primeros momentos del Area 
compuesta o pueden resolverse para las coordenadas X y Y de su 
centroide [problema resuelto 5.1]. La determinaci6n del centro de 
gravedad de un alambre compuesto se lleva a cabo de forma simi- 
lar [problema resuelto 5.2]. 

Cuando un Area estA limitada por curvas analiticas, las coor- Determinacion del centroide por integracion 
denadas de su centroide pueden determinarse por integracion [sec- 
cion 5.6]. Esto se puede realizar evaluando las integrales dobles en 
las ecuaciones (5.3) o evaluando una sola integral que emplea uno 
de los elementos de Area mostrados en la figura 4.12 que tienen la 
forma de un rectAngulo delgado o de un fragmento de cfrculo del- 
gado. Al representar con x € i y y e i las coordenadas del centroide del 
elemento dA , se tiene que 

Qy = xA = | x e/ dA Q x = yA = j y ei dA (5.9) 

Es ventajoso emplear el mismo elemento del Area para el calculo 
de los dos primeros momentos Q y y Q x ; ademAs, el mismo ele- 
mento tambi^n se puede utilizar para determinar el Area A [pro- 
blema resuelto 5.4]. 
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de gravedad 

Teoremas de Pappus-Guldinus 



Flgura 5.25 



b) 


Cargas distribuidas 


Los teoremas de Pappus-Guldinus relacionan la determination 
del £rea de una superficie de revolucidn o el volumen de un cuer- 
po de revolution con la determination del centroide de la curva 
generatriz o del area generatriz [seccidn 5.7]. El area A de la su- 
perficie generada al rotar una curva de longitud L con respecto a 
un eje fijo (figura 5.25a) es igual a 

A = 2th/L (5.10) 

donde y representa la distancia desde el centroide C de la curva has- 
ta el eje fijo. En forma similar, el volumen V del cuerpo generado al 
rotar un &rea A alrededor de un eje fijo (figura 5.256) es igual a 

V = 2t ryA (5.11) 

donde y representa la distancia desde el centroide C del £rea has- 
ta el eje fijo. 

El concepto de centroide dc un area tambien se puede utilizar 
para resolver otros problemas distintos de aquellos relacionados con 
el peso de placas planas. Por ejemplo, para determinar las reaccio- 
nes en los apoyos de una viga [seccidn 5.8], se puede reemplazar 
una carga distribuida w por una carga concentrada W igual en mag- 
nitud al &rea A bajo la curva de carga y que pasa a traves del cen- 
troide C de dicha area (figura 5.26). Se puede utilizar el mismo pro- 
cedimiento para determinar la resultante de las fuerzas hidrostaticas 
ejercidas sobre una placa rectangular que esta sumergida en un li- 
quido [seccidn 5.9]. 



Centro de gravedad de un cuerpo 
tridimensional 


Centroide de un volumen 


La ultima parte del capftulo estuvo dedicada a la determina- 
tion del centro de gravedad G de un cuerpo tridimensional Las 
coordenadas x, y y z de G se definieron por las relaciones 

xW = jxdW yW=\ydW zW = j z dW (5.16) 

En el caso de un cuerpo homogeneo , el centro de gravedad G coin- 
cide con el centroide C del volumen V del cuerpo; las coordenadas 
de C est&n definidas por las relaciones 

JV=JxdV yV = jydV zV = J z dV (5.18) 

Si el volumen tiene un piano de simetria , su centroide C estar£ en 
dicho piano; si el volumen posee dos pianos de simetria, C estard 
localizado sobre la llnea de intersecci6n de los dos pianos; si el vo- 
lumen tiene tres ejes de simetria que se intersecan en un solo pun- 
to, C coincidira con dicho punto [secci6n 5.10]. 
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Los volumenes y los centroides de varias formas tridimensional 
les comanes estan tabulados en la figura 5.21. Cuando un cuerpo se 
puede dividir en varias de estas Formas, las coordenadas X, Y y Z de 
su centra de gravedad G se pueden determinar a partir de las coor- 
denadas correspondientes de los centros de gravedad de sus diferen- 
tes partas [seccidn 5.11]. Asf se tiene que 

X2W = 2iW Y2W = 2yW Z 2W = 2* W (5.19) 

Si el cuerpo est& hecho de un material homog^neo, su centro de 
gravedad coincide con el centroide C de su volumen y se escribe 
[problemas resueltos 5.11 y 5.12] 

X2V = 2£V Y2V = 2yV Z2V = 2zV (5.20) 

Cuando el volumen est& limitado por superficies analfticas, las 
coordenadas de su centroide se pueden determinar por integra- 
tion [seccidn 5.12], Para evitar el c&lculo de las integrales triples 


Repaso y resumen del capituio 5 

Centro de gravedad de un cuerpo 
compuesto 


Determinacion del centroide por integracion 



*A - *. 9d = U' = | 

dV = z dx dy 

Figura 5.27 


en la ecuacidn (5.18), se pueden usar elementos de volumen que 
tienen la forma de filamentos delgados, como se muestra en la fi- 
gura 5.27. Al representar con x e \ , y eJ y z e \ las coordenadas del cen- 
troide del elemento dV, se reescriben las ecuaciones (5.18) como 

xV = l XjdV yV = j y el dV z V - f z el dV (5.22) 

las cuales involucran s6lo integrales dobles. Si el volumen tiene dos 
pianos de simetria , su centroide C est£ localizado sobre la lmea de 
interseccidn de dichos pianos. Si se selecciona al eje x de manera 
que quede a lo largo de esa Ilnea y se divide el volumen en placas 
delgadas paralelas al piano yz, se puede determinar C a partir de 
la relacidn 

xV = J x e i dV (5.23) 

realizando una sola integracion [problema resuelto 5.13]. Para un 
cuerpo de revolucidn, dichas placas son circulares y su volumen 
esta dado en la figura 5.28. 



Figura 5.28 


Problemas de repaso 


5.130 y 5.131 Localice el centroide del &rea plana mostrada en la 
figura. 



x 


9 mm 12 mm 

Figura P5.130 


!/ 



I- — 15 in. — - 

Figura P5.131 


x 


5.132 Un alambre dclgado y homogeneo se dobla para formar el 
perirnetro de la figura P5.130. Localice el centro de gravedad de la figura de 
alarnbre formada de esta manera. 

5.133 El alambre homogeneo ABCD est£ doblado como se rnuestra 
en la figura y se conecta a una articulation colocada en C. Determine la Ion - 
gitud L para la cual el tramo BCD del alambre se mantiene horizontal. 



Figura P5.133 




5.134 Determine por integraci6n directa el centroide del area mos- 
trada en la figura. Exprese la respuesta en terminus de a y h. 


Problemas de repaso 
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Figure P5.134 


5.135 Determine por integraci6n directa el centroide del area mos- 
trada en la figura. Exprese la respuesta en tdrminos de a yh. 



Figura P5.135 


5.136 Si R = 12 in., determine la capacidad. en galones, de la ponchera 
mostrada en la figura. 



Figura P5.136 


5.137 y 5.138 Para las cargas dadas, determine las reacciones en los 
apoyos de la viga. 



Figura 95.137 


Figura P5.138 
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Fuerzas distribuidas: centroides y centros 
de gravedad 


5.139 El lado AB del tanque de 9 X 12 ft se sostiene mcdiantc bisa- 
gras instaladas en el fondo A v se mantiene en su lugar por medio de una 
barra dclgada BC. La fuerza maxima de tension que la barra puede soportar 
sin fracturarse es de 40 kips, y las especificaciones de diseno requieren que 
la fuerza en la barra no exceda el 20 por eiento de dicho valor. Si el tanque 
se llena de agua lentamente, determine la profundidad maxima permisible d 
que puede tener el agua en el tanque. 


r e n 



Flgura P5.139 


5.140 Para el elemento de maquina que se muestra en la figura, de- 
termine la coordenada x del centre de gravedad. 



5.141 A parti r de una boja de metal de espesor uniforme, se forma 
una m£nsula de montaje para componentes elect rbnicos. Localice el centro 
de gravedad de la m insula. 



Problemas de computadora 


5. Cl Determine las coordenadas x y y del centroide del trapezoide 
mostrado on la figura, si se sabe que h ] = a/n 2 v ho = a/n. Grafique los va- 
lores de x v y para 1 < n ^ 4 y a = 6 in. 



Figura P5.C1 


5.C2 Determine la distancia h para la cual el centroide del area som- 
breada est£ tan alto como sea posible por encima de BB' . Grafique la relacidn 
h/h como una funcion de k para 0.125 S k ^ 0.875. 


a 


H 


— 


b 





l* - — ka — •] 


Figura P5.C2 


h 


5.C3 Aproxime la enjuta general mostrada en la figura usando una se- 
ne do n rectclngulos, cada uno con un ancho Aa y de la forma bcc'b v des- 
putfs use software para calcular las coordenadas del centroide del ilrea. Lo- 
calice el centroide cuando: a) m = 2, a . = 4 in., h = 4 in.; h) rn = 2, a = 4 
in., h = 25 in.; c) in = 5 , a = 4 in., /i = 4 in., y c/) m = 5 , <7 = 4 in., h = 25 
in. En cada caso compare las respuestas obtenidas con los valores exactos de 
x y y calculados a parti r de las formulas dadas en la figura 5.8A v determi- 
ne el porcentaje de error. 
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fum/as diqtnbuidas: Cftntroidos y cwitroa 
dc graved ad 


5.C4 Deterinine el volumen y el area de la superficie del srilido que 
se obtiene al rotar el area mostrada alrededor del eje y, cuando a = SO mm 
y a) n — 1, b) n = 2, c) n = 3. 



5.C5 La compuerta AB de ancho uniforme w se sostiene en la posi- 
cion mostrada en la figura mediante una bisagra a lo largo de su extreme su- 
perior A y por medio de un pasador localizado en el centro de su extreme 
inferior B. Determine la fuerza sobre el pasador B como una funcidn de la 
profundidad del agua d. Grafique la fuerza sobre el pasador B como una fun- 
cion de la profundidad del agua para 0.54 m ^ d ^ 1.5 m cuando: a) w = 
0.25 in, b) w = 0.50 m, c) w = 0.75 m, d) w = I m. La densidad del agua 
es / > = 10 3 kg/m 3 . 



Figura P5.C5 


5.C6 Un tanque abierto debe llenarse lentamente con agua. Determi- 
ne la resultante y la direccion de la fuerza de presion ejercida por el agua 
sobre una section del lado ABC del tanque, de 4 ft de ancho, como una fun- 
cirin de la profundidad d. Con el software, grafique la fuerza de presirin co- 
mo una funcion de d para () -£ d < 10 ft. El peso especffico del agua cs 62.4 
lb/ft 3 . 



Figura P5.C6 
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5.C7 En la figura sc muestra la seccion transversal de un clique de 
concreto. Para un dique con una seccidn de 1 m de ancho, grafique la mag- 
nitud de la resultante de las fuerzas de reaction ejercidas por el suelo sobre 
la base AB del dique y de la resultante de las fuerzas de presion ejercidas 
por el agua sobre la cara BC del dique, como funcioncs de la profundidad <7 
del agua para 16 m. Las densidades del concreto y el agua son, res- 

pcctivamente, 2.40 X 10 3 kg/m’ 3 y 10 3 kg/m 3 . 


4 m 6 in 



5.C8 Una viga esta sometida a la carga mostrada en la figura. Grafique 
la magnitud de his reacciones verticales en los apoyos Ay B como funciones 
de la distancia a para 0 < a ^ 3 m. 



Figura P5.C8 


5.C9 La estructura tridimensional mostrada en la figura esta fabrica- 
da a partir de cinco barras delgadas de acero del misrno diametro. Con el 
software determine las coordenadas del centro do gravedad de la estnictu- 
ra. local ice las coordenadas del centro de gravedad cuando: a) h = 40 ft, 
R — 15 ft, a = 90°; b) h = 22 in., R — 30 in., a = 30°, y c) h = 70 ft, R = 65 
ft, a = 135°. 


5. CIO Determine la coordenada xj del centroide del cuerpo que se 
muestra en la figura cuando h — nb y h = n 2 b. Grafique tj como una fun- 
cion de n para ambos cases usando 1 ^ n < 10 y a) b = 4 in., b) b = 6 in., 
c) b = 8 in. 


y 



z 

Figura P5.C10 



x 


Figura P5.C9 
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6.1. INTRODUCCION 

Los problemas considerados en los capitulos anteriores estuvieron re- 
Iacionados con el equilibrio de un solo cuerpo rigido y todas las fuer- 
zas involucradas eran externas a este ultimo. A continuaci6n se estu- 
dian problemas que tratan sobre el equilibrio de estructuras formadas 
por varias partes que estan conectadas entre si. Estos problemas, ade- 
m£s de determinar las fuerzas externas que actuan sobre la estructura, 
implican calcular las fuerzas que mantienen unidas a las diversas par- 
tes que la constituyen. Desde el punto de vista de la estructura como 
un todo, estas fuerzas son fuerzas interna # . 

Por ejemplo, considerese la grua mostrada en la figura 6.1a, la cual 
soporta una carga W. La grua consta de tres vigas AD, CF y BE que 
estdn conectadas por medio de pemos sin friccidn; la grua est& apo- 
yada por un pemo en A y un cable DG. La figura 6.1 b representa el 
diagrama de cuerpo libre de la grua. Las fuerzas externas que se mues- 
tran en el diagrama incluyen al peso W, a las dos componentes A* y A,, 
de la reaccidn en A y a la fuerza T ejercida por el cable en D. Las 
fuerzas intemas que mantienen unidas las diversas partes de la grua 
no aparecen en el diagrama. Sin embargo, si se desarma la gnia y se 
dibuja un diagrama de cuerpo libre para cada una de las partes que la 
constituyen, las fuerzas que mantienen unidas a las tres vigas tambi^n 
estardn representadas puesto que dichas fuerzas son externas desde el 
punto de vista de cada una de las partes que forman la grua (figura 
6.1c). 



a) 

Figura 6.1 





Se debe senalar que la fuerza ejercida en B por el elemento BE 
sobre el elemento AD se ha representado como igual y opuesta a la 
fuerza ejercida en ese mismo punto por el elemento AD sobre el ele- 
mento BE; la fuerza ejercida en E por el elemento BE sobre el elemen- 
to CF se muestra igual y opuesta a la fuerza ejercida por el elemento 
CF sobre el elemento BE y las componentes de la fuerza ejercida en 
C por el elemento CF sobre el elemento AD se presentan iguales y 
opuestas a las componentes de la fuerza ejercida por el elemento AD 
sobre el elemento CF, Lo anterior est& sujeto a la tercera ley de New- 
ton, la cual establece que las fuerza# de accion y reaccion entre cuer- 
pos en contacto tienen la misma magnitud, la misina Unea de accion y 
sentidos opuestos. Como se senal6 en el capitulo 1, esta ley, que est& 
basada en la evidencia experimental, es uno de los seis principios fun- 
damentals de la mec£nica elemental y su aplicaci6n es esencial para 
la soluci6n de problemas que involucran a cuerpos que est£n conecta- 
dos entre si. 
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En este capftulo se consideraran trcs categorfas ainplias de estruc- 
turas de ingenieria. 

1 . Armaduras , las cuales est&n disenadas para soportar cargas y por 
lo genera] son estructuras estacionarias que estan totalmente 
restringidas. Las armaduras consisten exclusivamente de ele- 
mentos rectos que est&n conectados en nodos localizados en I os 
extremos de cada elemento. Por tanto, los elemcntos de una ar- 
madura son elementos mjetos a dos fuerzas , esto es, elementos 
sobre los cuales actuan dos fuerzas iguales y opuestas que estan 
dirigidas a lo largo del elemento. 

2. Annazones , los cuales est&n di sen ados para soportar cargas, se 
usan tambien como estructuras estacionarias que estan to- 
talmente restringidas. Sin embargo, como en el caso de la grua 
de la figura 6.1, los armazones siempre contienen por lo me- 
nos un elemento sujeto a varias fuerzas y esto es, un elemento 
sobre el cual actuan tres o mas fuerzas que, en general, no es- 
tan dirigidas a lo largo del elemento. 

3. Mdquinas , las cuales estin disenadas para transmitir y modifi- 
car fuerzas, son estructuras que contienen partes en movimien- 
to. Las maquinas, al igual que los armazones, siempre contie- 
nen por lo menos un elemento sujeto a varias fuerzas. 
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Fotograffa 6.1 En la foto se muestra una 
conexibn con juntas de pasador sobre el acceso 
al puente de la Bahfa de San Francisco y 
Oakland. 


ARMADURAS 

6.2. DEFINICION DE UNA ARMADURA 

La armadura es uno de los principales tipos de estructuras que se usan 
en la ingenieria. Esta proporciona una solution practica y econdinica 
para muchas situaciones de ingenieria, en especial para el diseno de 
puentes y edificios. En la figura 6.2a se muestra una armadura tipica. 
Una armadura consta de elementos rectos que se concctan en nodos. 
Los elementos de la armadura s6lo estan conectados en sus extremos; 
por tanto, ningiin elemento continua m&s alia de un nodo. Por ejem- 
plo, en la figura 6.2 a no existe un elemento AB ? en su lugar existen dos 
elementos distintos AD v DB. La mayoria de las estructuras realcs es- 
tan hechas a partir de varias armaduras unidas entre si para formar una 
armadura espacial. Cada armadura est& disenada para soportar aque- 
llas cargas que actuan en su piano y, por tanto, pueden ser tratadas co- 
mo estructuras bidimensionales. 

Los elementos de una armadura, por lo general, son delgados y so- 
lo pueden soportar cargas laterales pequenas; por eso todas las cargas 
deben estar aplicadas en los nodos y no sobre los elementos. Cuando se 
va a aplicar una carga concentrada entre dos nodos o cuando la armadu- 
ra debe soportar una carga distribuida, como en el caso de la armadura 
de un puente, debe proporcionarse un sis tern a de piso, el cual, median - 
te el uso de travesanos v largueros, transmite la carga a los nodos (figu- 
ra 6.3). 

Los pesos de los elementos de la armadura los cargan los nodos, 
aplicandose la mitad del peso de cada elemento a cada uno de los no- 
dos a los que 6ste se conecta. A pesar de que en realidad los elemen- 
tos estan unidos entre sf por medio de conexiones romachadas o sol- 
dadas, es comun suponer que los elementos estan conectados por medio 
de pemos; por tanto, las fuerzas que actuan en cada uno de los extre- 
mos del elemento se reducen a una sola fuerza v no existe un par. De 


C 




Figura 6.2 
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Travesafios 
I argiieros 


Figura 6.3 


esta forma se supone que las unicas fuerzas que actuaii sobre un ele- 
mento de la armadura son una sola fuerza en cada uno de los extre- 
mos del elemento. Entonces, cada elemento puede tratarse como so- 
metido a la action de dos fuerzas, mientras que la armadura, como un 
todo, puede considerarse como un grupo de pemos v elementos suje- 
tos a dos fuerzas (figura 6.2b). Sobre un elemento individual pueden ac- 
tuar fuerzas, como las que se muestran en cualquiera de los croquis de 
la figura 6.4. En la figura 6.4 a las fuerzas tienden a cstirar al elemento 
y este est4 en tensidn; en la figura 6.4b las fuerzas tienden a comprimir 
al elemento y el mismo esta en eompresidn. En la figura 6.5 se mues- 
tran algunas armaduras tfpicas. 


Pratt Howe H Fink 


Armaduras tfpicas para techo 


/I7T7KKK AAAA 

1 I, ik jst~ k ,~~k 


Wm Baltimore A Armadura K 



Estadio 


Armaduras tfpicas para puentes 


\ 

Parte de una armadura 
en voladizo 


Otros tipos de armaduras 



B ascii 1 ante 


Figura 6.5 


6.3. ARMADURAS SIMPLES 
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Considere la armadura mostrada en la figura 6.6a, la cual esta consti- 
tuida por cuatro elementos conectados por medio de pernos en A, B , 
C y D. Si se aplica una carga en B, la armadura se deformara hasta per- 
der por completo su forma original. Por el contrario, la armadura de 
la figura 6.6 b, la cual esta constituida por tres elementos conectados 
por medio de pernos en A, B v C, s6lo se deformara ligeramente bajo 
la accion de una carga aplicada en B. La unica deformacidn posible pa- 
ra esta armadura es la que involucra pequenos cambios en la longitud 
de sus elementos. Por tanto, se dice que la armadura de la figura 6.6 b 
es una armadura rigida , aqui el t^rmino rfgida se ha empleado para 
indicar que la armadura no se colapsard. 






Figura 6.6 


Como se muestra en la figura 6.6c, se puede obtener una armadu- 
ra rigida mas grande agregando dos elementos BD y CD a la arma- 
dura triangular basica de la figura 6.6b. Este procedimiento se puede 
repetir tantas veces como se desee y la armadura resultante sera rigi- 
da si cada vez que se agregan dos nuevos elementos, estos se unen a 
dos nodos ya existentes y adem&s se conectan entre si en un nuevo no- 
do. * Una armadura que se puede constmir de esta forma recibe el nom- 
bre de armadura simple. 

Se debe senalar que una armadura simple no esta hecha necesa- 
riamente a partir de triangulos. Por ejemplo, la armadura de la figura 
6.6d es una armadura simple que fue construida a partir del triingulo 
ABC y se agregaron sucesivamente los nodos D, E, F y G. Por otra par- 
te, las armaduras rigidas no siempre son armaduras simples, incluso 
cuando parecen estar hechas de triangulos. Por ejemplo, las armadu- 
ras de Fink y Baltimore mostradas en la figura 6.5, no son armaduras 
simples, puesto que no pueden construirse a partir de un solo tri^ngu- 
lo en la forma descrita en el p&rrafo anterior. Todas las dem&s arma- 
duras que se muestran en la figura 6.5 son armaduras simples, lo cual 
se puede verificar facilmente. (Para la armadura K se debe comenzar 
con uno de los triangulos centrales.) 

En la figura 6.6 se observa que la armadura triangular b&sica de la 
figura 6.6b tiene tres elementos y tres nodos. La armadura de la figu- 
ra 6.6c tiene dos elementos y un nodo adicionales, esto es, cinco ele- 
mentos y cuatro nodos en total. Si se tiene presente que cada vez que 
se agregan dos nuevos elementos el niimero de nodos se incrementa 
en uno, se encuentra que en una armadura simple el numero total de 
elementos es m = 2 n — 3, donde n es el numero total de nodos. 



Fotografia 6.2 Dos armaduras K se usaron 
como los principales componentes del puente 
mdvil que se muestra en la foto, el cual se movia 
por encima de un gran montdn de mineral de 
resen/a. El cubo que se encuentra debajo 
de las armaduras levantaba mineral y lo 
redepositaba hasta que el mineral estuvo 
completamente mezclado. Despu6s, el mineral 
se envib el molino para incorporarlo a un proceso 
de produccidn de acero. 


’Los tres nodos no dehen ser colineales. 
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6.4. ANALISIS DE ARMADURAS MEDIANTE EL METODO 
DE LOS NODOS 



a) 



b) 


Flgura 6.7 



Fotograffa 6.3 Las armaduras para techo, 
como las que se muestran en la folo, requieren 
apoyo solo en los extremos. Gracias a esto es 
posible realizar construcciones con grandes 
areas libres de obstaculos en el piso. 


En la section 6.2 se vio que una armadura puecle ser considerada como 
un grupo de pernos v elementos sometidos a la accion dc dos fuerzas. 
Por tanto, la armadura de la figura 6.2, euyo diagrama de cuerpo Libre 
se rnuestra en la figura 6.7 a, se puede desarinar y dibujar un diagrama 
de cuerpo libre para cada perno y para cada elemento (figura 6.7/;). Cada 
clemento esta sornetido a la accidn de dos fuerzas, una en cada uno de 
sus extremos; esta s fuerzas tienen la misma magnitud, la misma linea 
de accion y sentidos opucstos (section 4.6). Ademas, la tercera ley de 
Newton indica que las fuerzas de accion y reaccidn entre un elemento v 
un perno son iguales y opuestas. Por tanto, las fuerzas ejercidas por un 
elemento sobre los dos pernos a los cuales se conecta deben estar 
dirigidos a lo largo de ese elemento v deben ser iguales v opuestas. Con 
frecuencia se hace referencia a la magnitud comun de las fuerzas 
ejercidas por un elemento sobre los dos pernos a los que se conecta como 
la fnerza en el elemento bajo consideration, a pesar de que esta cantidad 
en realidad es un escalar. Como las lineas de accion de todas las fuerzas 
internas en una armadura son conocidas, el analisis de una annadura se 
reduce a calcular las fuerzas en los elementos que la constituven v a 
determinar si cada uno de dichos elementos esta en tensidn o en 
compresion. 

Como la armadura en su totalidad esta en cquilibrio, cada perno de- 
be estar en cquilibrio. El que un perno este en equilibrio se expresa di- 
bujando su diagrama de cuerpo libre y escribiendo dos ecuaciones de 
equilibrio (seccidn 2.9). Por tanto, si una armadura tiene n pernos, ha- 
bra 2 n ecuaciones disponibles, las cuales podriin resolverse para 2 In in- 
cognitas. En el caso de una armadura simple, se tiene que m = 2 n — 3, 
esto es, 2n = m + 3, y el niimero de incognitas que se pueden determi- 
nar a partir de los diagramas de cuerpo libre de los pernos es m + 3. Es- 
to significa que las fuerzas en todos los elementos, las dos componentes 
de la reaction R A y la reaction se deterniinan considerando los dia- 
gramas de cuerpo libre de los pernos. 

El hecho de que la armadura como un todo sea un cuerpo rigido 
que esta en equilibrio, se puede utilizar para escribir tres ecuaciones 
adicionales que involucran a las fuerzas mostradas en el diagrama de 
cuerpo libre de la figura 6.7 a. Puesto que estas ecuaciones no con tienen 
ninguna information nueva, son independientes de las ecuaciones aso- 
ciaclas con los diagramas de cuerpo libre de los pernos. Sin embargo, his 
tres ecuaciones en cuestion se pueden emplear para determinar las com- 
ponentes de las reacciones en los apovos. El arreglo de pernos y elemen- 
tos en una armadura simple es tal que siempre sera posible eneontrar un 
nodo que involucre unicamente a dos fuerzas desconocidas. Estas fuer- 
zas se determinan por medio de los metodos de la seccidn 2.1 1 y sus va- 
lores se transfieren a los nodos adyacentes tratandolos como cantidades 
conocidas en dichos nodos, este procedimiento se repite hasta determi- 
nar todas las fuerzas desconocidas. 

Como ejcmplo se analiza la armadura de la figura 6.7, en la que 
se eonsidera sucesivamente el equilibrio de cada perno; se inicia con 
el nodo en el cual solo dos fuerzas son desconocidas. En dicha arma- 
dura todos los pernos esttrn sujetos a cuando menos tres fuerzas des- 
conocidas. Por tanto, primero se deben determinar las reacciones en 
los apovos considerando a toda la armadura como cuerpo libre y utili- 
zando las ecuaciones de equilibrio para un cuerpo rigido. De esta for- 
ma, R a es vertical y se determinan las magnitudes de R A y R B . 
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Figura 6.8 


Ahora se procede a considerar el nodo D en el cual solo dos fuer- 
zas, F dc y F db , aun son desconocidas. Las otras fuerzas que actuan so- 
bre dicho nodo son la carga P, la cual es un dato y la fuerza F /M ejer- 
cida sobre el perno por el elemento AD. Como se senalo antes, esta 
ultima fuerza es igual y opuesta a la fuerza Fad ejercida por el mis mo 
elemento sobre el perno A. Como se muestra en la figura 6.8, se pue- 
de dibujar el poligono de fuerzas eorrespondiente al nodo D y deter- 


Entonces el numero de fuerzas desconocidas en el nodo A sc redu- 
ce a dos v estas fuerzas se pueden determinar considerando el equilibrio 
del perno A. La reaccion R A y las fuerzas F AC y F AO ejercidas sobre el 
perno A por los elementos AC y AD, respectivamente, deben formar un 
triangulo de fuerzas. Primero se dibuja R A (figura 6.8); luego si F AC y 
F ad estan dirigidas a lo largo dc AC y AD, respectivamente, se comple- 
ta el tri&ngulo de fuerzas v se determina la magnitud y el sentido de Fac 
y F ad . Las magnitudes F AC y F AD representan las fuerzas en los elemen- 
tos AC y AD. Como F AC esta dirigida hacia abajo y hacia la izquierda, 
esto es, hacia el nodo A, el elemento AC empuja el perno A y, por con- 
siguiente, dicho elemento esti en eompresion. Como F AD estd dirigida 
alejdndose del nodo A, el elemento AD jala al perno A y, por consiguien- 
te, dicho elemento esta en tensibn. 
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rriinar las fuerzas F DC y a partir de dicho poligono. Sin embargo, 
cuando estan involucradas mas de tres fuerzas, es mas conveniente re- 
solver las ecuaciones de equilibrio 2F r = 0 y 2F f/ = 0 para las dos fuer- 
zas deseonocidas. Como se eneuentra (pie ambas fuerzas se alejan del 
nodo D, los elementos DC y DB jalan aJ perno v se concluye que am- 
bos estan en tension. 

Despu^s se considera el nodo G\ cuyo diagrama de enerpo libre se 
muestra en la figura 6.8. Se observa que tanto F C n como F c ,a son co- 
nocidas a partir del analisis de los nodos anteriores y que solo F C b es 
desconocida. Como el equilibrio de cada perno proporciona suficien- 
te information para determinar dos incognitas, se obtiene una compro- 
bacion del analisis realizado en este nodo. Se dibuja el triangulo de 
fuerzas y se determina la magnitud y el sentido de F C b- Como F C b es- 
ta dirigida hacia el nodo C\ el elemento CB empuja al perno C y, por 
tanto, est£ en coinpresi6n. La comprobacidn se obtiene al verificar que 
la fuerza F c « y el elemento CB son paralelos. 

En el nodo B todas las fuerzas son conocidas. Puesto que el per- 
no correspondiente estii en equilibrio, el tridngulo de fuerzas debe ee- 
rrar, obteniendosc de esta forma una comprobacion aclicional del ana- 
lisis realizado. 

Es importante senalar que los poh'gonos de fuerza mostrados en la 
figura 6.8 no son unicos. Cada uno de ellos podna recmplazarse por una 
configuracidn altema. Por ejemplo, el tri&ngulo de fuerzas corres- 
pondiente al nodo A podna dibujarse como el de la figura 6.9. El trian- 
gulo mostrado en la figura 6.8 se obtuvo dibujando las tres fuerzas R*, 
F AC y F ad uniendo la parte terminal de una con la parte inicial de otra, 
en el orden en el que se encuentran sus lineas de action, al realizar un 
desplazamiento en el sentido del movimiento de las manecillas del re- 
loj, alrededor del nodo A. Los otros poligonos de fuerzas en la figura 6.8 
se dibujaron de la misma forma, por ello se pueden reunir cn un solo 
diagrama, como se ilustra en la figura 6.10. Un diagrarria de este tipo, 
conocido como diagrama de Maxwell , facilita en gran meclida el andli- 
sv> grdfico de profile mas (pie involucran arrnaduras. 


*6.5. NODOS BAJO CONDICIONES ESPECIALES DE CARGA 


Observe la figura 6.11rt, en la cual el nodo conecta a cuatro elementos 
que estan ubicados sobre dos lineas rectas que se intersecan. El dia- 
grama de cuerpo libre de la figura 6.1 1 h muestra que el perno A esta 
sujeto a dos pares de fuerzas directamente opuestas. Por tanto, el polf- 
gono de fuerzas debe ser un paralclogramo (figura 6.11c) y las fuerzas 
en elementos opuestos deben ser iguales . 



A continuaci6n considere la figura 6.12 a, en la cual el nodo mostra- 
do conecta tres elementos y soporta una carga P. Dos de los elementos 
se encuentran ubicados sobre la misma linea v la carga P actua a lo largo 
del tercer elemento. El diagrama de cuerpo libre del pemo A y el poli- 
gono de fuerzas correspondiente ser&n como se muestran en la figura 
6. 1 1 h y c, reemplazando a F Ai . : por la carga P. Por tanto, las fuerzas en 
los dos elementos opuestos deben ser iff tales y la fuerza en el otro elemen- 
to dehe ser iffial a P. En la figura 6. 12/; sc muestra un caso de especial 
interes, cn cl que no hay una fuerza externa aplicada en el nodo, se tie- 
nc que P = 0, y la fuerza en el elemento AC es igual a cero. Por tanto, se 
dice (pie el elemento AC es un elemento de fuerza cero. 

Considere aliora un nodo que conecta sblo dos elementos. A partir de 
la seccibn 2.9 se sabe que una partfcula sobre la que actuan dos fuerzas 
estartt en equilibrio si las dos fuerzas tienen la misma magnitud, la misma 
linea de accion y sentidos opuestos. En el caso del nodo de la figura 6. 13a, 
cl cual conecta a dos elementos AB y AD que se encuentran sobre la mis- 
ma linea, las fuerzas en los dos elementos deben ser iffuales para que el per- 
no A este en equilibrio. En el caso del nodo de la figura 6. 13b, el perno A 
no puede estar en equilibrio a mcnos que his fuerzas en ambos elementos 
sean iguales a cero. Por tanto, los elementos conectados como se muestra 
en la figura 6. 13b deben ser elementos de fuerza cero. 

La identificacibn de los nodos que se encuentran bajo las condicio- 
nes especiales de carga mencionadas en los parrafos anteriores, permiti- 
ra que el analisis de una armadura se lleve a cabo mas rapido. Por ejem- 
plo, considere una armadura tipo Howe cargada, como se muestra en la 
figura 6.14; todos los elementos representados por lrneas en color seran 
reconocidos como elementos de fuerza cero. El nodo C conecta a tres 
elementos, dos de los cuales se encuentran sobre la misma lfnea y no es- 
ta sujeto a cargas extemas; por tanto, el elemento BC es un elemento de 
fuerza cero. Si se aplica el mismo razonamiento al nodo K, se encuentra 
que el elemento JK tambibn es un elemento de fuerza cero. Ahora, el no- 
de J estit en la misma situacion que los nodos C y K, entonces el elemen- 
to 1] debe ser un elemento de fuerza cero. La observacibn de los nodos 
CJ y K revela que las fuerzas en los elementos AC y CE son iguales, las 
fuerzas en los elementos HJ yJL son tambien iguales, asi como las fuer- 
zas en los elementos IK y KL. Regresando la atencibn al nodo /, dondc 
la carga de 20 kN y el elemento HI son colincales, se observa que la fuer- 
za en el elemento HI es de 20 kN (tensibn) y que las fuerzas en los ele- 
mentos Cl e IK son iguales. De esta manera, se concluye que las fuerzas 
en los elementos CL IK y KI , son iguales. 

Se debe observar que las condiciones descritas en el parrafo ante- 
rior no pueden aplicarse a los nodos B y D de la figura 6.14 y seria erro- 
neo suponer que la fuerza en el elemento DE es de 25 kN o que las fuer- 
zas en los elementos AB y BD son iguales. Las fuerzas en estos elemen- 
tos v en los restantes se encuentran con el analisis de los nodos A, B, D, 
E, F, G, H y L en la forma habitual. Por tanto, hasta que se este familia- 
rizado con las condiciones que permiten apliear las reglas establecidas en 
esta seccion, se debe dibujar el diagrama de cuerpo fibre de todos los per- 
nos v escribir las ecuaciones de equilibrio correspondientes (o dibujar 
los poligonos de fuerzas correspondientes) sin importar si los medios 
considerados se encuentran bajo una de las condiciones especiales de 
carga que se describieron anteriormente. 


6.5. Nodos bajo condiciones especiales 293 
de carga 



C 
a ) 

Figura 6.12 



a) 

Figura 6.13 



•V) kN 


Figura 6.14 


294 Analisis de estructuras 



c 



Figura 6.15 



Fotografia 6.4 Las armaduras tridimensionales 
o espaciales se usan para las torres de 
transmision de energia electrica y sehales en 
estructuras de techo y para aplicaciones a naves 
espaciales, como en los componentes de la 
Estacidn E spatial International. 


Un comentario final cn relation con los elementos de fuerza cero: 
estos elementos no son inutiles. Por ejemplo, a pesar de que los ele- 
mentos de fuerza cero de la figura 6.14 no soportan ninguna carga ba- 
jo las condiciones mostradas, es probable que los mismos elementos 
podrian soportar alguna si se cambiaran las condiciones de carga. Ade- 
mas, incluso en el caso considerado, estos elementos son necesarios pa- 
ra soportar el peso de la armadura y para mantener a esta ultima con 
la forma deseada. 


*6.6. ARMADURAS EN EL ESPACIO O ESPACIALES 

Cuando varios elementos rectos se unen en sus extremes para formar 
unaconfiguracidn tridimensional, laestructura obtenida recibc cl nom- 
bre de armadura en el espacio o esf facial. 

En la seccidn 6.3 se establecid que la mavoria de las armaduras ri- 
gidas bidimension ales elementales consistfan de tres elementos unidos 
en sus extremos para formar los lados de un triangulo; al agregar dos 
elementos a esta configuracidn b^sica y conectandolos en un nuevo no- 
do, se obtiene una estructura rigida m4s grande, la cual fue definida 
como una armadura simple. En forma similar, la armadura rigida basi- 
ca en el espacio est& constituida por seis elementos unidos en sus ex- 
tremos para formar los lados de un tetraedro ABCD (figura 6.15<?). Si 
se agregan tres elementos a esta configuration btisica, como los ele- 
mentos AE. BE v CE . uniendolos a los tres nodos existentes y conec- 
tandolos en un nuevo nodo,* se puede obtener una estructura rigida 
mi is grande, la cual se define como una armadura simple en el espacio 
(figura 6.15/;). Observe que el tetraedro bdsico tiene seis elementos y 
cuatro nodos y que cada vez que se agregan tres elementos el nume- 
ro de nodos se incrementa en uno, se concluve que en una armadura 
cspacial simple el numero total de elementos cs m = 3n - 6, donde n 
es el numero total de nodos. 

Si una armadura espacial debe tener restriction completa y si las 
reacciones en sus apovos deben ser estaticamente determinadas, los 
apovos deben consistir en una combination de bolas, rodillos v rotulas 
que proporcionen un total de seis reacciones desconocidas (vease see- 
ciOn 4.9). Estas reacciones desconocidas se deterrninan al resolver las 
seis ecuaciones que expresan quo la armadura tridimensional esta en 
equilibrio. 

A pesar de que los elementos de una armadura en el espacio es- 
tan unidos por conexiones soldadas o remachadas, se supone que cada 
nodo consiste en una conexidn tipo rotula. Por tanto, no se aplicara 
ningun par a los elementos de la armadura v cada elemento puede tra- 
tarse como un elemento sometido a la accion de dos fuerzas. Las con- 
diciones de equilibrio para cada nodo estaran expresadas por las tres 
ecuaciones = 0, = 0 y SF, = 0. Entonees, en el caso de una 

armadura simple en el espacio que contiene n nodos, escribir las con- 
diciones de equilibrio para cada nodo proportional un total de 3 n 
ecuaciones. Como rn = 3n — 6, estas ecuaciones seran suficientes pa- 
ra determinar todas las fuerzas desconocidas (las fuerzas en los m ele- 
mentos y las seis reacciones en los apovos). Sin embargo, para evitar la 
necesidad de resolver ecuaciones simultdneas, se debe tener cuidado 
en seleccionar nodos en un orden tal que ninguno involucre mas de 
tres fuerzas desconocidas. 

' Los cuatro nodos no deben estar localizados en un piano. 
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PROBLEMA RESUELTO 6.1 

Con el uso del rn&odo de los nodos, determine la fuerza en cada uno de los 
elementos de la armadura mostrada. 
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SOLUCION 

Cuerpo libre: armadura complcta. Se dibuja un diagrama dc cuer- 
po libre de toda la armadura. Las fuer/as que actuan en este cuerpo libre 
consisten en las cargas aplicadas v en las reaceiones en C y en E. Se cscri- 
ben las ecuaciones de equilibrio siguientes. 


+^M C = 0: 


= 0 : 

+ = 0 : 


(2 000 lb) (24 ft) + (1 000 lb)(12 ft) - E ( 6 ft) = 0 
E = +10 000 lb E = 10 000 lb T 


C r = 0 


-2 000 lb - 1 000 lb + 10 000 lb + C tJ = 0 
C y = -7 000 lb 


C ¥ = 7 000 lb | 


Cuerpo libre: nodo A. El nodo sujeto a dos fuerzas desconoeidas, 
esto es, a las fuerzas ejercidas por los elementos AB v AD. Se lisa un trian- 
gulo de fuer/as para determinar F AS v F /U > Se observa que el elemento AB 
jala al nodo y, por tanto, dicho elemento cstd en tension. Ademas, el ele- 
mento AD empuja al nodo v, por tanto, dicho elemento esta en compresion. 
I>as magnitudes de las dos fuer/as se obtienen a partir de la proporcion 


2 000 lb 


F, 


AD 


F ah = I 500 lb T ◄ 
F A} ) = 2 500 lb C ^ 



Cuerpo libre: nodo D. Como la fuerza ejercida por el elemento AD 
ya se determin6, ahora solo se tienen dos inc6gnitas involucradas con este 
nodo. De nuevo se usa un triangulo de fuerzas para determinar las fuerzas 
deseonocidas en los elementos DB y DE. 


F db = 2 500 11) T ◄ 
F de = 3 000 l() C ◄ 


Cucrpo lib re: no do B. Como en este nodo actuan mas de tres fuerzas, 
se determinan las dos fuerzas desconocidas F S c y F B£ resolviendo las ecua- 
ciones de equilibrio 2F* = 0 y 2F y = 0, De manera arbitraria se supone que 
ambas fuerzas desconocidas actuan hacia fuera del nodo, esto es, que los ele- 
mentos estan en tension, El valor positivo obtenido para Fbc indica que la 
suposici6n hecha fue cor recta, por tanto, el elemento BC estd en tension. El 
valor negativo de F BE indica que la suposicion hecha fue incorrecta, por tanto, 
el elemento BE estti en compresirin. 


+ 1 = 0: - 1 000 - f (2 500) - tF HE = 0 

F lit: = “3 750 lb F }iy = 3 750 lb C ◄ 


->2F X = 0: F bc ~ 1 500 - |(2 500) - f(3 750) - 0 

F bc = +5 250 lb F bc = 5 250 II) T ◄ 


Cuerpo librc: nodo E. Se supone que la fuerza desconocida F £C ac- 
tua hacia fuera del nodo. Si se sum an las componentes x , se escribe 


-USF, = 0: fFiic + 3 000 + f(3 750) = 0 

F ec = -8 750 lb Fy, = 8 750 lb C ◄ 


Al sumar las componentes i/, se obtiene una comprobacion de los c&lcu- 
los realizados 


+ tSF v = 10 000 - |(3 750) - f(8 750) 

= 10 000 — 3 000 - 7 000 = 0 (queda comprobado) 


Cuerpo lib re: nodo C. Con los valores de F CB y F c;k> calculados pre- 
viamente, se pueden detcrminar las reacciones C x y C y considerando el equi- 
librio de este nodo. Como dichas reacciones ya se determinaron a partir del 
equilibrio de toda la armadura, se obtendr&n dos verificaciones de los calcu- 
los realizados. Tambien se pueden usar los valores calculados de todas las 
fuerzas que actuan sob re el nodo (fuerzas en los ele mentos y reacciones) y 
comprobar que 6ste se encuentra en equilibrio: 


A2F t = — 5 250 + §(8 750) = — 5 250 + 5 250 = 0 (queda comprobado) 
+ f 2F y = —7 000 + |(8 750) = -7 000 + 7 (XX) = 0 (queda comprobado) 


RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccidn se aprendio a utilizar el metoclo de los nodos para determinar las fuerzas en 
los elementos dc una armadura simple, esto es, en una armadura que se puede construir a 
partir de una armadura triangular basica a la que se agregan dos nuevos elementos a la vez 
conectados a un nuevo nodo. Se debe observar que el analisis de una armadura simple siem- 
pre puede llcvar.sc a cabo por el metodo de los nodos. 

La solucion constara de los siguientes pasos: 

/. Dibujar un diagrama de cuerpo libre de toda la armadura y utilizarlo para de- 
tenu in ar las reacciones en los apoyos. 

2. Es importante sehalar que la seleccion del primer nodo no en iinica. Una vez que 
se han deter min ado las reacciones en los apoyos de la armadura, se selecciona cualquiera de 
dos nodos como pi into de partida para el an&lisis. En el problema resuelto 6.1 sc comenzo en 
el nodo A y se procedi6, consecutivamente, con los nodos D, B, E y C; sin embargo, tambien 
se pudo haber comenzado en el nodo C, proeediendo despues, consecutivamente, con los no- 
dos E, B , D y A. Por otra parte, una vez que se ha seleccionado el primer nodo, en algunos ca- 
s os se puede lie gar a un pun to en el analisis a partir del cual ya no se puede continuar. Enton- 
ces se debe comenzar de nuevo a partir de otro nodo para terminar la solucion del problema. 
Como hay mas de una forma de resolver un problema, se recomienda bosquejar la solucidn 
antes de comenzar a llevar a cabo cualquier cdlculo. 

3. iMcalizar un nodo que conecte solo don elementos y dibujar un diagrama de 
cuerpo libre de su pemo. Este diagrama de cuerpo libre sirve para determinar la fuerza 
,desconocida en cada uno de los elementos. Si solo estan involucradas tres fuerzas (las dos. 
fuerzas desconocidas y una fuerza conocida), probable mente se encontrara que es mas 
conveniente dibujar y resolver el triangulo de fuerzas correspondiente. Si estan involucradas 
mas de tres fuerzas, se deben escribir y resolver las ecuaciones de equilibrio para el pemo, 
XE x = 0 y = 0, suponiendo que los elementos estan en tensi6n. Una respuesta positiva 
significa que el elemento esti en tensidn y una respuesta negativa se refiere a que el elemento 
est& en compresion. Una vez que se han encontrado las fuerzas, se deben introducir sus valores 
en un eroquis de la armadura, con una T para indicar tension y una C para indicar compresidn. 

En la secci6n 6.4 se expuso edmo usar un triangulo de fuerzas para determinar las fuer- 
zas desconocidas en un nodo, y en el problema resuelto 6.1 se aplico esta tdcnica a los nodos 
A y D. En cada uno de estos casos no se especificaron, en el diagrama de cuerpo libre corres- 
pondiente, las direcciones de las fuerzas desconocidas de un nodo, sdlo se mostraron sus 
lmeas de accidn. Por tan to, cuando se construye un triangulo de fuerzas, se debe dibujar pri- 
mero la fuerza conocida y despues agregar las lineas de accidn de las fuerzas desconocidas, re- 
cordando que las fuerzas se deben arreglar de punta a cola para formar un triangulo. Las di- 
recciones de las fuerzas desconocidas se establecen hasta el ultimo paso. 

4. Despues , se debe localizar un nodo en el cual solo Uis fuerzas en dos de los ele- 
mentos que se conectan a este aun son desconocidas. Se debe dibujar el diagrama de 
cuerpo libre del pemo y utilizarlo como se indied en el punto anterior para determinar las 
dos fuerzas desconocidas. 

5. Se debe repetir este procedimiento hasta que las fuerzas en todos los elementos 
de la armadura hay an sido determinadas. Como previamente se usaron las tres ecuacio- 
nes de equilibrio asociadas con el diagrama de cuerpo libre de toda la armadura para deter- 
minar las reacciones en los apoyos, se tendnin tres ecuaciones adicionales. Estas ecuaciones 
sirven para comprobar que los calculos se realizaron en forma correcta. 





Problemas 


6.1 a 6.8 Utilice el metodo de los nodos para determinar la fuerza 
presente en cada elemento de las armaduras que mucstran las siguientes fi- 
guras. Establezca si los elementos estan en tension o en compresion. 





6k\ 


Figura P6.5 
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Figura P6.6 
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Figura P6.7 
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6.9 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura 
que muestra la figura. Establezca si los elementos estan en tensi6n o en com- 
presidn. 

6.10 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura 
Gambrel para techo mostrada en la figura. Establezca si los elementos se en- 
cucntran en tensi6n o en compresi6n, 



Figura P6.10 
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Figura P6.9 


D 


6.11 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura 
para techo de medio copete que muestra la figura. Establezca si los elementos 
estdn en tension o en compresidn. 

6.12 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura 
Fink para techo que muestra la figura. Establezca si los elementos estan en 
tensidn o en compresidn. 




Figura P6.11 


6.1 3 Resuelva el problema 6.12 suponiendo que se elimina la carga de 
2.8 kN aplicada en E. 

6.14 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura 
para techo mostrada en la figura. Establezca si los elementos estdn en ten- 
sion o en compresidn. 


I 



Figura P6.14 
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6.15 Para la armadura Gambrel de techo que muestra la figura, de- 
termine la fuerza presente en los elementos CG y Cl y en cada elemento lo- 
calizado a la derecha de la linea central de la armadura. Adenitis, establezca 
si los elementos se encuentran en tension o en compresidn. 



Figura P6.15y P6.16 



Figura P6.17y P6.18 


6.16 Para la armadura Gambrel de techo que muestra la figura, de- 
termine la fuerza presente en los elementos CG y Cl y en cada elemento lo- 
calizado a la derecha de la linea central de la armadura. Adem&s, establezca 
si los elementos se encuentran en tensidn o en compresidn. 

6.17 Para la armadura de techo invertida tipo Howe que muestra la 
figura, determine la fuerza presente en el elemento DE v en cada uno de los 
elementos localizados a la i/quierda de DE. Adenitis, establezca si los ele- 
mentos se encuentran en tensidn o en compresidn. 

6.18 Para la armadura de techo invertida tipo Howe que muestra la 
figura, determine la fuerza presente en cada elemento localizado a la dere- 
cha de DE. Adenitis, establezca si los elementos est&n en tension o en com- 
presidn. 


6.19 Para la armadura de techo que muestra la figura, determine la 
fuerza presente en cada elemento localizado a la izquierda del elemento EG. 
Ademas, establezca si los elementos se encuentran en tensidn o en compre- 
si6n. 


MA 



Figura P6.19 y P6.20 


6.20 Para la armadura de techo que muestra la figura, determine la fuer- 
za presente en el elemento FG y en cada elemento localizado a la derecha de 
FG. Ademas, establezca si los elementos est&n en tensidn o en compresidn. 
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6.21 La. porcidn de armadura mostrada representa la parte superior 
de una torre para llneas de transmision de energia el^ctrica. Para las cargas 
mostradas, determine la fuerza presente en cada elemento localizado por en- 
cima de HJ. Ademas, establezca si los elementos se encuentran en tensidn o 
en compresion. 



ft 

ft 


ft 

ft 


ft 

ft 


Figura P6.21 


6.22 Para la torre y las cargas del problema 6.21, y si F cl{ = = 5(H) 

lb C y F eh = 0, determine la fuerza presente en el elemento H] y en cada 
elemento localizado entre HJ y NO. Adomds, establezca si los elementos se 
encuentran en tension o en compresion. 

6.23 Para la armadura de techo que muestra la figura, determine la 
fuerza presente en cada elemento localizado a la izquierda del elemento GIF 
Adem&s, establezca si los elementos estin en tensibn o en compresion. 



6.24 Para la armadura de techo que muestra la figura, determine la 
fuerza presente en el elemento GH y en cada elemento localizado a la dere- 
cha de GIL Ademas, establezca si los elementos esttin en tensidn o en com- 
presion. 
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6.25 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura 
qne muestra la figura. Establezca si los elementos estan en tension o en com- 
presion. 




6.26 Determine la fuerza presente en cada elemento de la armadura 
que muestra la figura. Establezca si los elementos se encuentran en tension 
o en compresidn. 

6.27 Determine si las armaduras de los problemas 6.14, 6.15 y 6.23 
son armaduras simples. 

6.28 Determine si las armaduras de los problemas 6.21, 6.25 v 6.29 
son armaduras simples. 

6.29 y 6.30 Para la armadura v las cargas que se muestran en la figu- 
ra, determine los elementos de fuerza cero. 



tp 

Figura P6.29 


Figura P6.30 

6.31 y 6.32 Para la armadura y las cargas que se muestran en cada fi- 
gura, determine los elementos de fuerza cero. 




Figura P6.31 


Figura P6.32 



6.33 y 6.34 Para la carga dada, determine los elementos de fuerza ce- 
ro presentes cn cada armadura que muestran las figuras. 
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Figura P6.33 


6.35 Determine los elementos de fuerza cero presentes en la armadu- 
ra del a) problema 6.9, b) del problema 6.29. 


*6.36 La armadura mostrada en la figura eonsta de seis elementos y 
se sostiene mediante dos eslabones cortos instalados en los nudos A, B y C. 
Determine la fuerza presente en cada elemento para P = -(940 N)j y 

Q = o. 


V A B C D E 



Figura P6.34 




1 700 \ 


mm 


*6.37 La armadura que muestra la figura eonsta de seis elementos y 
esta sostenida mediante dos eslabones cortos situados en los nudos A, B y C. 
Determine la fuerza presente en cada elemento para P = —(940 N)j y Q = 
(987 N)k. 

470 


120 mm 


Figura P6.36 y P6.37 


54 jo i! 


Figura P6.38 


*6.38 La porcidn de torre para lineas de transmisidn de energia elec- 
trica que muestra la figura eonsta de nueve elementos, y est4 sostenida me- 
diante una rdtula colocada en B y eslabones cortos en C, D y E. Para las car- 
gas dadas, determine la fuerza presente en cada elemento. 

*6.39 La armadura que muestra la figura eonsta de nueve elementos 
y sc sostiene mediante dos eslabones cortos instalados en los nudos A, B y 
C. Para la carga dada, determine la fuerza presente en cada elemento. 


Figura P6.39 


304 Analisis de estructuras 



Figura P6.40 y P6.41 



a) 



b) 

Figura 6.16 


*6.40 La armadura mostrada en la figura consta de 18 elementos y se 
sostiene mediante una rdtula en A, dos eslabones cortos en B y un eslab6n 
corto en G; a) verifique que la armadura es simple, que est£ completamente 
restringida v que las reaeciones en sus apoyos son e stilt icamente determi- 
nadas, y b) para las cargas aplieadas. determine la fuerza en eada uno de los 
seis elementos que se unen en el nodo E. 

*6.41 La armadura mostrada en la figura consta de 18 elementos y se 
sostiene mediante una r6tula en A, dos eslabones cortos en B v un eslabdn 
corto en G; a) verifique que la armadura es simple, que est& completamen- 
te restringida y que las reaeciones en sus apoyos son estdtica monte dotcrmi- 
nadas, y b ) para las cargas aplieadas, determine la fuerza en cada uno do los 
seis elementos que se unen en el nodo G. 


6.7. ANALISIS DE ARMADURAS POR EL METODO 
DE SECCIONES 

El metodo de los nodos es el mfis eficiente cuanclo sc deben determinar 
las fuerzas en todos los elementos de una armadura. Sin embargo, si s 6- 
lo se desea encontrar la fuerza en un elemento o en un numero muy re- 
ducido de elementos, el metodo de se cciones es el mas eficiente. 

Suponga que se desea determ inar la fuerza en el elemento BD de 
la armadura que se muestra en la figura 6.16a. Para llevar a eabo esta 
tarea, se debe determinar la fuerza con la cual el elemento BD actua 
sobre el nodo B o sobre cl nodo D. Si se utilizara el metodo de los no- 
dos, se seleccionana al nodo B o al nodo D como el cucrpo libre. Sin 
embargo, tambien se selecciona como cuerpo libre a una porci6n mds 
grande de la armadura, compuesta por varios nodos y elementos, siem- 
pre y cuando la fuerza deseada sea una dc las fuerzas extemas que ae- 
tuan sobre dicha porcion. Ademas, si se selecciona la porcidn de la ar- 
madura dc manera que solamente se tenga un total do tres fuerzas 
desconocidas actuando sobre la misma, la fuerza deseada se puede ob- 
tener al resolver las ecuaciones de equilibrio para la porcion de la ar- 
madura en cuestion. En la prdctica, la porcion dc la armadura que de- 
be utilizarse se obtiene pasando una seccion a t raves de tres elementos 
de la armadura, dc los cuales uno debe ser el elemento deseado, esto 
es, dicha porcion se obtiene dibujando una lrnea que divida a la arma- 
dura en dos partes completamente separadas pero que no interseque 
a mas de tres elementos. Cualquiera de las dos porciones dc la arma- 
dura que se obtenga despues de que los elementos intersecados ban 
sido removidos puede utilizarse como el cuerpo libre. 

En la figura 6.16a se ha pasado la seccion nn a traves de los ele- 
ments BD, BE y CE v sc ha seleccionado la porcidn ABC de la anna- 
dura como el cuerpo libre (figura 6.16/;). Las fuerzas que actuan sobre 
el diagrama de cuerpo libre son las cargas P| y que estan aplieadas 
en los puntos A y B v las tres fuerzas desconocidas F SD , ¥ BE y F C e- 
Como no se sabe si los elementos removidos estaban en tension o com- 
presion, de manera arbitraria se dibujaron las tres fuerzas alejandose 
del cuerpo libre como si los elementos estuvieran en tension. 


'En el an&lisis de ciertas annaduras, se pasaii secciones que intersectan a mils de tres 
elementos; entonces se pueden detenninar las fuerzas en uno, o posiblemente en dos, de 
los elementos intersectados si se pueden encontrar ecuaciones de equilibrio que involucren 
unicamente a una incognita {v£anse los problemas 6.60 a 6.63). 


El hecho de que el cuerpo rigido ABC esta en equilibrio se puede 
expresar con trcs ecuaciones, las cuales pueden resolverse para encon- 
trar tres fuerzas descon ocidas. Si solo se desea determ in ar la fuerza 
F bd , s6lo se necesita escribir una ecuacion, siempre y cuando dicha 
ecuacion no contenga a las otras incdgnitas. Por tanto, la ecuackSn 
SA//. = 0 proporciona el valor dc la magnitud F BD de la fuerza 
(figura 6.16/;). Un signo positivo en el resultado indicara que la su- 
posicion original en relacidn con el sentido de F BD fue correcta y que 
el elemento BD esta en tension; un signo negativo indicara que la su- 
posicion original fue incorrecta v que BD esta en compresidn. 

Por otra parte, si solo se desea encontrar la fuerza F C e> se debe es- 
cribir una ecuacion que no involucre a F HI) o a F flK ; en este caso, la ecua- 
ci6n apropiada es SAf# = 0. Un signo positivo para la magnitud F CE de 
la fuerza deseada muestra que la suposicidn hecha fue correcta, esto es, 
que el elemento est£ en tension y un signo negativo indica que la supo- 
sicion fue incorrecta, esto es, que el elemento esta en compresidn. 

Si s6lo se desea encontrar la fuerza F HE , la ecuacicSn apropiada es 
2F f/ = 0. De nuevo, a partir del signo del resultado se determina si el 
elemento esta en tensidn o en compresidn. 

Cuando se determina unicamente la fuerza de un solo elemento, 
no se tiene disponible una forma independiente de comprobar los 
c&leulos realizados. Sin embargo, cuando se han deter minado todas las 
fuerzas desconocidas que actiian sobre el cuerpo lib re, se pueden ve- 
rificar los calculos escribiendo una ecuaeidn adicional. Por ejemplo, si 
Fbd> F P£ y F ce se deter mi nan de la manera senalada en los parrafos 
anteriores, los calculos pueden comprobarse verificando que 2F r = 0. 

*6.8. ARMADURAS FORMADAS POR VARIAS 
ARMADURAS SIMPLES 

Considere dos armaduras simples ABC y DEF. Si estas armaduras estan 
conectadas por tres barras BD , BE y CE, como se muestra en la figura 
6.17a, entonces formaran en conjunto una armadura ngida ABDF. Las 
annaduras ABC y DEF tambien se pueden combinar en una sola arma- 
dura rigida uniendo los nodos B y D en un solo nodo B y conectando los 
nodos C y E por medio de una barra CE (figura 6.17 b). La armadura que 
se ob tiene de esta forma se conoce como una armadura Fink. Se debe 
senalar que las armaduras de la figura 6.17a v h no son armaduras sim- 
ples; 6stas no se pueden construir a partir de una armadura triangular a 
la que sc agregan sucesivamente pares de elementos en la forma descri- 
ta en la seccion 6.3. Sin embargo, estas annaduras son ngidas, como se 
verifica al comparar los sistemas de conexiones empleados para rnante- 
ner juntas las armaduras simples ABC y DEF (tres barras en la figura 
6.17a y un pemo y una barra en la figura 6.17 b) con los sistemas de apo- 
yos presen tados en las secciones 4.4 y 4.5. Las armaduras que estin he- 


6.8. Armaduras formadas por varias 305 
annaduras simples 



Figura 6.16 b(repetida) 



Figura 6.17 
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Flgura 6.18 


chas a partir de varias armaduras simples conectadas rigidamente sc eo- 
nocen como armaduras compuestas. 

En una armadura compuesta, el niimero de elementos m y el nu- 
mero de nodos n aiin estan relacionados por la fdrmula m = 2 n - 3. 
Esto puede corrohorarse observando que, si una armadura compuesta 
estd apovada por un pemo sin friceion y un rodillo (involucrando asi 
tres reacciones descon ocidas), el niimero total de incognitas es m + 3 
y dicho niimero debe ser igual al niimero 2 n de ecuaciones que se ob- 
tieneri al expresar que los n pernos estan en equilibrio; por tanto 
se concluye que rn = 2n — 3. Las armaduras compuestas que estan 
apoyadas por un pemo y un rodillo, o por un sistema equivalente de 
apoyos, son estdticamente determinadas , rigiclas v completarnente res - 
tringidas. Esto se refiere a que todas las reacciones desconocidas y las 
fuerzas en todos los elementos pueden determinarse mediante los md- 
todos de la estdtica y que la amiadura no se colapsard ni se movera. 
Sin embargo, no todas las fuerzas en los elementos se pueden deter- 
minar por el metodo de los nodos, a monos que se resuelva un gran 
niimero de ecuaciones simultdneas. Por ejemplo, en el easo de la ar- 
madura compuesta de la figura 6.17 a, es mas eficiente pasar una sec- 
cidn a travds de los elementos BD , BE v CE para determinar las fuer- 
zas en los mismos. 

Ahora suponga que las armaduras simples ABC y DEF estan co- 
nectadas por cuatro barras BD , BE , CD v CE (figura 6.18). Ahora, el 
niimero de elementos m es mayor que 2n — 3; por tanto, resulta una 
armadura hiperestdtica y se dice que uno de los cuatro elementos BD , 
BE, CD , o CE es redundante . Si la armadura esta apoyada por un per- 
no en A y por un rodillo en F , el niimero total de incognitas es m + 3. 
C'omo m > 2n — 3, ahora el niimero rn + 3 de incognitas es mayor que 
el niimero 2n de ecuaciones independientes que se tienen disponibles; 
en consecueneia, la armadura es estdticamente indeterminada. 

Por ultimo, supongase que las dos armaduras simples ABC y DEF 
estan unidas por un pemo, como se muestra en la figura 6.19a. El nu- 
mero de elementos m es men or que 2 n — 3. Si la armadura esta apo- 
yada por un pemo en A v un rodillo en F, el niimero total de incogni- 
tas es rn + 3. Como m < 2n — 3, ahora el niimero m + 3 de inedgnitas 
es menor que el niimero 2n de ecuaciones de equilibrio que se deben 
cumplir; por tanto, la armadura no es rigida y se colapsara bajo su pro- 
pi o peso. Sin embargo, si se usan dos pernos para apovarla, la armadu- 
ra se vuelve rigida y no se colapsar^ (figura 6.19fc). Ahora se observa 
que el niimero total de incognitas esm + 4 y es igual al niimero 2n de 
ecuaciones. En tdrminos mas generates, si las reacciones en los apoyos 
involucran r inccignitas, la condicidn para que una armadura compues- 
ta sea estdticamente determinada, rigida y por completo restringida es 
m + r = 2n. Sin embargo, aunque esta condicion es necesaria, no es 
sufleiente para el equilibrio de una estructura que deja de ser rigida 
cuando se separa de sus apoyos (vease seccidn 6.11). 




a ) 


b) 


Figura 6.19 


MUdk 98 kips 

1 1 

PROBLEMA RESUELTO 6.2 

A 1C E 1G 1 K * ? kips 

fft ^ 

Determine la fuerza en los elementos FF y Gl dc la armadura mostrada en 
la figura. 

1 8ft 8ft 1 8ft 8ft 1 Sft 


' ■ 


10 ft 


iS kips 

£ lc f 



8ft ' 8 ft 


' 8 ft ’ 1 8 ft 


8 ft 


soluci6n 

-■■■■! J ' s Cuerpo librc: armadura com pi eta. Se dibuja im diagram a de cuer- 
po libre de toda la armadura; las arm ad liras extern as que actuan sobre este 
cuerpo libre consisten en la 5 cargas aplicadas y las reacciones en B y J. Se 
escriben las siguientes ecuaciones de equilibrio. 

+ p j2Af* = 0: 

—(28 kips.)(8 Ft) — (28 kips)(24 ft) — (16 kips)(10 ft) + /(32 ft) = 0 

J = +33 kips J = 33 kipsf 


2H kips 28 kip! 

A lc £ 


►£F, = 0: By + 16 kips = 0 


9K 


mb 


ril hi , . . 

/fci / K itykips 


B x = —16 kips B r = 16 kips* 


T ~~TZrfH -r i i l (28 kips)(S 


■O.v/rY- 


I r, Idpt 


lc 


]6 kips 



D 


r PF 


ioft tn . 


"j f„i 
1— 8ft 



kips)(24 ft) + (28 kips)(8 ft) — (16 kips)( 10 ft) — By (32 ft) = 0 

By = +23 kips B f/ = 23 kipsj 


Fucrza en el elemento EF. Se pasa la seccion nn a trav^s de la ar- 
madura de manera que solo interseque ai eleinento EF v a otros dos elemen- 
tos adicionales. Despues de que se han removido los elementos interseca- 
dos, la porcidn del lado izquierdo de la armadura se selecciona coino el cuerpo 


1*7 r. libre. Se observa que estan involueradas tres incognitas; para eliminar las dos 


fuerzas horizontales, se escribe 

+ | EF y = 0: +23 kips — 28 laps — Fpp = 0 

F/.;/.* = -5 kips 

El sentido de F ef se selecciond suponiendo que el elemento EF esta en ten- 
sion; el signo negativo obtenido indica que en realidad el elemento esta en 
compresion. 

Ff f — 5 kips C <9 


16 kips 


Fucrza en el elemcnlo HI. Se pasa la secci6n mm a t raves de la ar- 
madura de manera que solo interseque al elemento GI y a otros dos elemen- 
tos adicionales. Despues de que se han removido los elementos interseca- 
dos, se selecciona la porcion del lado derecho de la armadura como el cuerpo 
libre. Otra vez estan involueradas tres fuerzas desconocidas; para eliminar las 
dos fuerzas que pasan a travOs del punto H se escribe 

+12A/// = 0: (33 kips) (8 ft) - (16 kips)(10 ft) + F c;/ (10 ft) = 0 

F C i == -10.4 kips F (:/ = 10.4 kips C ^ 
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PROBLEMA RESUELTO 6.3 




Determine la fuerza en los elementos FH, GH y GI de la armadura para 
techo mostrada en la figura. 


5 k.N 5 k\ 5 k\ 

6 panels 5 m = 30 m 


+ = 0 : 

(7.50 kN)(15 m) - (1 kN)(10 m) - (1 kN)(5 m) + ( F fh cos a)(8 m) = 0 

F fh = — 13.81 kN F fh - 13.81 kN C ◄ 


28.07° 


Fuerza en el elemento GH. Frimero se observa que 

tan 0 = 777 = = 0.9375 0 = 43.15 

HI |(8 m) 


750 k\ 


1 kN 


Entonces, el valor de F C;H se determina descomponiendo la fuerza F C w en 
sus componentes x y y en el punto G y al resolver la ecuaci6n 2M L = 0. 


it 


i it 


•I iZMt = o 

50 kN 


(1 kN)(10 m) + (1 kN)(5 m) + (F gh cos /3)(15 m) = 0 

Fch = -1.371 kN F C u = 1.371 kN C ◄ 


I 'cm 




SOLUCION 

Cuerpo libre: armadura completa. A partir del diagrama de cucr- 
po libre para toda la armadura se encuentran las reacciones en A y L: 


7,50 kN 


I kN? 

1 k\ 

I kN 

a - 


L = 7.50 kN t 


= 0.5333 oi = 28.07 c 


Fuerza cn el elemento Gl. Se pasa la seccirtn nn a trav6s de la ar- 
madura, como se muestra en la figura. Con el uso de la portion HLI de la 
armadura como el cuerpo libre, se obtiene el valor de F GI al escribir 

4-^SMh - 0: (7.50 kN)(10 m) - (1 kN)(5 m) - F c/ (5.33 m) - 0 

F 0 i = +13.13 kN F (;/ = 13.13 k\ T ◄ 


7 50 kN 

Fuerza en el elemento FH. El valor de F fh se obtiene a partir de la 
ecuacion 2 M c = 0. Se mueve F fij a lo largo de su linea de action hasta que 
actue en el punto F, donde se descompone en sus componentes x y y. Ahora, 
el momento de F F[I con respecto al punto G es igual a ( F fh cos a)(S in). 


Se observa que 


28.07° 


tan a — 


= 12.50 kNf 

FG = 8 m 
GL 15 m 



RESOLUCIO N DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


El rnetodo de los nodos es el mejor m^todo cuando se desean determinar las fuerzas 
en todos los elementos de una armadura simple. Sin embargo, el rnetodo de secciones 
descrito en esta seccion es mas eficiente cuando se desea encontrar la fuerza en un so- 
lo elemento o las fuerzas en pocos elementos de una armadura simple. El mctodo de 
secciones tambten debc emplearse cuando la armadura no es una armadura simple. 

A. Para determinar la fuerza en un elemento dado de una armadura por el 
rnetodo de secciones, se deben seguir los siguientes pasos: 

/. Dibujar un diagrama de ctierpo libre de toda la armadura y utilizar di- 
cho diagrama para determinar las reacciones en los apoyos. 

2. Pasar una seccion a traces de ires elementos de la armadura , de los cuales 
debe ser el elemento de interns. Despues de que se han removido estos elemen- 
tos, se obtendran dos porciones separadas de la armadura. 

3. Seleccionar una de las dos porciones de la armadura que se han obte- 
nido ij dibujar su diagrama de ctierpo libre. Dieho diagrama debe incluir tan- 
to a las fuerzas extemas aplicadas sobre la porcion selcccionada, como a las fuer- 
zas ejercidas sobre esta ultima por los elementos intersccados antes de que dichos 
elementos fueran removidos. 

4. Ahora se ptieden escribir ires ecuaciones de equilibrio , las cuales se pueden 
resolver para encontrar las fuerzas en los tres elementos intersecados. 

5. Una alternativa consiste en escribir una sola ecuacion , la cual pueda rc- 
solversc para la fuerza en el elemento de interns. Para esto, primero se debe ob- 
server si las fuerzas ejercidas sobre el cuerpo libre por los otros dos elementos son 
paralelas o si sus lmeas dc accion se intersecan. 

a) Si las fuerzas son paralelas > dstas se pueden eliminar escribiendo una 
ecuacion de equilibrio que involucre componentes en una direccion perpendicular 
a la de esta s dos fuerzas. 

h) Si sus lineas de accion se intersecan en un punto ff, estas fuerzas pue- 
den eliminarse escribiendo una ecuacion de equilibrio que involucre momentos con 
resjrecto a H. 

6. Se debe recordar que la seccion que se utilice debe intersecar solo a tres 
elementos. Esto se debe a que las ecuaciones de equilibrio en el paso 4 solo se re- 
suelven para tres incognitas. Sin embargo, se puede pasar una seccion a travds de 
mas de tres elementos con el fin de encontrar la fuerza cn uno de los mismos, siem- 
pre y cuando se pueda escribir una ecuacion de equilibrio que contenga solo a di- 
cha fuerza como incognita. Este tipo de situacidn especial se encontrara en los pro- 
blemas del 6.60 al 6.63. Por otro lado, a pesar de que el mctodo de los nodos ha 
sido considerado en forma separada del rnetodo de secciones, se debe tener en 
cuenta que estas dos tecnicas se pueden usar en forma secuencial para determinar 





la fuerza en el elemento dado de una armadura, euando la fuerza no puede ser de- 
terminada usando una sola seccidn. 

B. En los problemas 6.64 al 6.67 se pedira calcular las fuerzas de tensi6n en los 
contravientos activos de las armaduras (las fuerzas en los otros contravientos son 
iguales a cero). Para determinar las fuerzas en cada par de contravientos, se 
comienza por determinar las reacciones en los soportes para despu^s pasar una sec- 
cion a trav6s de la armadura, la cual pasa por el par de contravientos. Despues de 
seleccionar la porci6n de armadura que sera analizada y de dibujar su diagrama 
de cuerpo libre, se debe suponer cual contraviento esta actuando v se debe usar 
una ecuaci6n de equilibrio para determinar la fuerza en ese contraviento. Si la fuerza 
es de tension, la suposicion fue correcta; si no, el analisis debe repetirse suponiendo 
que el otro contraviento integrante del par es el que estd activo. Sin embargo, a 
menudo se puede deducir cual es el contraviento activo al examinar el diagrama de 
cuerpo libre, puesto que una sumatoria mental de las fuerzas externas (cargas v 
reacciones en los soportes) indicard cual contraviento debe actual para que exista 
el equilibrio (recordando que la fuerza en un contraviento solo puede ser de ten- 
si6n). 

C. En relacion con las armaduras que estdn completamente restringidas y 
determinadas: 

1 . Se debe senalar que cualquier armadura simple que estd simplemente 
apoyada es una armadura completamente restringida v detenninada. 

2. Para determinar si cualquier otra armadura es completamente restrin- 
gida y determinada o no, primero se debe eontar el numero m de sus elemen- 
tos, el numero n de sus nodos y el numero r de las componentes de reaccirtn en 
sus apoyos. Entonces, se debe comparar la suma w + r, que representa el nume- 
ro de incognitas, con el producto 2 n, que representa el mimero de ecuaciones de 
equilibrio independientes que se tienen disponibles. 

a) Si m + r < 2n> hay menos inc*6gnitas que ecuaciones. Por tanto, algunas de 
las ecuaciones no se cumplen; la armadura s6lo estd parcialmente restringida. 

b) Si m + r > 2n, hay mds inedgnitas que ecuaciones. Por tanto, no se pue- 
den determinar algunas de las inedgnitas; la annadura es mdeterrninada. 

c) Si m + r — 2n , hay tantas inc6gnitas como ecuaciones. Sin embargo, esto 
no significa que pueden determinarse todas las incognitas v cumplirse todas las 
ecuaciones. Para establecer si la armadura es cornpleta o impropiamente restringi- 
da se debe tratar de determinar las reacciones en sus apoyos y las fuerzas en sus 
elementos. Si todas se encuentran, la armadura es completamente restringida y de- 
tenninada. 


Problemas 


6.42 U na armadura para piso se carga en la forma que muestra la fi- 
gura. Determine la fuerza presente en los elementos CF, EF y EG. 

6.43 Una armadura para piso se carga cn la forma que muestra la fi- 
gura. Determine la fuerza presente en los elementos FI , HI y HJ. 

6.44 Una armadura abovedada para techo se carga como indica la fl- 
gura. Determine la fuerza presente en los elementos BD, BE y CE. 



250 lb 500 lb 500 !b 375 lb 250 lb 250 lb 125 lb 


Figure P6.42 y P6.43 



6.45 Una armadura abovedada para techo se carga en la forma que 
muestra la figura. Determine la fuerza presente en los elementos GJ , IJ e 


IK. 


6.46 Una armadura Pratt de cuerdas paralelas se carga como indica la 
figura. Determine la fuerza presente en los elementos CE, DE y DF. 



6.47 Una armadura Pratt de cuerdas paralelas se carga en la forma 
que muestra la figura. Determine la fuerza presente en los elementos GI, GJ 
y HJ. 

6.48 Una armadura Howe tipo tijera para techo se carga como indica 
la figura. Determine la fuerza presente en los elementos DF, DG y EG. 

6.49 Una armadura Howe tipo tijera para techo se carga en la forma 
que muestra la figura. Determine la fuerza presente en los elementos G/, HI 
y HJ . 


2 k\ 



Figura P6.48 y P6.49 
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6.50 Una armadura Fink para techo se carga como indica la figura. 
Determine la fuerza presente en los elementos BD , CD y CE. 



6.51 Una armadura Fink para techo se carga como indica la figura. 
Determine la fuerza presente en los elementos FH, FG y EG. 

6.52 Una armadura para techo se carga en la forma que muestra la fi- 
gura. Determine la fuerza presente en los elementos CE, DE y EF. 



Figura P6.52 y P6.53 


6.53 Una armadura para techo $e carga como indica la figura. Deter- 
mine la fuerza presente en los elementos Cl, Hie IJ. 

6.54 Una armadura para techo se carga en la forma que muestra la fi- 
gura. Determine la fuerza presente en los elementos FH , GJ y Cl. 



Figura P6.55 


Figura P6.54 


6.55 Una armadura de b6veda corrida se carga en la forma que mues- 
la figura. Si la longitud de las cuerdas inferiores DF, FH, . . . , y pS es 
de 3 ft, determine la fuerza presente en los elementos IK , JL v JM. 


6.56 Una armadura abovedada para techo se carga como indica la fi- 
gura. Determine la fuerza presente en los elementos BE, CE y DF. 
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Figura P6.56 y P6.57 


6.57 Una armadura abovedada para techo se carga como indica la fi- 
giira. Determine la fuerza presente en los elementos HJ, IJ y Gl. 

*6.58 Una armadura arqueada para techo se carga como indica la fi- 
gura. La longitud de todas las cuerdas exteriores, AC, CE, . . . , y OQ> es de 
1 m y la de las almas AB, CD , EF, . . . , y RQ es de 0.4 rn. Determine la 
fuerza presente en los elementos CE, CF v DF. (Sugerencia: Las cuerdas in- 
teriores y exteriores en cada panel de la armadura no son paralelas.) 

*6.59 Una armadura arqueada para techo se carga como indica la fi- 
gura. La longitud de todas las cuerdas exteriores, AC, CE, . . . , y OQ , es de 
1 m y la de las almas AB , CD, EF, . . . , y B() es de 0.4 m. Determine la 
fuerza presente en los elementos Gl, GJ e IJ. ( Sugerencia : Las cuerdas in- 
teriores y exteriores en cada panel de la armadura no son paralelas.) 



Figura P6.58 y P6.59 


6.60 Para la armadura mostrada en la figura determine la fuerza pre- 
sente en los elementos DC y FH . { Sugerencia : Use la seccion aa.) 



Figura P6.60 y P6.61 


6.61 Para la armadura mostrada en la figura, determine la fuerza pre- 
sente en los elementos IL , GJ v HK. {Sugerencia: Comience con los pemos 
Z y J y despues use la seccion bb.) 

6.62 Para la armadura mostrada en la figura, determine la fuerza pre- 
sente en los elementos IK y HK. ( Sugerencia : Use la seccidn aa.) 

6.63 Para la armadura mostrada en la figura, determine la fuerza pre- 
sente en los elementos FI y EG. ( Sugerencia : Use la secci6n bb.) 



Figura P6.62 y P6.63 
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Figura P6.64 
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6.64 Los elementos diagonales del panel central de la armadura mos- 
trada en la figura son muv ligeros y s6lo pueden actuar en tensi6n; estos ele- 
mentos se conocen corno contravientos. Determine la fuerza presente en los 
elementos BD y CE y en el contraviento que actua cuando V = 12 kN. 

6.65 Resuelva el problema 6.64 cuando F = 6 kN. 

6.66 y 6.67 Los elementos diagonales de los paneles situados al cen- 
tro de la armadura que muestra la figura son muv ligeros y solamente pue- 
den actuar en tension; estos elementos se conocen como contravientos. Pa- 
ra his cargas mostradas, determine la fuerza presente en el elemento DE y 
en los contravientos que estan actuando. 



Figura P6.66 


Figura P6.67 


6.68 Los elementos diagonales OF v DE de la armadura que muestra 
la figura son muy ligeros y solamente pueden actuar en tension; tales ele- 
mentos son conocidos como contravientos. Determine la fuerza presente en 
los elementos CF y DE y en el contraviento que actua cuando F = 0. 



Figura P6.68 y P6.69 


6.69 Los elementos diagonales EH y FG de la armadura que muestra 
la figura son muy ligeros y solamente pueden actuar en tension; tales ele- 
mentos son conocidos como contravientos. Determine la fuerza presente en 
los elementos EG y FH y en el contraviento que actua cuando P = 40 kN. 


6.70 a 6,75 Clasifique las estructuras mostradas en cada figura como Probiemas 3J5 

completa, parcial o impropiamente rcstringidas; si la estruetura es comple- 
tamonte restringida, clasifiquela como estdtieamente determinada o indeter- 
minada. (Todos los elementos pueden actiiar tanto en tensidn como en com- 
prcsidn.) 

















Figura P6.75 


316 Analisis de estmcturas 


ARMAZONES Y MAQUINAS 


6.9. ESTRUCTURAS QUE CONTIENEN ELEMENTOS 
SUJETOS A FUERZAS MULTIPLES 


D 




Bajo la denominacidn de armaduras, bastidores o armazones se con- 
sideran estructuras totalmente constituidas por pernos v elementos 
rectos sujetos a la accion de dos fuerzas. Se sabia que las fuerzas que ac- 
tuaban sobre los elementos estaban dirigidas a lo largo dc los mismos. 
Ahora se consideraran estructuras en las cuales por lo menos uno de los 
elementos es un elemento sujeto a la accion de fuerzas multiples , esto 
es, un elemento sobre el que actuan trcs o mas fuerzas. En general, di- 
chas fuerzas no estaran dirigidas a lo largo de los elementos sobre los 
cuales actuan; su direccidn es desconocida y, por tanto, se deben repre- 
sentar por dos componentes desconocidas. 

Los armazones v las maquinas son estructuras que contienen elemen- 
tos sometidos a la accion de varias fuerzas. Los armazones estan disena- 
dos para soportar cargas y son estructuras estacionarias totalmente restrin- 
gidas. Las maquinas estan disenadax para transmitir v modificar fuerzas; 
estt is pueden o no ser estacionarias y siempre tendran partes mdviles. 

6.10. ANALISIS DE UN ARMAZON 

Como un primer ejemplo del analisis de un armazrin, se retoinar& el 
ejemplo de una gnia (pie soporta determinada carga W que va fue des- 
crito en la seccion 6.1 (figura 6.20(2). El diagrama de cuerpo libre para 
la estructura completa se muestra en la figura 6.20B. Este diagrama se 
puede utilizar para determinar las fuerzas externas que actuan sobre la 
estructura. Primero, al sumar momentos con respecto a A, se detemii- 
na la fuerza ejercida por el cable; entonces, si se suman componentes x 
y y se determinan las componentes A v v A,, de la reaccion en el pemo A. 

Con el fin dc determinar las fuerzas intemas que mantienen unidas 
a las diversas partes del armazdn, este se debe desensamblar v dibujar un 
diagrama de cuerpo libre para cada una de las partes que la constituyen 
(figura 6.20c). Primero se deben considerar los elementos sometidos a la 
accion de dos fuerzas. En este armazon, el elemento BE es el unico sobre 
el que actuan dos fuerzas. Las fuerzas que actuan en cada uno de los ex- 
tremos de este elemento deben tener la misma magnitud, la misma lfnea 
de accion y sentidos opuestos (seccion 4.6). Por tanto, dichas fuerzas es- 
t&n dirigidas a lo largo de BE v se rep resen tariin, respectivamente, por 
Fa/; v — F B £. De rnodo arbitrario, se supondra que su sentido es como se 
muestra en la figura 6.20c; despues, el signo obtenido para la magnitud 
comun Puk de estas dos fuerzas confirm ar^ o negar& esta suposicidn. 

Enseguida se consideran los elementos sometidos a la accion de 
varias fuerzas, los elementos sobre los que actuan tres o unis fuerzas. 
De acuerdo con la tercera ley de Newton, la fuerza ejercida en B por 
el elemento BE sobre el elemento AD debe ser igual v opuesta a la 
fuerza F H k ejercida por AD sobre BE. En forma similar, la fuerza ejer- 
cida en E por el elemento BE sobre el elemento CF debe ser igual v 
opuesta a la fuerza ejercida por CF sobre BE. Por tanto, las fuer- 

zas que el elemento sorrietido a la accion de dos fuerzas BE ejerce so- 
bre AD y CF son iguales, respectivamente, a — F BE y F Bl r, estas fuer- 
zas tienen la misma magnitud F BE y sentidos opuestos y deben estar 
dirigidas como se muestra en la figura 6.20c. 

Dos elementos sometidos a la accion de varias fuerzas estan co- 
nectados en C. Como no se conocen ni la magnitud ni la direccion de 


Figura 6.20 


las fuerzas que actuan en C, dichas fuerzas se representaran por sus 
componentes x y y. Las componentes C t y C TJ de la fuerza que actua 
sobre el elemento AD serdn dirigidas de manera arbitraria hacia la de- 
recha y hacia arriba. De acuerdo con la tercera ley de Newton, las fuer- 
zas ejercidas por el elemento CF sobre AD y las fuerzas ejereidas por 
el elemento AD sobre CF son iguales y opuestas, las componentes de 
la fuerza que actua sobre el elemento CF deben estar dirigidas hacia 
la izquierda y hacia abajo; dichas componentes se representaran, res- 
pectivamente, por — C r y — C tJ . Si la fuerza C x en realidad esta dirigi- 
da hacia la derecha y la fuerza — C x hacia la izquierda se determinant 
despu&s, a parti r del signo de su magnitud comun C r , un signo positi- 
vo indicar& que la suposicion hecha fue correcta v un signo negativo 
indicara que la suposicion fue incorrecta. Los diagramas de cuerpo li- 
bre de los elementos sujetos a la accidn de fuerzas multiples muestran 
las fuerzas extemas que actuan en A, D y F. 1 

Ahora se pueden determinar las fuerzas intemas considerando el 
diagrama de cuerpo libre de cualquiera de los dos elementos sometidos 
a la accion de varias fuerzas. Por ejemplo, seleccionando el diagrama de 
cuerpo libre correspondiente al elemento CF, se escriben las ecuacio- 
nes 2M C = 0, ZA fy = 0 y £F r = 0, las cuales proporcionan, respectiva- 
mente, los valores de las magnitudes F BE , C y y C x . Estos valores se pue- 
den comprobar verificando que el elemento AD tambien se encuentra 
en equilibrio. 

Se debe senalar que en la figura 6.20 se supuso que los pemos for- 
maban una parte integral de uno de los dos elementos que conectaban 
dichos pernos y, por tanto, no fue necesario dibujar sus diagramas de 
cuerpo libre. Esta suposicidn siempre se puede utilizar para simplificar 
el analisis de los armazones v las maquinas. Sin embargo, cuando un per- 
no conecta a tres o mas elementos, o cuando un perno conecta a un apo- 
yo v a dos o mas elementos o cuando se aplica una carga en un pemo de- 
be tomarse una decision clara con relaeion al elemento seleecionado al 
dial se supondra que pertenece el pemo. (Si son elementos sujetos a la 
accion de fuerzas multiples se debe unir el perno a uno de dichos ele- 
mentos.) Entonces, deben identificarse lasdiversas fuerzas ejercidas so- 
bre el perno. Esto se ilustra en el problema resuelto 6.6. 

6.11. ARMAZONES QUE DEJAN DE SER RIGIDOS CUANDO 
SE SEPARAN DE SUS SOPORTES 

La grua analizada en la seccidn 6.10 estaba construida de manera que 
podia mantener la misma forma sin la ayuda de sus apoyos; por tanto, se 
consider6 a la gnia como un cuerpo ngido. Sin embargo, muchos arma- 
zones o estructuras se colapsanan si se separan de sus apoyos; en conse- 
cuencia, dichos armazones no pueden considerarse como cuerpos rigi- 
dos. Por ejemplo, considere el armazon mostrado en la figura 6.21 a, el 
cual consta de dos elementos AC y CB que soportan, respectivamente. 

Wo es necesario utilizar un signo menos para distinguir a la fuerza ejcrcida por un ele- 
mento sobre otro de fuerza igual v opuesta ejercida por el segundo elemento sobre el prime- 
ro, puesto que ambas fuerzas pertenecen a diferentes diagramas de cuerpo libre v, por tan- 
to, no pueden eonfundirse fecilmente. En los problemas resueltos se usa el mis mo simbolo 
para representar a fuerzas iguales y opuestas que est&n aplicadas sobre distintos cuerpos li- 
bres. Se debe senalar que, bajo esta s circunstancias, el signo obtenido para una componen- 
te de fuerza dada no relaciona directamente el sentido de dicha eomponentc con el sentido 
del eje coordenado correspondiente. En lugar de esto, un signo positivo indica que el senti- 
do supuesto para esa componente en el diagrama de aierpo libre es correcto y un signo ne- 
gativo indica que dicho sentido es incorrecto. 


6.1 1 . Armazones que dejan de ser riqidos 317 
cuando se separan de sus sopories 


D C F. 



Figura 6.20c (repetida) 
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a) 

Figura 6.21 


a las cargos P y Q que actuan en los puntos medios de dichos elemcn- 
tos; los elementos estan soportados por pernos en A y B y estan conec- 
tados por medio de un perno en C. Este armazon no mantendra su for- 
ma si se separa de sus apoyos; por tanto, se debe considerar que esta he- 
cho de dos partes rigidas distintas AC y CB. 

Las ecuaciones 2F X = 0, 2F f , = 0 v 2M = 0 (con respecto a cual- 
quier punto dado) expresan las condiciones para el equilibrio de un cuer- 
po rigido (capitulo 4); por tanto, deben utilizarse en con junto con los dia- 
gramas de cuerpo libre correspondientes a cuerpos rigidos, es decir, los 
diagramas de cuerpo libre para los elementos AC y CB (figura 6.21 h). 
Como los dos elementos en cuestidn estan sujetos a la accidn de fuerzas 
multiples, y se emplean pemos en los apoyos y en la conexion, cada una 
de las reacciones en A y B v las fuerzas en C se deben representor por 
medio de dos componentes. De acuerdo con la tercera ley de Newton, 
las componentes de la fuerza ejercida por CB sob re AC v las componen- 
tes de la fuerza ejercida por AC sobre CB estaran representadas por vec- 
tores que tienen la rnisma magnitud v sentidos opuestos; por tanto, si el 
primer par de componentes esta constituido por C x v C, /5 el segundo es- 
tara representado por — C r y — C r Se observa que actuan cuatro com- 
ponentes de fuerzas desconocidas sobre el cuerpo libre AC, mientras 
que solo pueden emplearse tres ecuaciones independientes para expre- 
sar que dicho cuerpo esta en equilibrio; de manera similar, cuatro inedg- 
nitas estan asociadas con el cuerpo libre CB, pero solo se tienen tres 
ecuaciones independientes. Sin embargo, s6lo estan involucradas seis in- 
cognitas cliferentes en el an^lisis de los dos elementos v, en conjunto, es- 
tan disponibles seis ecuaciones para expresar que ambos elementos es- 
tan en equilibrio. Escribiendo = 0 para el cuerpo libre AC y 
= 0 para el cuerpo libre CB, se obtienen dos ecuaciones simultd- 
neas que pueden resolverse para la magnitud comun C x de las compo- 
nentes C x y — C r y para la magnitud comun C y de las componentes C r/ 
y — C , r Enseguida se escribe ^lF x = 0 v =* 0 para cada uno de los 
dos cuerpos fibres con el fin de obtener, sucesivamente, las magnitudes 
A r , Ay, B r y B, r 




Puesto (jue las fuerzas que actuan sobre el cueq^o libre AC satisfa- 
cen las ecuaciones de equilibrio 2F X = 0, 2F y = 0 v = 0 (con res- 
pecto a cualquier punto dado) se satisfacen por las fuerzas que actuan 
sobre el cuerpo fibre AC y debido a que dichas ecuaciones tambien se 
satisfacen por las fuerzas que actuan sobre el cuerpo fibre CB, ahora se 
puede observar que las tres ecuaciones de equilibrio tambien deben 
cumplirse cuando se con side ran simultdneamentc las fuerzas que actuan 
sobre los dos cuerpos fibres. Como las fuerzas internas en C se cancelan 
entre si, se concluye que las fuerzas extemas mostradas en el diagrama 
de cuerpo fibre para el propio armazdn ACB (figura 6.21c) del>en satis- 



a) 

Figura 6.21 (repetida) 



facer las ecuaciones de equilibrio, a pesar de que el arrnazon en anali- 
sis no es un cuerpo rigido. Dichas ecuaciones se utilizan para determi- 
nar algunas de las componentes de las reacciones en Ay B. Sin embar- 
go, tambien se concluye que no se pueden determinar par completo las 
reacciones a partir del diagrama de ctierjyo libre para el arrnazon com- 
pleto. Por tanto, es necesario desensamblar el armazdn y considerar los 
diagrarnas de cuerpo libre de las partes que lo constituyen (figura 6.21B), 
aun cuando s6lo se deseen determinar las reacciones externas. Lo ante- 
rior se debe a que las ecuaciones de equilibrio obtenidas para el cuerpo 
libre ACB son condiciones necesarias, pero no suficientes , para el equi- 
librio de una estructura que no es rigida. 

El metodo de solucion descrito en el segundo parrafo de la presen- 
te seccidn involucro ecuaciones simultaneas. A continuation se presenta 
un metodo mas eficiente, el cual utiliza tanto al cuerpo libre ACB como 
a los cuerpos libres AC y CB. Si se escribe XM* = 0 y XM B = 0 para el 
cuerpo libre ACB, se obtienen B y y A lf . Escribiendo XM< ; = 0, XF* = 0 
v = 0 para el cuerpo libre AC se obtienen, sucesivarnente, A x , C x y 
C tJ . Por ultimo, al escribir XF* = 0 para ACB, se obtiene B x . 

Se senald con anterioridad que el an&lisis del arrnazon de la figu- 
ra 6.21 involucra seis componentes de fuerzas desconocidas y seis ecua- 
ciones de equilibrio indepcndientes. (Las ecuaciones de equilibrio pa- 
ra el armaz6n completo se obtuvieron a partir de las seis ecuaciones 
originates y, por tanto, no son independientes.) Ademas, se corroboro 
que en realidad se podian determinar todas las incognitas v satis facer 
todas las ecuaciones. Por tanto, el armazdn considerado es estdticamen- 
te determinado y rigido. f En general, para determinar si una estructu- 
ra es estaticamente determinada y rigida, se debe dibujar un diagrama 
de cuerpo libre para cada una de las partes que la constituyen y con- 
tar el nuinero de reacciones y de fuerzas intern as que estan involucra- 
das. Tambien se debe determinar el numero de ecuaciones de equili- 
brio independientes (excluyendo las ecuaciones que expresan el equi- 
librio de la estructura completa o de grupos de partes componentes 
que ya se han analizado). Si hay mas incognitas que ecuaciones, la es- 
tructura es estaticamente indeterminada. Si hay menos inedgnitas que 
ecuaciones, la estructura no es rigida . Si hav tantas incognitas como 
ecuaciones v si se pueden determinar todas las incognitas tj satisfacer 
todas las ecuaciones bajo condiciones general es de carga, la estructura 
es estaticamente determinada y rigida. Sin embargo, si debido a un 
arreglo impropio de los elementos y apoyos no se pueden determinar 
todas las inc6gnitas ni satisfacer todas las ecuaciones, la estructura es 
estaticamente indeterminada y no es rigida. 


'La palabra rigido sc usa para indicar que el arrnazon mantendrd su forma mientras per- 
manezea unido a sus apoyos. 





En el armazon que se muestra en la figura, los elementos ACE y BCD es- 
t&n conectados por medio de un porno en C y por el eslab6n DE. Para la 
condicidn de carga niostrada, determine la fuerza en el e$Iab6n DE y las com- 
ponentes de la fuerza ejercida por los elementos BCD en C. 


Cuerpo librei armazon completo. Como las reaceiones extemas in- 
volucran s6lo tres incognitas , se calculan dichas reaceiones considerando el 
diagrama de cuerpo lib re para todo el armazon. 


A tJ - 480 N = 0 


A y = +480 N Ay = 480 N f 
— (480 N)(100 mm) -I- B(160 mm) = 0 

B = +300 N B = 300 N-> 

B + A r = 0 

300 N + A y = 0 A^ = -300 N A* = 300 \V- 


Elementos. Ahora se desensambla el armazon. Como s6lo dos ele- 
mentos est&n conectados en C, las componentes de las fuerzas desconocidas 


a = tan- 1 ~ = 28.07° que actuan sobre ACE y BCD son, respectivamente, iguales v opuestas y se 


supone que estan dirigidas como se muestra en la figura. Se supone que el 
eslabon DE esta en tensi6n y ejerce fuerzas iguales v opuestas en D y E y las 
cuales est£n dirigidas como muestra la figura. 


Cuerpo libre: elemento BCD. Con el cuerpo libre BCD , se escribe 


+'&M C = 0 : 

— (Fp K sen a) (250 mm) — (300 N)(80 mm) - (480 N)(100 mm) = 0 
Ede = -561 N = 561 N C ◄ 

-±>2F T =0: C x - F de cos a + 300 N = 0 

C x - (-561 N) cos 28.07° + 300 N = 0 C x = -795 N 
+ j2F y = 0: Cy — F de sen a — 480 N = 0 

Cy - (-561 N) sen 28.07° - 480 N = 0 C y = +216 N 


A partir de los signos obtenidos para C x y C y se concluye que las componen- 
tes de fuerza C r y C y ejercidas sobre el elemento BCD estan dirigidas, res- 
pectivamente, hacia la izquierda y hacia arriba. Asf se tiene 


C, = 795 NV-, Cy = 216 N’t < 


Cuerpo libre: elemento ACE (eomprobacion). Se comprueban los 
c£lculos considerando el cuerpo libre ACE. Por ejemplo. 


100 mm 


+^ZM a = (E dk cos a)(300 mm) + (E de sen a)(100 mm) - C x (220 mm) 
= (-561 cos a) (300) + (-561 sen a)(100) - (-795K220) = 0 


320 


m 


-3.6 m- 


PROBLEMA RESUELTO 6.5 

Determine las componentes de las fuerzas que actuan sabre cada elemento 
del armazon que se muestra en la figura. 


-4.8 m- 



SOLUClbN 

Cuerpo libre: armazon complelo. Como las reacciones externas in- 
volucran s61o tres incbgnitas, se calculan dichas reacciones considerando el 
diagrama de euerpo libre para el armazbn completo. 



+ '\'2M E = 0 : 
+ T2F y = 0: 
-±>2F r = 0: 


”(2400 \)(3.6 m) + F(4.8 m) = 0 
F= +1800 N 

-2 400 N + 1 800 N + E y = 0 
E y = +600 N 
£ T = 0 


F = 1 800 N T 

Ey =*600 N| 
E* = 0 


Elcmentos. Ahora se desensambla el armazdn; coino solo estiln co- 
nectados dos elementos en cada nodo, en la figura se muestran component 
tes iguales y opuestos sobre cada elemento en cada nodo. 

Cuerpo libre: elemento BCD 

+'\'LM b = 0: -(2400 X)(3.6 m) + C f/ (2.4 m) = 0 C tJ = +3 6(H) N ◄ 

+'\ZM C = 0: — (2 400 N)(1.2 m) + B y (2A vn) = 0 B y = + 1 200 N ◄ 

ASF* = 0: -B x + C x = 0 

Se observa que ni B x ni C x se obtienen considerando $61o al elemento BCD. 
Los valores positivos obtenidos para B t/ y C (J indican que las componentes de 
fuerza B fy y C y cst&n dirigidas como se supuso. 


Cuerpo libre: elemento ABE 

+ = 0 : 

ASF* = 0: 

+ T^F f/ = 0: 


B x (2.7 m) = 0 
+B X - A x = 0 
— Ay + By + 600 N = 0 
-Ay + 1 200 N + 600 N = 0 


B x — 0 ◄ 

A, = 0 ◄ 


Ay = + 1 800 N 


Cuerpo libre: elemento BCD. Ahora, regresando al elemento BCD 
se escribe 


son \ 


ASF r = 0: -B,+C x = 0 0 + C* = 0 


C % = 0 ◄ 


Cuerpo libre: elemento ACF (eomprobacidn). Ahora va se han de- 
terminado todas las componentes desconocidas; para comprobar los resulta- 
dos se verifica que el elemento ACF este en equilibrio. 

+^SM f; = (1 800 N)(2.4 m) - A y (2.4 m) - A x (2.7 m) 

= (1 800 N)(2.4 m) — ( 1 800 N)(2.4 m) — 0 = 0 (queda comprobado) 



PROBLEMA RESUELTO 6.6 

Una fuerza horizontal de 600 lb se aplica sobre el pemo A del armazon 
mostrado en la figura; determine las fuerzas que actiian sobre los dos ele- 
mentos verticales del armazon. 


-fift- 


htm II 



| 6 ft- 


MM> Hi 


7.5 ft 


F -12, 

F '" T?* 



D 


10 ft 



n 




2.5 ft 


r 12 - 

^3 F ' "| 


2.5 ft 



D- 


5 ft 


E, I (MXt III | l' v ■ I INN) lit 


SOLUCION 

Cucrpo libre: armazdn completo. Se selecciona al armaz6n corn- 
pleto on cuerpo libre; a pesar de que las reaeciones involueran a cuatro in- 
c6gnitas, se pueden determinar E y y escribiendo 

+*\1M e = 0: -(600 lb)(10 ft) + F y (6 ft) = 0 


+ TSF -0: 


F y = +1000 lb 
E y + F v = 0 
Ey= - 1 000 lb 


F ry = 1 000 lb | ◄ 

E tJ = 1 000 lb | ◄ 

Elemcntos. Las ecuaciones de equilibrio para el armazon complete 
no son suficientes para determinar E x y F x . Ahora se deben considerar los 
diagramas de cuerpo libre de los distintos elementos que constituyen al ar- 
mazon para continuar con la $oluci6n del problema. Al desensainblar el ar- 
maz6n, se supondra que el pemo A est;i unido al elemento sujeto a la accidn 
de varias fuerzas ACE y, por tanto, que la fuerza de 600 lb estci aplicada so- 
bre dicho elemento. Adem&s, tambien se debe senalar que AB y CD son ele- 
mentos sujetos a dos fuerzas. 

Cuerpo libre: elemento ACE 

+ T 2F„ = 0: ~^F ab + ± F cd - 1000 lb = 0 

1e = 0: -(600 lb)(10 ft) - (§F AB )(10 ft) - (fF CD )(2.5 ft) = 0 

Si se resuelven simultaneamente estas ecuaciones, se encuentra que 

F Aii = - 1 040 lb F cn = +1 560 lb ◄ 

Ixjs signos obtenidos indican que el sentido supuesto para F CD fue correcto 
y que el sentido supuesto para F AB fue incorrecto. Ahora, sumando compo- 
nentes x, 

-42F, = 0: 600 lb + §( - 1 040 lb) + {§( + 1 560 lb) + E x = 0 

E T = - 1 080 lb E, = 1 080 lb<— ◄ 

Cuerpo libre: armazon completo. Como ya se ha determinado E v se 
puede regresar al diagrama de cuerpo libre para el armaz6n completo y escribir 

-U2F r = 0: 600 lb - 1 080 lb + F x = 0 

F x = +480 lb F v = 480 ll>-> ◄ 

Cuerpo libre: elemento BDE (com probation). Se pueden compro- 
bar los c&lculos realizados verificando que las fuerzas que actuan sobre el 
elemento BDF satis facen la ecuacidn 'EM B = 0. 

+TSMa = -(t§F cu )( 2.5 ft) + (FJ( 7.5 ft) 

= -{Id 560 lb)(2.5 ft) + (480 lb)(7.5 ft) 

= —3600 lb • ft + 3600 lb • ft = 0 (queda eomprobado) 




RESOLUCIONDE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lecci6n se aprendio a analiz.ar armazones que contienen uno o mas elemen- 
t-os sujetos a la accion de fuerzas multiples. En los prohlernas propuestos que apa- 
recen a continuation se pedira calcular las reacciones extcrnas ejercidas sob re el 
armazon y las fuerzas internas que mantienen unidos a sus elementos. 

Cuando se resuelven problemas que involucran armazones que contienen uno o 
m£s elementos sujetos a la accion de fuerzas multiples, se deben seguir los siguien- 
tes pasos: 

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre del armazon completo. Se usa este 
diagrama de cuerpo libre para calcular, en la medida de Io posible, las reacciones 
en los apovos. (En el problema resuelto 6.6 solo se pudieron encontrar dos de las 
cuatro eomponentes de reaction a parti r del diagrama de cuerpo libre del armazon 
completo.) 

2. Desensamblar el armazon y dibujar un diagrama de cuerpo libre para 
cada uno de sus elementos. 

3 > Considerar primero a los elementos sujetos a dos fuerzas? se aplican fuer- 
zas iguales v opuestas a cada uno de los elementos sujetos a dos fuerzas en los pun- 
tos en que estos se conectan a otro elemento. Si el elemento sujeto a dos fuerzas 
es un elemento recto, dichas fuerzas estar&n dirigidas a lo largo del eje del elemen- 
to. Si en este momento no se puede decidir si un elemento esta cn tension o en 
compresibn, sc supone que el elemento esta en tensibn y se dirigen ami)as fuerzas 
haciafaera del elemento. Como estas fuerzas tienen la misma magnitud descono- 
cida, a ambas se les da el mismo nombre v, para evitar cualquier confusibn poste- 
rior, no se usa un signo positive) o un signo negativo . 

4. Despues se consideran los elementos sujetos a fuerzas multiples. Para ca- 
da uno de estos elementos, se muestran todas las fuerzas que actuan sobre el mis- 
ino, incluvendo las cargos aplicadas, las reacciones tj las fuerzas internas en las 
conexiones. Se debe indicar la magnitud y direccion de cualquier rcaccion o com- 
ponente de reaccion que sc encontro anteriormente a partir del diagrama de cuer- 
po libre para el armazon completo. 

a) Donde un elemento sujeto a fuerzas multiples esta conectado a un ele- 
mento sujeto a dos fuerzas , se debe aplicar al elemento sujeto a fuerzas multiples 
una fuerza igual y opuesta a la fuerza dibujada en el diagrama de cuerpo libre corres- 
pondiente al elemento sujeto a dos fuerzas, asignandole el mis mo nombre. 

b) Donde un elemento sujeto a fuerzas multiple s esta conectado a otro 
elemento sujeto a fuerzas multiples , se usan eomponentes horizontales y verti- 
cales para representar a las fuerzas internas que actuan en ese punto, puesto que 
ni la magnitud ni la direccion de dichas fuerzas es conocida. La direccion que se 
selecciona para cada una de las dos eomponentes de fuerza ejercidas sobre el primer 
elemento sujeto a fuerzas multiples es arbitraria, pero se deben aplicar eomponentes 
de fuerza iguales y opuestas representadas con el rnismo nombre del otro elemento 
sujeto a fuerzas multiples. No se debe usar un signo positivo o negativo . 




5. Ahora se pueden determinar las fuerzas intemas , al igual que aquellas reac - 
riones que aun no se han determinado. 

a) El diagrama de cuerpo libre de cada uno de los elementos sujetos a fuerzas 
multiples puede proporcionar tres ecuaciones de equilibria. 

b) Para simplificar la solution, se debe buscar una forma de eseribir una 
ecuacion que involucre a una sola incognita. Si se puede localizar un punto donde 
se intersequen todas las componentes de fuerza desconocidas excepto una , se ob- 
tendra una ecuacion con una sola incdgnita sumando momentos con respecto a di- 
cho punto. Si todas las fuerzas desconocidas son paralelas excepto una, se obten- 
dr£ una ecuacion con una sola incognita si se suman componentes de fuerza cn una 
direccion perpendicular a la de las fuerzas paralelas. 

c) Como la direccion de cada una de las fuerzas desconocidas se selec- 
ciono de manera arbitraria , no se puede determinar si la suposicidn hecha fue 
correcta hasta que $e haya completado la soluci6n. Para llevar a cabo esto, se debe 
considerar el signo del valor encontrado para cada una de las incognitas; un signo 
positivo signifiea que la direccion que se selecciono fue correcta ; un signo negative 
significa que la direccidn es opuesta a la direccidn que se supuso. 

6 . Para ser mas efectivo y eficiente a medida que se procede con la solucion, 
se deben observar las siguientes reglas: 

a) Si se puede encontrar una ecuacion que involucre a una sola incogni- 
ta, se debe eseribir esa ecuacion y resolverla para esa incognita. De inmediato se de- 
be reemplazar esa inc6gnita porel valor que se encontro en cualquier lugar que apa- 
rezea en los otros diagramas de cuerpo libre. Este proceso se debe repetir buscando 
ecuaciones de equilibrio que involucren a uria sola incognita hasta que se hayan de- 
terminado todas las fuerzas intemas v todas las reacciones desconocidas. 

b) Si no se puede encontrar una ecuacion que involucre a una sola in- 
cognita, se tendra que resolver un par de ecuaciones simultaneas . Antes de llevar 
a cabo esto, se debe verificar que se han mostrado los valores de todas las reac- 
ciones que se obtuvieron a parti r del diagrama de cuerpo libre para el armaz6n 
completo. 

c) El numero total de ecuaciones de equilibrio para el armazdn completo y 
para los elementos individuals sera mayor que el numero de fuerzas y reacciones 
desconocidas. Una vez que se han encontrado todas las reacciones y todas las fuerzas 
intemas, se pueden emplear las ecuaciones que no se utilizaron para comprobar la 
exactitud de los calculos realizados. 


Problemas 


6.76 Determine las componentes de toclas las fuerzas que actuan so- 
bre el elemento ABCD del ensamble que muestra la figura. 

6.77 Para el armazon y la carga mostrados cn la figura, determine la 
fuerza que actiia sobre el elemento ABC en a) B , h) C. 

6.78 Para el arma/6n y la carga mostrados en la figura, determine las 
componentes de todas las fuerzas que actuan sobre el elemento DECF . 



6.79 Resiielva el problema 6.78 suponiendo que la carga de 480 N se 
reemplaza por un par en el inismo sentido que las manecillas del reloj, con 
magnitud de 400 N • m aplicado al elemento DECF en el punto F. 

6.80 Un aro con radio de 8 in. est& unido mediante un pasador al pun- 
to A y se sostiene por medio de la barra BC } la cual se fija en el punto C con 
un collarfn que puede moverse a lo largo del aro. Para la posicitfn en que 
0 = 35°, determine a) la fuerza presente en la barra BC, b) la reaccion en A. 

6.81 Resiielva el problema 6.80 cuando 8 = —20°. 

6.82 Para el armazdn y la carga mostrados en la figura, determine las 
componentes de todas las fuerzas que actuan sobre el elemento ABCD . 



Figura P6.82 


6.83 Resiielva el problema 6.82 suponiendo que la carga de 180 N se 
reemplaza por un par de 60 N • m de magnitud, el cual actua en el mismo sen- 
tido que las manecillas del reloj y se aplica sobre el elemento CEF en el pun- 
to F. 



\-*~4 inr«-|-*-4 i 

Figura P6.76 


2 in. 2 in. 
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Figura P6.84 y P6.86 



Figura P6.88 



■4iX> mm 


Figura P6.89 y P6.90 


6.84 Determine las componentes de las reacciones en A y £ cuando se 
aplica una fuerza de 24 lb dirigida verticalmente hacia aba jo en a) B, b) D. 

6.85 Determine las componentes de las reacciones en A v E cuando se 
aplica una fuerza de 320 N dirigida verticalmente hacia abajo en a) B, b) D. 

6.86 Determine las componentes de las reacciones en A y E si el ar- 
rnazdn est£ cargado con un par de 192 lb • in. de magnitud, el cual actua en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj y se aplica en a) B, b) D. 



HX) mm 


6.87 Determine las componentes de las reacciones en A y £ si el ar- 
mazon esta cargado con un par de 1 20 N * m de magnitud, el cual actua en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj y se aplica en a) B. a) D. 

6.88 Si se aplica sobre el annaz6n un par que actua en el misrno senti- 
do que las manecillas del reloj y tiene magnitud de 180 lb • ft, determine to- 
das las fuerzas ejercidas sobre el elemento Al en a) el punto D , b) el punto E. 

6.89 La carga de 120 N que se muestra en la figura puede moverse a 
lo largo de su lfnca de acci6n y, por tanto, aplicarse en A, D o E. Determi- 
ne las componentes de las reacciones en B y F si la carga de 1 20 N se apli- 
ca en a) A, b) D , c) £. 

6.90 La carga de 120 N se elimina y un par de 48 N • m que actua en 
el mismo sentido que las manecillas del reloj se aplica, sucesivamente, en A, 
D y £. Determine las componentes de las reacciones en B v F cuando el par 
se aplica en a) A, b) D t c) E. 

6.91 a) Muestre que cuando un armazbn sostiene una polea en A, la 
carga equivalente del armazbn v de cada una de las partes que lo constitu- 
ven puede obtenerse quitando la polea y aplicando en A dos fuerzas iguales 
v paralelas a las fuerzas que ejerce el cable sobre la polea. b ) Muestre que 
si uno de Ios extremos del cable se Pija al armazbn en el punto tambien 
debe aplicarse en B una fuerza de magnitud igual a la tension presente en 
el cable. 



Figura P6.91 
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6.92 Dos tubos dc 10 in. de di£metro (tnbo / y tubo 2) se sostienen 
cada 10 ft mediante un armazon pequcno como el que se muestra en la fi- 
gnra. Si la masa combinada por unidad de longitud de cada tubo y su conte- 
nido es de 22 lb/ft y se suponen superficies sin friccidn, determine las com- 
ponentes de las reacciones en Ay E cuando a = 0. 

6.93 Resuelva el problema 6.92 cuando a = 14 in. 

6.94 Si la polea mostrada en la figura tiene un radio de 60 mm, de- 
termine las componentes de las reacciones en A y E. 



r = 5 in. 



6.95 Si la polea que muestra la figura tiene un radio dc 75 mm, de- 
termine las componentes de las reacciones en Ay B. 

6.96 El tractor y las unidades trail sportadoras mostradas en la figura 
se eonoctan mediante un perno vertical localizado 60 in. detr&s de las rue- 
das del tractor, y la distancia desde C hasta D es de 30 in. El centro de gra- 
vedad del tractor de 50 kips estd localizado en G m> mientras que los centros 
de gravedad de la unidad trail sportadora de 18 kips v de la carga de 16 kips 
se localizan, respectivamente, en G c y G/. Si el tractor esta en reposo sin apli- 
car sus frenos, determine a) las reacciones en cada una de las cuatro niedas, 
b) las fuerzas ejercidas sobre el tractor en C y D. 



210 \ 


Figura P6.95 



Figura P6.96 


6.97 Resuelva el problema 6.96 suponiendo que se elimina la carga de 
16 kips. 
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6.98 Para el armazon y la carga mostrados en la figura, determine las 
componentes de todas his fuer/as qne actuan sobre el elemento ABD. 



6.99 Para el armazon y la carga mostrados en la figura, determine las 
componentes de todas las fuer/as que actuan sobre el elemento GBEH. 



Dimensioned on mtn 

Figura P6.99 


6.1 00 Para el arniazdn y la carga mostrados en la figura, determine las 
componentes de las fuer/as que actuan sobre el elemento ABC en B y C. 




Figura P6.100 


4.5 in. 


6.1 01 Para el armaz6n v la carga mostrados en la figura, determine las 
componentes de las fuerzas que actuan sobre el elemento ABC en B v C. 
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-12 in.— | 


Figura P6.101 


6.102 Una mujer de 56 kg so para en el punto C de la cscalera plega- 
ble inostrada en la figura. La mitad del peso de la mujer es soportado por 
las patas que se observan en la vista lateral. Determine las componentes de 
la fuerza ejercida en E sobre la pata BE suponiendo que el borde inferior 
de cada pata no es paralelo al piso, por lo que se produce rodamiento en los 
puntos Ay B. No tome en cuentu la masa de la esealera, y suponga que el 
piso esta libre de friccion. 

6.1 03 Una mujer de 56 kg se para en el punto C de la esealera plega- 
ble inostrada en la figura. La mitad del peso de la mujer es soportado por 
las patas que se observan en la vista lateral. El borde inferior de cada pata 
no es paralelo al piso, por lo que puede producirse rodamiento de cuatro for- 
mas: en A y B, en A y B\ en A’ y B, o en A' v B'. No tome en cuenta la ma- 
sa de la esealera v suponga que el piso esta libre de friccion para determinar 
a) la combination de puntos de rodamiento para la que la fuerza en el ele- 
mento FG es m&xima, b) el valor eorrespondiente de la fuerza en FG. 

6.104 El eje del arco ABC con tres articulaciones es una panibola con 
vertice en B. Si P = 14 kips v Q = 21 kips, determine a) las componentes de 
la reaccidn en A ? h) las componentes dc la fuerza ejercida sobre el seemen- 
to AB en B. 




ft 

ft 


Figura P6.104 y P6.105 


6.105 El eje del arco ABC con tres articulaciones es una pardbola con 
vertice en B. Si P = 21 laps y Q = 14 kips, determine a) las componentes de 
la reaccion en A, b) las componentes de la fuerza ejercida sobre el segmen- 
to AB en B. 

6.106 Para el armazon y la carga mostrados en la figura, determine 
a) la reaccion en D, b) la fuerza en elemento BF, si P = 411 lb y Q = 0. 

6.107 Para el armazon y la carga mostrados en la figura, determine 
a) lu reaccion en D, fc) la fuerza en elemento BF, si P = 0 v Q = 274 lb. 
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Flgura P6.108 


6.108 Dos elementos paralelos, ABC y DEF, se colocan entre dos pa- 
redes y se conectan median te el eslab6n BE. Sin considerar la friccion entre 
los elementos y las paredes, determine el rango de valores de la distancia a 
para los cuales puede soportarse la carga P. 

6.109 a 6.111 El armazdn que se muestra en la figura consta de los 
elementos ABCD y EFGH , y de dos eslabones que conectan diclios elemen- 
tos. Para la carga dada, determine la fiierza presente en cada eslabbn. 



8(K) N 


Flgura P6.109 



800 IS, 


Flgura P6.110 




6. 112 Los elementos ABC y CDE se articulan en el punto C v se sos- 
tienen mediante los cuatro eslabones AF, BG , GD y EH. Para la carga mos- 
trada, detennine la fuerza presente en cada eslabon. 

6.113 Tres vigas de madera, cada una con longitud de 3 a y se clavan 
entre si para formar el sistema de soporte mostrado en la figura. Suponien- 
do que en las conexiones solo se ejercen fuerzas verticales, detennine las 
reacciones verticales en A, D y F. 



Figura P6.113 


Problemas 
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6.1 1 4 Cuatro vigas de madera, cada una con longitud de 2 a y se clavan 
entre si en sus puntos medios para formar el sistema de soporte mostrado 
en la figura. Si en las conexiones sdlo se ejercen fuerzas verticales, determi- 
ne las reacciones verticales en A, D, Ey H. 


A 



Figura P6.114 


6.115 a 6.117 Cada uno de los armazones que se muestran en la fi- 
gura consta de dos elementos en forma de L conectados mediante dos esla- 
bones rigidos. Para cada armazon, determine las reacciones en los apoyos e 
indique si es o no ngido. 



Figura P6.11 7 
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Fotografia 6.5 La l£mpara que se muestra 
puede colocarse en muchas posiciones. La 
fuerza en sus resortes y las fuerzas internas en 
sus nodos se pueden detenminar mediante la 
consideration de varios cuerpos libres. 


6.12. MAQUINAS 

Las m&quinas son estructuras disenadas para transinitir y modificar 
fuerzas. No importa si estas son herramientas simples o incluyen me- 
canismos complicados, su propdsito principal es transformar fuerzas de 
entrada en fuerzas de salida. Por ejemplo, considere unas pinzas de 
corte que se emplean para cortar un alambre (figura 6.22a). Si se apli- 
can dos fuerzas iguales y opuestas P y — P sob re sus mangos, estas ejer- 
ceran dos fuerzas iguales y opuestas Q y — Q sobre el alambre (figura 
6 . 22 /?). 



a) b) 

Flgura 6.22 


Para detenminar la magnitud Q de las fuerzas de salida cuando se 
conoce la magnitud P de las fuerzas de entrada (o a la inversa, para de- 
terminar P cuando se conoce Q) t se dibuja un diagrama de cuerpo libre 
de las pinzas por si solas, mostrando las fuerzas de entrada P y -P v las 
reacciones -Q y Q que el alambre ejerce sobre las pinzas (figura 6.23). 





Sin embargo, como las pinzas form an una estructura que no es rigida, se 
debe utilizar una de las partes que la constituyen como un cuerpo libre 
para poder determinar las fuerzas desconocidas. Por ejemplo, en la fi- 
gura 6.24a, si se toman momentos con respecto a A, se obtiene la rela- 
cion Pa = Qb , la cual define a la magnitud de Q en t£rminos de P o a la 
magnitud de P en tdrminos de Q. Se puede emplear el mismo diagrama 
de cuerpo libre para determinar las componentes de la fuerza interna en 
A; de esta forma, se encuentra que A x = 0 v A y = P + Q. 

En el caso de m&quinas m&s complejas, es necesario utilizar varios 
diagramas de cuerpo libre y> posiblemente, se tendr^n que resolver 
ecuaciones simultaneas que involucren fuerzas multiples internas. Los 
cuerpos libres se deben seleccionar de manera que incluyan a las fuer- 
zas do entrada y a las reacciones de las fuerzas de salida, v el nurnero 
total de componentes de fuerzas desconocidas involucradas no debe 
ser mayor que el nurnero de ecuaciones independientes que estan dis- 
ponibles. Antes de tratar de resolver un problema, es recomendable 
conocer si la estructura considerada es determinada o no. Sin embar- 
go, no tiene caso discutir la rigidez de una maquina puesto que 6sta 
incluye partes mdviles y, por ende, no debe ser rigida. 


Figura 6.24 



PROBLEMA RESUELTO 6.7 

Un elevador hidr&ulico se emplea para levantar una caja de 
1 000 kg. El elevador eonsta de una plataforma y dos eslabo- 
nes idOnticos sobre los cuales los cilindros hidraulicos ejercen 
fuerzas iguales. (En la figura solo se muestra uno de los cilin- 
dros y uno de los eslabones.) Cada uno de los elementos EDB 
y CG tienen una longitud de 2a y el elemento AD est& suje- 
to con un pemo en el punto medio de EDB . Si la caja se co- 
loca sobre la plataforma de modo que la mitad de su peso sea 
soportado por el sistema que se muestra, determine la fuer- 
za ejercida por cada cilindro para levantar la caja cuando 0 = 
60°, a = 0.70 my L = 3.20 m. Demuestre que el resultado 
obtenido es independiente de la distancia d. 


SOLUCION 

La maquina en consideration eonsta de la plataforma y del 
eslabOn. Su diagram a de cuerpo libre incluye una fuerza de 
entrada F DW ejercida por el cilindro, al peso ~W , y a reaccio- 
nes en E v G, cuyas direcciones se muestran en la figura. Co- 
mo est£n involucradas mas de tres incognitas, no se utilizara 
esto diagrama de cuerpo libre. Se desensambla el mecanismo 
V se dibuja un diagrama de cuerpo libre para cada una de las 
partes que lo constituyen. Se observa que AD, BC y CG son 
elementos sujetos a dos fuerzas. Ya se supuso que el elemen- 
to CG est& en compresiOn; ahora se supone que los elemen- 
tos AD y BC estan en tension y las fuerzas ejercidas sobre 
Ostos se dirigen como se muestra en la figura. Se utilizar&n 
vectores iguales v opuestos para representar las fuerzas ejer- 
cidas por los elementos sujetos a dos fuerzas sobre la plata- 
forma, sobre el elemento BDE y sobre el rodillo C. 


r 


T M> ' 


Cucrpo libre: platafonna ARC. 

— 0: Fad cos 0 = 0 Fad = 9 

+t2F;, = 0: B + C-{w = 0 B + C = ^VV 


( 1 ) 


Cuerpo librc: rodillo C. Se dlbuja un trtengulo de fuerzas y se ob- 
tiene F BC = C cot 0 


F, v; 



Cuerpo librc: elemento BDE. Recordando que Fad — 0, 

= 0; F dh cos (c f> - 90°)a — B( 2*z cos 0) — F BC (2a sen 6) = 0 
F vli a sen 0 - B(2a cos 0) - (C cot Q)(2a sen 0) = 0 
F oh sen <f> - 2(B + C) cos 0=0 

Recordando la ecuaci6n (1), se tiene que 

cos 0 

Fdh = W S 

sen 0 

y se observa que el result ado ohtenido es independwnte de d. 




Primero se aplica la ley de los senos al tri&ngulo EDH , se escribe 
sen 0 sen 0 EH 


EH DH 


sen 0 * _ . sen 9 
* DH 


(3) 


Ahora, con la ley de los cosenos se tiene que 

H (DH) 2 = a 2 + L 2 — 2aL cos 0 

= (0.70) 2 + (3.20) 2 - 2(0.70)(3.20) cos 60° 

(DH) 2 = 8.49 DH = 2.91 m 

Tambi^n se observa que 

W = mg = (1 000 kg)(9.81 m/s 2 ) = 9 810 N = 981 kN 

Sustituyendo en (2) el valor de sen 0 obtenido en (3) y con los datos num^ri- 
cos, se escribe 

Fdh = w f^ 001 e • (9 81 kN) firS cot 600 


F ull = 5.15 kN ◄ 



R E S O L UCI O N DE PR O B L E M A S 
EN FORMA IN DEPEN DIENTE 


Esta leccion estuvo dedicada al an&lisis de rnaquinas. Como dstas estiin disenadas para trans- 
mi tir o modificar fuerzas, siempre contienen partes moviles. Sin embargo, las rnaquinas que 
se consideraran aqrn siempre estar^n en reposo y se estara trabajando con el conjunto de 
fuerzas requeridas para mantener el equilibria de la mdquina. 

Las fuerzas conocidas que actuan sobre una rnaquina reciben el nombre de fuerzas de en- 
trada. Una mdquina transforma las fuerzas de entrada en fuerzas de salida, como las fuer- 
zas de corte aplicadas por las pinzas de la figura 6.22. I .as fuerzas de salida se determinan 
eneontrando las fuerzas iguales v opuestas a las fuerzas de salida que se deben aplicar so- 
bre la mdquina para mantener su equilibrio. 

En la leccion previa se analizaron armazones; ahora se utilizara casi el mismo procedimiento 
para analizar rnaquinas : 

/. Dibujar un diagrama de cuerpo libre de la mdquina completa y utilizarlo para 
determinar tantas fuerzas desconocidas ejercidas sobre la mdquina como sea posible. 

2. Desensamblar la mdquina tj dibujar un diagrama de cuerpo libre para cada uno 
de Ion elementos que la constituyen. 

3. Considere prime ro a los elementos sujetos a dos fuerzas , se aplican fuerzas igua- 
les y opuestas a cada uno de los elementos sujetos a dos fuerzas en aquellos puntos donde 
dstos se conectan a otros elementos. Si en este momento no se puede establecer si el ele- 
mento estd en tensidn o en compresidn, solo se supone que el elemento esta en tension y 
se dirigen ambas fuerzas hacia afuera del elemento . Como esta s fuerzas tienen la misma 
magnitud desconocida, a ambas se les asigna el mismo nombre . 

4. Despues se comideran los elementos sujetos a fuerzas multiples. Para cada uno 
de estos elementos se deben mostrar todas las fuerzas que actuan sobre el mismo, incluyendo 
cargas y fuerzas aplicadas, reacciones y fuerzas intemas en las conexiones. 

a) Donde un elemento sujeto a fuerzas multiples estd conectado a un elemento 
sujeto a dos fuerzas , se aplica a aquella fuerza igual y opuesta a la fuerza dibujada en el 
diagrama de cuerpo libre de este, asignandole el mismo nombre. 

b ) Donde un elemento sujeto a fuerzas multiples estd conectado a otro elemen- 
to sujeto a fuerzas multiples , se usan componentes horizontales y verticales para repre- 
sentar a las fuerzas intemas en dieho punto. Las direcciones que se seleccionan para cada 
una de las dos componentes de fuerza ejercidas sobre el primer elemento sujeto a fuerzas 
multiples son arbitrarias, pero se deben aplicar componentes de fuerza iguales y opuestas y 
con el mismo nombre al otro elemento. 

5. Se pueden escribir ecuaciones de equilibrio despues de que se han terminado los 
diagram as de cuerpo libre. 

a) Para simpliftcar la solution, siempre que sea posible se deben escribir y resolver 
ecuaciones de equilibrio que involucren a una sola inedgnita. 

b ) Como la direccidn de cada una de las fuerzas desconocidas se selecciono de 
manera arbitraria , al final de la solution se debc determinar si la suposicion fue correcta 
o no. Para esto se considera el signo del valor encontrado para cada una de las inedgnitas. 
Un signo positivo indica que la suposicion fue correcta y un signo negativo indica que la su- 
posicion fue incorrecta. 

6. Por ultimo 9 se debe verificar la solution sustituyendo los resultados obtenidos en 
una ecuacidn de equilibrio que no se haya utilizado previamente. 
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Problemas 



Figura P6.118 y P6.119 


6.118 La guillotina que muestra la figura se usa para cortar ldm in as 
para tarjetas de circuitos electrdnicos. Si P = 400 N, determine a) la com- 
ponente vertical de la fuerza ejercida sob re la cuchilla de corte en D, h) la 
reaction en C. 

6.119 La guillotina inostrada en la figura se usa para cortar Id min as 
para tarjetas de circuitos electrdnicos. Sin tomar en cuenta el espesor de la 
cuchilla de corte, y sabiendo que se requiere una fuerza cortante vertical de 
3 kN sobre E para cortar la Idmina, determine a) la magnitud de la fuerza P 
aplicada, b) la reacci6n en C. 

6.120 La prensa que muestra la figura se utiliza para grabar un sello 
pequeno en £. Si P = 250 N, determine a) la componente vertical de la fuer- 
za ejercida sobre el sello, b) la reacci6n en A. 



Figura P6.120 y P6.121 


6.121 La prensa que se muestra en la figura se utiliza para grabar 
un sello pequeno en E. Si la componente vertical de la fuerza ejercida sobre 
el sello debe ser de 900 N, detennine a) la fuerza vertical P requerida, b) la 
reaccion correspond ente en A. 

6.122 La varilla de control CE pasa a traves de un orificio horizontal 
perforado en el cuerpo de la mordaza acodada que muestra la figura. Deter- 
mine a) la fuerza Q requerida para mantener la mordaza en equilibrio, b) la 
fuerza correspondiente en el eslabdn BD. 
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Figura P6.122 





6.123 El mecanismo de candado de doble mordaza acodada que mues- 
tra la figura se utiliza para mantener al elemento G contra el apoyo. Si 
a * 60°, determine la fuerza ejercida sobre G. 

6. 1 24 El mecanismo de candado de doble mordaza acodada que mues- 
tra la figura se utiliza para mantener al elemento G contra el apoyo. Si 
a = 75°, determine la fuerza ejercida sobre G. 

6.125 El mecanismo de doble rdtula que muestra la figura se usa en 
una m&quina sacabocados. Si los eslabones AB y BC tienen longitud de 6 in. 
cada uno, determine el par M necesario para mantener al sistema en equi- 
librio cuando </> = 20°. 



iso lb 

Figura P6.125 y P6.126 
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Figura P6.123 y P6.124 


6. 126 El mecanismo de doble rdtula mostrado en la figura se usa en 
una maquina sacabocados. Si los eslabones AB y BC tienen longitud de 6 in. 
cada uno y M = 660 lb * in., determine el Angulo </> cuando el sistema se en- 
cuentra en equilibrio. 

6.127 Una fuerza P de 160 N de magnitud se aplica sobre el desliza- 
dor del mecanismo motriz de cuatro barras que muestra la figura. Para cada 
una de las posiciones dadas, determine el par M necesario para mantener el 
equilibrio del sistema. 



Figura P6.127 y P6.128 



b) 


6.128 Un par M de 6 N • m de magnitud se aplica sobre el eslabdn 
de entrada del mecanismo motriz de cuatro barras que muestra la figura. Pa- 
ra cada una de las posiciones dadas, determine la fuerza P neeesaria para 
mantener el equilibrio del sistema. 
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Anaiisis de estructuras 6.129 El brazo BCD se conecta mediante pemos a un collarfn en C v 

a la manivela AB en B. Sin tomar en cuenta el efecto de la fricci6n, deter- 
mine el par M necesario para mantener al sistema en equilibrio cuando 0 = 0. 



Flgura P6.129 y P6.130 

6.130 El brazo BCD se conecta mediante pernos a un collarin en C v 
a la manivela AB en B . Sin tomar en cuenta el efecto de la friction, deter- 
mine el pai* M necesario para mantener al sistema en equilibrio cuando 
8 = 45°. 


6.131 y 6.132 Dos barras se conectan mediante un bloque desli/an- 
te como se muestra en la figura. Sin tomar en cuenta el efecto de la fricci6n, 
determine el par M A necesario para mantener al sistema en equilibrio. 



6.1 33 y 6. 1 34 I>a barra CD est£ unida al collarin D y pasa a trav^s de 
un collarin soldado en el extreme B de la palanca AB Sin tomar en cuenta 
el efecto de la friccidn, determine el par M necesario para mantener al sis- 
tema en equilibrio cuando 6 = 30°. 



Figura P6.133 



Figura P6.134 


6.135 Un barril pequeno con peso de 250 lb es levantado niediante Probiemas 

un par de tenazas como indica la figura. Si a = 5 in., determine las fuerzas 
ejercidas sobre la tenaza ABD en B y D. 



Figura P6.135 


6.136 Las tenazas que se muestran en la figura se usan para aplicar 
una fuerza total de 45 kN hacia arriba en la tapa de una tuberia. Determine 
las fuerzas ejercidas en D y F sobre la tenaza ADF. 

6.137 El transportador de plataformas que se muestra en la figura se 
usa para jalar una plataforma cargada a la parte trasera de un camion. Si 
P — 2.1 kN, determine las fuerzas ejercidas en G y // sobre la tenaza FGU. 


25 mm 




I 

1 60 mm 


160 mm 


Figura P6.137 


6. 138 El transportador de tambores que $e muestra en la figura se usa 
para levantar un tambor de acero. Si el peso del tambor y su contenido es 
de 1 10 lb, determine las fuerzas ejercidas en F y H sobre el elemcnto DFH 

6.139 Un cilindro hidraulico operado manualmente fue diseiiado pa- 
ra utilizarse en sitios donde el cspacio es muv limitado. Determine la mag- 
nitud de la fuerza ejercida sobre el pistbn instalado en D cuando se aplican 
dos fuerzas de 90 lb como indica la figura. 



14 in. — 

10 m 

2.3 in. 


Figura P6.138 


— 14 in. 
loin 


2.5 in. 


23 in. 


90 Il> 
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13 in. 

_L 

T 

4 in. 
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6.140 La herramienta mostrada en la figura se utiliza para apretar ter- 
minates sobre alambres etectricos. Si un trabajador aplica fuerzas de magni- 
tud P = 135 N a los mangos, determine la magnitud de las fuerzas de suje- 
cion que se ejercen sobre la terminal. 



Figura P6.140 


Dimensions en mm 


6.141 Las tijeras podadoras de palanca eompuesta que se muestran en 
la figura pueden ajustarse mediante el pemo A en varias posiciones de trin- 
quete sobre la cuehilla ACE. Si se necesitan fuerzas verticales de 1.5 kN pa- 
ra completar cl corte de una rama pequena, determine la magnitud P de las 
fuerzas quo deben aplicarse sobre los mangos de las tijeras euando estas se 
ajustan eomo indica la figura. 



10 

11 


Figura P6.141 


6.142 Una abrazadera de sujecion en C es usada para prensar dos pla- 
eas de aeero de j in, Determine la magnitud de las fuerzas de sujecion pro- 
ducidas euando se aplican dos fuerzas de 30 lb, eomo indica la figura. 




Figura P6.142 


6.143 Determine la fuerza P que debe ser aplicada la con exion articu- 
lada BCD para mantener el equilibrio en la posicion indicada por la figura. 


Figura P6.143 


Problemas 
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6.144 En la posici6n cerrada que muestra la figura, la abrazadera aco- 
dada ejerce en A una fuerza vertical de 270 lb sobre el bloque de madera, y 
el mango CF descansa contra el tope situado en G. Determine la fuerza P 
necesaria para liberar la abrazadera. ( Sugerencia : Para liberar la abrazadera, 
las fuerzas de contacto en G deben ser cero.) 



6.145 El cortador de huesos mostrado en la figura se utiliza en pro- 
cedimicntos quirurgicos para cortar huesos pequenos. Determine la magni- 
tud de las fuerzas ejercidas sobre el hueso colocado en E cuando se aplican 
dos fuerzas de 100 N como indica la figura. 




6.146 Para cortar una pequena rama colocada en F se usan tijeras po- 
dadoras, los mangos AD y BE pivotean respecto al pemo B y la cuchilla AC 
pivotea respecto al pemo fijo A, mientras que el pemo C puede deslizarse 
libremente en la ranura del mango BE. Determine la magnitud de las fuer- 
zas ejercidas sobre la rama cuando se aplican dos fuerzas de 250 N a los man- 
gos, segun muestra la figura. 

6.147 El brazo de extension telescopica ABC se emplea para elevar a 
un trabajador hasta una altura situada por encima de alambres telef6nicos v 
elect ricos. Para la extension que muestra la figura, el centro de gravedad del 
brazo de 1 400 lb se localiza en el punto G. El trabajador, la cubeta y el equi- 
po unido a esta pesan 450 lb y tienen un centro de gravedad combinado en 
C. Determine la fuerza ejercida en B por el cilindro hidraulico BD cuando 
0 = 35°. 



Fiqura P6.147 
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Analisis de estmcturas 


6.148 La posicidn del carrete DE perteneciente a ana gnia esta par- 
cialmente controlada por medio de dos sistemas identicos de eslabdn v cilin- 
dro hidraulico, do los cnalos sdlo se muestra uno. El carrete contiene u n ro- 
llo de 3 000 lb dc cable cldctrico on la posicion indicada. Si la carga soportada 
por el sistema que sc muestra en la figura es de 1 500 lb, determine a) la 
fuerza ejercida por el cilindro hidrAulico en el punto G, b) las componentes 
de la fuerza ejercida sobre cl elcmento BCF en el punto C. 



Figura P6.148 



Figura P6.149 


0.6 m 



E 

Figura P6.151 


6. 149 El brazo de extensidn teles cOpica ABC es eiripleado para lcvan- 
tar una plataforrna con trabajadores de la const ruccidn. La rnasa con junta de 
los trabajadores y la plataforrna es de 240 kg v su centre de gravedad com* 
puesto se localiza directamente por cncima de C. Para la posicion en quo 
0 = 24°, determine a) la fuerza ejercida en B por el cilindro hidraulico BD , 
b) la fuerza ejercida sobre el carro de apoyo en A. 

6.150 Una dala de concreto de 500 kg se sostiene mediante una ca- 
dena v un am£s, los cuales estiin unidos al cubo situado en el extremo fron- 
tal de la retroexcavadora que muestra la figura. La accion del cubo es con- 
trolada por dos mecanismos identicos, de los cuales solo se muestra lino. Si 
este mecanisnio soporta la mitad de los 500 kg de la dala, determine la fuer- 
za presente en a) el cilindro CD, b) el cilindro FH. 
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Dimensiones en mm 

Figura P6.150 


6.1 51 En el sistema planetario de engranes rnostrado en la figura, el ra- 
dio del engrane central Acs a =24 mm, el radio de cada engrane planetario es 
b , v el radio del engrane exterior E es (a + 2/;). Se aplica un par de magnitud 
M a = 15 N ■ m en el mis mo sentido que las manecillas del reloj sobre el engra- 
ne central A, v se aplica un par de magnitud Af s = 75 N * m en un sentido con- 
trario al de las manecillas del reloj sobre el brazo B('D. Si el sistema esta en 
equilibrio, determine a) el radio b que deben tener los engranes planetarios, 
/?) la magnitud del par M £ que debe aplicarse sobre el engrane exterior E, 
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6.152 Ixds engranes A y D se fijan rfgidamente a los ejes horizontales 
que se sostienen median te cojinetes sin fricci6n. Determine a) el par M 0 que 
debe aplicarse al eje DEF para mantener el eqnilibrio, b) las reacciones en 
Gy H. 

*6.153 Dos ejes AC y CF, los cuales estan contenidos en el piano ver- 
tical xtj, se conectan mediante una junta universal instalada en C. Los coji- 
netes puestos en B y D no ejercen ninguna fuerza axial. Un par con magni- 
tnd de 50 N * m (que actua en el sentido de las manecillas del reloj cuando 
se ve desde el eje positivo x) se aplica sobre el eje CF en F. En el instante 
que el brazo de la pieza transversal unida al eje CF queda en posici6n hori- 
zontal, determine a) la magnitud del par que debe aplicarse al eje AC en A 
para mantener el equilibrio, b) las reacciones en B, D y E. (Sugerencia: La 
suma de los pares ejercidos sobre la pieza transversal debe ser igual a cero.) 


y 



Flgura P6.153 


* 6.1 54 Resuelva el problema 6.153 suponiendo que el brazo de la pie- 
za transversal unida al eje CF esta en posicion vertical. 

* 6.155 Las tenazas mecanicas de gran tamano que muestra la figura 
se emplean para asir una placa gruesa de metal HJ de 1 500 lb. Si no existe 
deslizamiento entre los asideros de las tenazas y la placa en H y determi- 
ne las componentes de todas las fuerzas que actuan sobre el elemento EFH. 
(Sugerencia: Considere la simetrfa de las tenazas para establecer las relacio- 
nes que hay entre las componentes de la fuerza que actua sobre EFH en E 
y las componentes de la fuerza aplicada sobre CDF en D.) 



x 

Figura P6.152 



^ — 3.6 ft — 


r— 2.6 ft — 


Figura P6.15S 


R EPA SO Y R ESUM E N 
DEL CAPITULO 6 


Analisis de armaduras 


Armaduras simples 


M6todo de los nodos 


En este capitulo se aprendi6 a determinar las fuerzas intemas que 
mantienen unidas a las distintas partes de una estructura. 

La primera mitad del capitulo estuvo dedicada al analisis de ar- 
maduras , es decir, el an£lisis de estructuras constituidas por elemen- 
tos rectos que estdn conectados unicamente en sus extremos > Como 
los elementos son delgados e incapaces de soportar cargas laterales, 
todas las cargas deben estar aplicadas en las uniones o nodos; por 
tanto, una armadura est& constituida por pemos y por elementos su- 
jetos a dos fuerzas [secci6n 6.2]. 

Se dice que una armadura es rigida si est£ disefiada de modo 
que no se deformar& mucho o se colapsar£ bajo la accidn de una car- 
ga pequena. Una armadura triangular constituida por tres elemen- 
tos conectados en tres nodos es una armadura rigida (figura 6.25a). 
De la misma forma, tambi^n ser& una armadura rigida la que se 
obtiene agreg^ndole a dicha armadura triangular dos nuevos ele- 
mentos y conect&ndolos en un nuevo nodo (figura 6.25£>). Las arma- 
duras que se obtienen repitiendo este procedimiento reciben el 
nombre de armaduras simples. Se puede comprobar que en una ar- 
madura simple el numero total de elementos es m = 2n — 3, don- 
de n es el ntfmero total de nodos [secci6n 6.3]. 




Por el metodo de los nodos [seccidn 6.4] se pueden determinar 
las fuerzas en los distintos elementos de una armadura simple. Pri- 
mero, se obtienen las reacciones en los apoyos considerando a toda 
la armadura como un euerpo fibre. Despu6s se dibuja el diagrama de 
cuerpo fibre para cada pemo, mostrando las fuerzas ejercidas sobre 
el mismo por los elementos o apoyos que 6ste conecta. Como los ele- 
mentos que constituyen a la armadura son elementos rectos sujetos 
a dos fuerzas, la fuerza ejercida por un elemento sobre el pemo est& 
dirigida a lo largo de dicho elemento y, por tanto, s6lo se desconoce 
su magnitud. En el caso de una armadura simple, siempre se pueden 
dibujar los diagramas de cuerpo fibre de los pemos en un orden tal 
que unicamente se incluyen dos inc6gnitas en cada diagrama. Estas 
fuerzas se obtienen a partir de las dos ecuaciones de equifibrio co- 
rrespondientes o — si s6lo est4n involucradas tres fuerzas — a partir 
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del triAngulb de fuerzas cornespondiente. Si la fuerza ejercida por un 
elemento sobre un pemo estA dirigida hacia el pemo, dicho elemen- 
to estA en compres%6n\ si la fuerza ejercida por un elemento sobre un 
pemo estA dirigida hacia fuera de 6ste, dicho elemento estA en ten - 
siV5n [problema resuelto 6.1). Algunas veces se simplifica el anAiisis 
de una armadura si se idendfican primero los nodos que se encuen - 
trrm bajo conditioner especiales de cargo [seccidn 6.5). El m^todo de 
los nodos tambiAn se extiende para el anAiisis de arrnaduras espacia- 
les o tridimensionales [secci6n 6.6). 

El m4todo de secciones es mis eficaz que el m^todo de los no- 
dos cuando unicam ente se desea determinar la fuerza en un solo 
elemento — o en muy pocos elementos — [seccidn 6.7). Por ejem- 
pio, para dctcnmnar la fuerza en el elemento BD de la armadura 
de la figure 6.2 6a t se pose una seccidn a trav€s de los elementos 
BD, BE y CE, se remueven cliches elementos y se usa la portion 
ABC de k armadura oomo un cuerpo libre (figure 6.26B). Si se es- 
cribe EMjr = 0, se determina la magnitud de la fuerza F BD , la cual 
representa la fuerza en el elemento BD. Un signo positivo indioa 
que el elemento estA en tension; un signo negative) indica que el 
elemento estA en compresidn [problemas resueitos 6.2 y 6.3]. 




Flgura 6.26 


El mAtodo de secciones es iltil para el anAiisis de arrnaduras com - 
yuestas, esto es, arrnaduras que no se pueebm const ruir a partir de la 
armadura triangular bAnca de la figure 6.23b, pero que se obtienen 
conectando rfgidamente varies arrnaduras simples [seccidn 6.8]. Si hs 
arrnaduras simples que constituyen a la anuadura compuesta ki si- 
do coneetadas en forma apropiada (por medio de un pemo y un esla- 
b&n o por medio de ties eslabones que no son concurrentes ni para- 
lelos) y si la e structure resultante estA bien *poyada (por medio de un 
pemo y tin rodillo), k armadura compuesta serA estdHcamen&e deter- 
minada, rigkda y compktwnente rvstringjida. Entonces se satisface k 
sigtdenfc condici6n necesaria — -pero no sufidente — : m + r = 2n, 
donde m es el mimero de elementos, r es el nrtmero de iccdgnitas que 
represeatan a las reaedones en los apoyos y n es el nflmero de nodos. 


Metodo de secciones 


Arrnaduras compuestas 


346 


Analisis de.estructuras 


Armazones y maquinas 


Analisis de un armazon 


Elementos sujetos a fuerzas multiples 


An&lisis de una maquina 


La segunda parte del capitulo estuvo dedicada at analisis de 
armazones y maquinas. Ambas son estructuras que contienen ele- 
mentos sujetos a fuerzas multiples , sobre los cuales actuan tres o 
mas fuerzas. Los armazones estin diseftados para soportar cargas 
y usualmente son estructuras estaeionarias totalmente restringidas. 
Las maquinas estdn diseftadas para transmttir o modificar fuerzas 
y siempre contienen partes mdviles [seeci6n 6.9]. 

Para analizar un armazon , primero se considera al armazon 
completo como un cuerpo litre y se eseriben tres ecuaciones de 
equilibrio [secddn 6.10]. Si el armazdn permanece rigido cuando 
se separa de sus apoyos, las reacciones invducran s 6fo tres iacdg- 
nitas y se pueden determinar a partir de dichas ecuaerones de equi- 
librio [probiemas resueltos 6.4 y 6.5]. Por otra parte, si el armazdn 
deja de ser rigido cuando se separa de sus apoyos, las reacciones 
invokicran mis de tres incdgnitas y no pueden determinarse todas 
las incdgnitas a partir de las ecuaciones de equilibrio para el arraa- 
zdn completo [seecidn 6.11; problema resuelto 6.6]. 

Cuando se desensamhla el armazon y se idenfifican los diversos 
elementos que lo constituyen como elementos sujetos a dos fuerzas 
o elementos sujetos a fuerzas multiples, se supone que los pemos for- 
man una parte integral de uno de los elementos que dstos conectan. 
Se dibuja el diagrama de cuerpo libre de cada uno de los elementos 
sujetos a fuerzas multiples, observando que cuando dos elementos 
sujetos a fuerzas multiples est&n conectados al mismo element© su- 
jeto a dos fuerzas, este ultimo actua sobre los elementos sujetos a 
fuerzas multiples con fuerzas iguales y opuestas de magnitud desco - 
nocida pero cuya direccidn es conocida. Cuando dos elementos 
sujetos a fuerzas multiples estin conectados por un pemo, dsto s 
ejercen entre si fuerzas iguales y opuestas cuya direccidn es desco - 
nocida , las cuales se deben representor por dos componentes desco - 
nocidas. Entonces se pueden resolver las ecuaciones de equilibrio 
obtenidas a partir de los diagramas de cuerpo libre de los elementos 
sujetos a fuerzas multiples para determinar las distintas fuerzas in- 
temas [probiemas resueltos 6.4 y 6.5]. Tambien pueden emplearse 
las ecuaciones de equilibrio para completar la determinaci6n de las 
reacciones en los apoyos [problema resuelto 6.6]. De hecho, si el ar- 
mazdn es estdticamente determinado tj rigido , los diagramas de cuerpo 
libre de los elementos sujetos a fuerzas multiples pueden proporcio- 
nar un numero de ecuaciones igual al numero de fuerzas desconoci- 
das (incluyendo las reacciones) [seccidn 6.11]. Sin embargo, como se 
sugirid, es conveniente considerar primero el diagrama de cuerpo li- 
bre para el armazdn completo con el fin de minimdzar el numero de 
ecuaciones que se deben resolver de manera simultinea. 

Para analizar una mdquina , dsta se desensamhla y con el mis- 
mo procedimiento empleado para un armazdn, se dibuja el diagra- 
ma de cuerpo libre de cada uno de los elementos sujetos a fuerzas 
multiples. Las ecuaciones de equilibrio correspondientes proporcio- 
nan las fuerzas de sahda ejerddas por la m&quina en tdrminos de las 
fuerzas de entrada que se le aplican, a si como las fuerzas intemas 
en cada una de las conexiones [seccidn 6.12; problema resuelto 6.7]. 


Problemas de repaso 


6.156 Utilice el metodo de los nudos para determinar la fuerza pre- 
sente en cada elemento de la armadura que inuestra la figura. Establezca si 
los elementos se encuentran en tensi6n o en cornpresion. 


6.1 57 En la armadura tipo tijera para techo que muestra la figura. de- 
termine la fuerza presente en cada elemento localizado a la derecha del ele- 
mento FG. Adem&s, establezca si los elementos sc encuentran en tension o 
en compresibn. 



Figura P6.157 


6.158 Determine la fuerza presente en cada miembro de la armadu- 
ra mostrada en la figura. Establezca si los elementos se encuentran en ten- 
sion o en cornpresion. 

6.159 Una armadura plana de paso para techo se carga en la forma 
que muestra la figura. Determine la fuerza presente en los elementos CE , 
DE y DF. 


6.160 U na armadura para el techo de un estadio se carga como indi- 
ca la figura. Determine la fuerza presente en los elementos AB, AG y FG. 



2.4 m 2.4 m 

Figura P6.160 


A H 




2.5 m 

Figura P6.158 


5 im 


2.5 m 
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Figura P6.163 


6.161 Para la armadura mostrada en la figura, determine la fuerza pre- 
sente en los elcmentos AF y EJ cuando P = Q * 2 kips. ( Sugerencia : Use la 
seccidn aa.) 


6.162 Para el armazdn y la carga mostrados en la figura, determine las 
componentes de todas las fuer/as que actuan sobre el elemento ABC, 



Figura P6.162 


6.163 Determine las componentes de las reacciones en B y E si el ra- 
dio de la pole a mide 1 .25 in. 



6.164 Si P - 15 N y Q = 65 N, determine las componentes de las 
fuerzas ejercidas sobre a) el elemento BCDF en C v D, b) el elemento ACEG 
en E. 

6.165 Para el sistema y la carga que se mucstran en la figura, deter- 
mine a) la fuerza P requerida para mantener cl equilibrio, b) la fuerza co- 
rrespondiente en el elemento BD , c) la reaccidn correspondiente en C. 



Figura P6.165 
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6.166 Determine la magnitud de las fuerzas de sujecidn ejercidas so- 
bre la tuerca a lo largo de la lmea aa cuando se aplican dos fuerzas de 240 
N sobre los mangos coino indica la figura. Suponga quc los pasadores A y D 
se deslizan libremente sobre las ran liras de las pinzas. 



6.167 Las tijeras para jardm mostradas en la figura constan de dos cu- 
ehillas v dos mangos. Los mangos y las cuchillas se linen, respeetivamcnte, 
por medio del perno C y el perno D. La euchilla izquierda y el mango del 
lado dereeho estan imidos mediante el penio A, y la euchilla derecha y el 
mango del lado izquierdo con el perno B. Determine la magnitud de las fuer- 
zas ejercidas sobre ima ram a pequena colocada en E cuando se aplican dos 
fuerzas de 20 lb en los mangos de las tijeras, como indica la figura. 



Figura P6.167 



/) 
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Problemas de computadora 



6. Cl Para la carga mostrada, determine la fuerza en cada el e men to de 
la armadura como una funcidn de la dimension a. Graflque la fuerza en cada 
elemento para 40 in. ^ a ^ 240 in., con side rando las fuerzas de tension como 
positivas v las fuerzas de compresion como negativas . 

6.C2 Una sola fuerza de 3.75 kips debe aplicarse en uno de los nodos 
numerados de la armadura Fink que se muestra en la figura. Calcule la fuerza 
en el elemento CD aplicando la carga sucesivamente en los nodos 1 , 2, . . . , 9. 



6.C3 El pi so de un puente se apova sobre largueros soportados por vi- 
gas trans vers ales de pi so, como se muestra en la figura 6.3. Los ex t re in os de 
las vigas se unen a los nodos superiores de dos armaduras, una de las cualos 
se muestra en la figura P6.C3. Como parte del diseno del puente, se desca 
simular el comport amien to de la armadura cuando pas a un camion de 3 kips 
sobre el puente. Si la distaneia entre los ejes del camidn es h = 7.5 ft y su- 
poniendo que el peso del camidn se distribuye por igual sobre sus cuatro rue- 
das, use software computacional para calcular y graficar las fuerzas genera - 
das por el camion en los elementos BH y GH como una funci6n de x para 0 
< x < 57.5 ft. A partir de los resultados obtenidos, determine: a) la fuerza 
de tensidn maxima en BH, b) la fuerza de compresidn maxima en BH y c) la 
fuerza de tension maxima en GH En cada caso, indique el valor correspon- 
diente de x. 



Figura P6.C3 
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6.C4 Si sabe que el radio de la polea es de 300 mm, grafique la mag- 
nitud de las reacciones en A y G como funciones de 0 para 0 < 0 < 90°. 



6.C5 El diseno de un sistema de robot necesita del mecanismo de dos 
barras mostrado. Las barras AC y BD se coneetan median te un bloqne des- 
lizante en D, como se muestra en la figura. Sin tomar en cuenta el efecto de 
la friccion, calcule y grafique el par M A necesario para mantener las barras 
en equilibrio, considerando valores de 0 desde 0 hasta 120°. Para los misrnos 
valores de 0, calcule y grafique la magnitud de la fuerza F ejercida por la ba- 
rra AC sobre el bloque deslizante. 



6.C6 En la figura se presenta la magnitud de la fuerza P aplicada al 
piston de! sistema de una maquina, durante una revoluci6n de la manivela 
AB. Grafique la magnitud del par M, necesario para mantener al sistema en 
equilibrio, como una funcidn de 0 para 0^0^ 2tt. 



P( N) 


On v n 4n on 2n 
4 2 3 3 


0 


Figura P6.C6 


6.C7 El larguero ABC se mantiene en la posici6n horizontal median- 
te un puntal con autoaseguramiento, que consiste de dos partes BDE y EDF 
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articuladas en E y apoyadas una contra la otra en D. Determine la fuerza P, 
necesaria para liberar el puntal, como una funcidn del Angulo 0 . Se sabe que 
la masa del larguero es de 18 kg, grafique la magnitud de P como una fun- 
ci6n de 0 para 0° ^ 6 ^ 90°. 


80 mm 



6.C8 Para el mecanismo mostrado en la figura, la posicidn de la barra 
AC se controla mediante el brazo BD. Para la carga aplicada, calcule v gra- 
fique la reacci6n en A v el par M, necesario para mantener al sistema en 
equilibrio, como una funcidn de 6 para —30° ^ 0 ^ 90°. Como parte del pro- 
ceso de disefio del mecanismo, determine: a) el valor de 6 para el cual M es 
maxima v el valor correspondiente de Af y b ) el valor de 0 para el cual la 
reaccidn en A es maxima y la magnitud correspondiente de esta reaceidn. 



Figura P6.C8 


6.C9 IjH barra CD esta unida al collarfn D y pasa a traves de un co- 
llarin soldado en el extremo B de la palanca AB. Como un paso initial en el 
diseno de la palanca AB, use software de computadora para calcular y graficar 



Figura P6.C9 


la magnitud M, del par necesario para mantener el equilihrio del sistema, Problemas de computadora 353 

como una funcion de 0 para 15° ^ 0 ^ 90°. Determine el valor de 0 para el 
cual M es mmimo y el valor correspondiente de M. 

*6. Cl 0 La podadora de drboles que se muestra en la figura se usa para 
cortar una rama de 25 mm de di&metro. Si la tensidn en la cuerda es de 70 
N, y sin tomar en cuenta los radios de las poleas, grafique la magnitud de la 
fuerza ejercida sobre la rama por la cuchilla BC como una funcidn de 0 para 
0^0^ 90°, donde el filo cortante de la cuchilla est& en posici6n vertical y 
apenas hace contacto con la rama cuando 0 = 0. (Sugerencia: Suponga que 
la Knea de acci6n de la fuerza que actua sobre la rama pasa a trav^s de su 
centra v que es perpendicular a la cuchilla. Tambien suponga que los tramos 
AD y AE de la cuerda son paralelos a la Knea que une a los puntos A y E.) 



Figura P6.C10 
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FUERZAS EN VIGAS Y CABLES 


7.1 lntroducci6n 

7.2 Fuerzas intemas en etementos 

Vigas 

7.3 Oiferentes tipos de cargas y 
apoyos 

7.4 Fuerza cortante y momento flector 
en una viga 

7.5 Diagramas de fuerza cortante 
y de momento flector 

7.6 Relaciones entre carga. tuerza 
cortante y momento flector 

Cables 

7.7 Cables con cargas concentradas 

7.8 Cables con cargas dlstribuidas 

7.9 Cable parabblioo 
7.10 Catenaria 



Figura 7.1 



Figure 7.2 


*7.1. INTRODUCCION 

En los capftulos anteriores se estudiaron dos problemas basicos que in- 
volucraban estructuras: 1) determinacidn de las fuerzas externas que 
actuan sobre una estructura (capitulo 4) v 2) determinaci6n de las 
fuerzas que mantienen unidos a los distintos elementos que constituyen 
a una estructura (capitulo 6). Ahora se analizard el problema de la de- 
terminacidn de las fuerzas intemas que mantienen unidas a las distin- 
tas partes de un elemento dado. 

Primero se analizar&n las fuerzas intemas en los elementos de un 
armaz6n como la grua considerada en las secciones 6.1 y 6.10, obser- 
vando que mientras las fuerzas internas en un elemento recto sometido 
a la acci6n de dos fuerzas s6lo pueden producir tension o compresion 
en dicho elemento, las fuerzas intemas en cualquier otro tipo de ele- 
mento usual mente tambrtm producen corte y flexion. 

La mayor parte de este capitulo estara dedicada al analisis de las 
fuerzas intemas en dos tipos importantes de estructuras de ingeniena, 
llamadas: 

1. Vigas: las cuales usualmente son elementos prismaticos rec- 
tos y largos disenados para soportar cargas aplicadas en va- 
rios puntos a lo largo del elemento. 

2. Cables: son elementos flexibles capaces de soportar solo ten- 
si6n y est&n disenados para soportar cargas concentradas o 
distribuidas. Los cables se utilizan en muchas aplicaciones de 
ingenieria, como en puentes colgantes y lfneas de transmisi6n. 


*7.2. FUERZAS INTERNAS EN ELEMENTOS 

Consideremos el elemento recto sujeto a la accion de dos fuerzas AB 
(figura 7.1 a). De la secci6n 4.6, se sabe que las fuerzas F v — F que ac- 
tuan en A y B, respectivamente, deben estar dirigidas a lo largo de AB 
en sentidos opuestos y deben tener la misma magnitud F. Ahora con- 
sidere que se corta al elemento en C. Para mantener el equilibrio de 
los cuerpos libres AC y CB obtenidos de esta manera, se debe aplicar 
sobre AC una fuerza — F igual y opuesta a F, y sobre CB una fuerza 
F igual y opuesta a — F (figura 7. lib). Esta s nuevas fuerzas estan di- 
rigidas a lo largo de AB en sentidos opuestos y tienen la misma mag- 
nitud F. Como las dos partes AC y CB estaban en equilibrio antes de 
que se cortara el elemento, deben haber existido en este fuerzas in- 
temas equivalentes a las nuevas fuerzas. Se concluye que en el caso de 
un elemento recto sujeto a la accidn de dos fuerzas, las fuerzas inter- 
nas que ejercen entre sf las dos partes del elemento son equivalentes 
& fuerzas axiales . La magnitud comun F de estas fuerzas no depende 
de la ubicaci6n de la seccion C y recibe el nombre d e fuerza en el ele- 
mento AB. En el caso considerado, el elemento estd en tensi6n y se es- 
tirara bajo la accidn de fuerzas intemas. En el caso representado en la 
figura 7.2, el elemento esta en compresidn y disminuira su longitud 
bajo la accidn de las fuerzas intemas. 

Ahora, considere un elemento sujeto a fiierzas multiples. T6mese 
por ejemplo el elemento AD de la grua analizada en la seccidn 6.10; 
esta grua se muestra nuevamente en la figura 7.3 a y en la figura 7.3 b 
se muestra el diagrama de cuerpo libre del elemento AD. Ahora se cor- 
ta el elemento AD en J y se dibuja un diagrama de cuerpo libre para 
cada una de las porciones del elemento JD y AJ (figura 7.3c y d). Si se 
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a) 


Figura 7.3 



considera el cuerpo libre JD, se encuentra que se mantcndrd su equi- 
librio si se aplica en J una fuerza F para balance ar la componente ver- 
tical de T, una fuerza V para balancear la componente horizontal de T 
y un par M para balancear el i nomen to de T con respecto a /. De nue- 
vo se concluye que debieron haber existido fuerzas internas cn ] antes 
de que se cortara el elemento AD. Las fuerzas internas que actiian en 
la parte JD del elemento AD son equivalentes al sistema fuerza-par que 
se muestra en la figura 7.3c. De acuerdo con la tercera ley de Newton, 
las fuerzas internas que actiian sobre AJ deben ser equivalentes a un 
sistema fuerza-par igual y opuesto, coirio se muestra en la figura 7.3d. 
Es obvio que la accidn de las fuerzas internas en el elemento AD no 
se limita a producir tension o compression coino en el caso de los ele- 
mentos rectos sujetos a la accidn de dos fuerzas; por otro lado, las fuer- 
zas internas tmnbien proclucen corte y flexion. La fuerza F es una fuer- 
za axial; la fuerza V recibe el nonib re do fuerza cortante y el momento 
M del par se conoce corno el momento flertor o flexor en J. Se obser- 
va que cuando se deter minan las fuerzas internas en un elemento, se 
debe indicar sobre que parte del elemento se supone que actiian di- 
clias fuerzas. En la figura 7.3c se bosquejan las deform aciones que ocu- 
rriran en el elemento AD. El analisis real de estas deformaciones es 
parte del estudio de la mecdnica de materiales. 

Es necesario senalar que en un elemento sujeto a dos fuerzas que 
no es recto , las fuerzas internas tambien son equivalentes a un sistema 
fuerza-par. Esto se muestra en la figura 7.4, donde el elemento sujeto 
a dos fuerzas ABC ha si do eortado en D. 



Fotografia 7.1 El disefto del eje de una sierra 
circular debe tomar en cuenta las fuerzas internas 
que resultan de las fuerzas aplicadas a los 
dientes de la cuchilla. En un punto dado del eje, 
estas fuerzas internas son equivalentes a un 
sistema fuerza-par consistente en fuerzas axiales 
y cortantes y en un par que representa los 
momentos de corte y de torsidn. 



Figura 7.4 
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PROBLEMA RESUELTO 7.1 


Para el armazrin inostrado en la figura, determine las siguientes fuerzas in- 
temas: a ) en el punto ] del elemento ACF y b) en el punto K del elemento 
BCD, Este armaz6n ya fue considerado en el problema resuelto 6.5. 


■ 4.8 m- 




k 


Safe 




I 200 N 3 600 N 2 400 N 


l 


SOLUCI6N 


1 MAI 1 


I 8(X> N 1 


1.2 m 



+^2Af ; = 0: 
+\2F X = 0: 


+S'2F y = 0: 


1600 N* 


-(1 800 N)(1.2 m) + M = 0 
M = 4-2 160 N * m 
F - (1 800 N) cos 41.7° = 0 
F = + 1 344 N 

-V + (1 800 N) sen 41.7° = 0 
V= -hi 197 N 


M = 2 160 N ■ m ◄ 
F = 1 344 N \ ◄ 

V = 1 197 N / < 


\ 800 N 






Reacciones y fuerzas en las conexloncs. Se determinan las reac- 
ciones y las fuerzas que actuan sobre cada uno de los elementos del armaz6n; 
esto se llev6 a cabo en el problema resuelto 6.5 y los resultados encontrados 
se repiten a continuaci6n. 


a) Fuerzas intemas en J. Se corta el elemento ACF en el punto ] y 
se obtienen las dos partes que se muestran en la figura. Las fuerzas intemas 
en J est&n representadas por un sistema equivalente fuerza-par y se deter- 
minan al calcular el equilibrio de cualquiera de las partes en que ha sido di- 
vidido el elemento. Si se considera el diagrams de cuerpo libre AJ , se escribe 


Por tanto, las fuerzas intemas en } son equivalentes a un par M, a una fuerza 
f axial F y a una fuerza eortante V. El sistema fuerza-par intemo que actua so- 
x bre la parte JCF es igual y opuesto. 


h) Fuerzas intemas cn K. Se corta el elemento BCD en K y se ob- 
tienen las dos partes que se muestran en la figura. Si se hace el diagrams de 
cuerpo libre BK , se escribe 


1 1.5 m 


V \ eon. v 


1 200 X 



2 400 N 


“h^EMx — 0: 


(1 200 N)(1.5 m) + M = 0 
M = — 1 800 N • m 
F = 0 

-1 200 N - V= 0 
V = -1 200 N 


M = 1 800 N 
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RESOLUTION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccidn se aprendio a determinar las fuerzas internas en un elemento del 
armazdn. Las fuerzas internas en un punto dado de un elemento recto sujeto a dos 
fuerzas se reducen a una fuerza axial, pero en todos los demas casos dichas fuerzas 
internas son equivalentes a sistemas fuerza-par constituidos por una fuerza axial F, 
una fuerza cortante V v un par M que representa al rnomento flector en dicho punto. 

Para determinar las fuerzas internas en un punto dado J de un elemento de un ar- 
mazdn, se deben seguir los siguientes pasos. 

L Dibujar un diagrama de cuerpo libre para el armazon completo y se uti- 
liza para determinar las reacciones que sean posibles en los apovos. 

2. Desensamblar el armazon y dibujar tin diagrama de cuerpo libre para 
cada uno de huh elementon. Se deben eseribir tantas ecuaciones de equilibrio co- 
mo sean necesarias para encontrar todas las fuerzas que actuan sobre el elemento 
en el cual est£ localizado el punto /. 

3. Cortar el elemento en el punto J y dibujar un diagrama de cuerpo libre 
para cada una de las dos paries del elemento que se han obtenido de esta forma, 
aplicando en el punto J de cada porcion las componentes de fuerza y el par que 
representan las fuerzas ejercidas por la otra porcidn. Note que estas componentes 
de fuerza y pares tienen la misma magnitud pero sentidos opuestos. 

4. Seleccionar uno de los dos diagramas de cuerpo libre que se han dibuja- 
do y utilizarlo para eseribir tres ecuaciones de equilibrio para la porcidn correspon- 
diente del elemento. 

a) Si se Human momentos con respecto a J y se igualan a cero, se obtendr& 
una ecuacidn que proporcionara el rnomento flector en el punto J. 

b) Si se suman componentes en direcciones paralelas tj perpendiculares 
al elemento en el punto J y se igualan a cero se obtendr£n, respectivamente, la fuer- 
za axial y la fuerza cortante. 

5. Cuando se escriban los resultados , se debe tener cuidado de especificar 
la parte del elemento que se utilizd, puesto que las fuerzas y los pares que actuan 
en las dos partes tienen sentidos opuestos. 

Puesto que la solucion de los problemas propuestos correspondientes a esta leccidn 
requieren la determinacidn de las fuerzas que ejercen entre si los distintos elemen- 
tos de un armazon, se deben repasar los metodos utilizados en el capftulo 6 para 
resolver este tipo de problemas. Por ejemplo, cuando los armazones involucran po- 
leas y cables, se debe recordar que las fuerzas ejercidas por una polea sobre un ele- 
inento del armazdn al cual est£ unida tienen la misma magnitud y direccidn que las 
fuerzas ejercidas por el cable sobre la polea [problema 6.91]. 





Problemas 


7.1 Para el armaz6n y la carga del problema 6.99, determine las fuer- 
zas internas en el punto J localizado a la mitad de la distancia entre los pnn- 
tos B y E. 

7.2 Para el armazdn y la carga del problema 6.78, determine las fuerzas 
internas en el pun to J. 

7.3 Para el annazon y la carga del problema 6.82, determine las fuerzas 
internas en el punto J. 

7.4 Para el armazdn y la carga del problema 6.85/?, determine las 
fuerzas internas en el punto B. 

7.5 Determine las fuerzas internas en el punto ] de la estructura que 
muestra la figura. 



Flgura P7.5 y P7.6 

7.6 Determine las fuerzas internas en el punto K de la estructura que 
muestra la figura. 

7.7 y 7.8 Una barra semicircular descansa sobre una superficie hori- 
zontal. como indica la figura. Si la barra semicircular tiene una masa de 9 kg 
determine, sin tomar en cuenta la friccion entre la barra y la superficie, las 
fuerzas internas en el punto J. 



Figura P7.9 y P7.10 



Figura P7.7 Figura P7.8 

7.9 Una varilla esta doblada en forma de arco circular, cuyo radio mide 
4 in., como indica la figura. Para la carga dada, determine las fuerzas inter- 
nas en el punto J si 6 = 30°. 

7.10 Una varilla esta doblada en forma de arco circular, cuyo radio mi- 
de 4 in., como indica la figura. Para la carga dada, determine a) el sitio donde 
el valor del momento fleetor es maximo, h) las fuerzas internas en ese punto. 
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7.11 Dos elementos quo constan cada uno do un tramo recto y otro Probiemas gg*| 

en forma do un cuarto de circulo, con 8.4 in. de radio, soportan una carga 
de 120 lb en D y se conectan como indica la figura. Determine las fuer/as 
internas en el punto J. 




7.12 Dos elementos quo constan cada uno de un tramo recto y otro 
en forma de un cuarto de circulo, con 8.4 in. do radio, soportan una carga 
de 120 lh on D y se conectan como indica la figura. Determine las fuerzas 
internas en el punto K. 

7.13 El eje del elemento curvo AB es una parabola con vertice en A. 
Si se aplica una carga vertical P con magnitud de 1.8 kN enA, determine las 
fuer/as internas en J cuando h = 240 mm, I, = 800 mm y a = 480 mm. 

7.14 Si el eje del elemento curvo AB cs una parabola con vertice en 
A, determine la magnitud y la ubicaci6n del m£ximo momento flector. 

7.15 Si el radio de cada poloa mide 200 mm, no tome en cuenta el 
efecto de la friccion para determinar las fuerzas internas en el punto ] del 
armazon que muestra la figura. 


Figura P7.15 y P7.16 

7.16 Si el radio de cada polea mide 200 nun, no tome en cuenta el 
efecto dc la friccion para determinar las fuerzas internas en el punto K del 
armazon que muestra la figura. 

7.17 Si el radio de cada polea mide 125 mm, no tome en cuenta el 
efecto de la fricci6n para determinar las fuerzas internas en el punto J del 
armazon que muestra la figura. 

7.18 Si cl radio de cada polea mide 125 mm, ignore el efecto de la 
friccion y determine las fuerzas internas en el punto K del armazon que mues- 
tra la figura. 


Figura P7.13 y P7.14 


-I S in 


Figura P7.17 y P7.18 
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Figure P7.19 y P7.20 


7.19 Una tuberia de 5.6 in. de diametro esta sostenida cada 10 ft por 
un armazon pequeno, el cual consta de dos elementos coino indica la figu- 
re. Si el peso combinado por unidad de longitud de la tuberia y su conteni- 
do es de 18.5 lb/ft, v sin tomar en cuenta el efecto de la fried 6n, determine 
las fuerzas in tern as en el punto ]. 

7.20 Una tuberia de 5.6 in. de diametro estd sostenida cada 10 ft por 
un arrnaz6n pequeno, cl cual consta de dos elementos como indica la figu- 
ra. Si el peso combinado por unidad de longitud de la tuberia y su conteni- 
do es de 18.5 lb/ft, e ignorando el efecto de la friccidn, determine las fuer- 
zas in tern as en el punto K. 



a) b) c) 


Fig Lira P7.21 


7.21 y 7.22 Una fuerza P se aplica a una barra doblada, la cual se sos- 
tiene mediante un rodillo y un apoyo de pasador. Para cada uno de los tres 
casos mostrados en las figuras, determine las fuerzas intemas en el punto /. 



Figura P7.22 

7.23 y 7.24 Una barra dc peso W y seccion transversal uniforme es- 
ta doblada en forma de un cuarto de arco circular y se sostiene como indi- 
can las figuras. Determine el momento flector en el punto ] cuando 0 — 30°. 




Figura P7.23 


Figura P7.24 



7.25 Para la barra del problema 7.23, determine la localizaci6n y mag- 
nitud del momento flector maximo. 

7.26 Para la barra del problema 7.24, determine la localization y mag- 
nitud del momento flector mOximo. 

7.27 Una barra de peso W y secci6n transversal uniforme estO dobla- 
da en forma de arco circular de radio r como indica la figura. Determine el 
momento flector en el punto ] cuando 8 = 30°. 

7.28 Una barra de peso W y section transversal uniforme esta dobla- 
da en forma de arco circular de radio r como indica la figura. Determine el 
momento flector en el punto J cuando 8 = 120°. 


VIGAS 

*7.3. DIFERENTES TIPOS DE CARGAS Y APOYOS 

Un elemento estructural disenado para soportar cargas que sean apli- 
cadas en varios puntos a lo largo del elemento se conoce como viga. 
En la inayona de los casos, las cargas son perpendiculares al eje de la 
viga y unicamente ocasionarOn corte y flexi6n sobre esta. Cuando las 
cargas no forinen Ongulo recto con la viga, tambitin produciran fuerzas 
axiales en ella. 

Por lo general, las vigas son barras prismOticas rectas y largas. El 
diseno de una viga para que soporte de la manera mis efectiva las car- 
gas aplicadas es un procedimiento que involucra dos partes: 1 ) deter- 
minar las fuerzas cortantes y los momentos flectores producidos por las 
cargas, y 2) seleccionar la secci6n transversal que resista de la mejor 
forma posible a las fuerzas cortantes v a los momentos flectores que se 
determinaron en la primera parte. Aqui se estudiara la primera parte 
del problema de disenar vigas, la segunda parte corresponde al estu- 
dio de la mecinica de materiales. 

Una viga puede estar sujeta a cargas concentradas P 2 , . . . , ex- 
presadas en newtons, bbras o sus multiplos, kilonewtons y kilolibras (fi- 
gura 7.5 a), a una carga distribuida tv, expresada en N/m, kN/m, lb/ft o 
kips/ft (figura 7.5b), o a una combinacidn de ambas cargas. Cuando la 
carga w por unidad de longitud tiene un valor constante sobre una parte 
de la viga (como entre A y B en la figura 7.5 b), se dice que la carga esta 
tmiformernente distribuida a lo largo de esa parte de la viga. La determi- 
nation de las reacciones en los apoyos se simplifica considerablemente 
si se reemplazan las cargas distribuidas por cargas concentradas equiva- 
lentes, como se explic6 en la seccidn 5.8. Sin embargo, esta sustitucidn 
no debe llevarse a cabo o, por lo menos, se debe realizar con cuidado, 
cuando se calculan las fuerzas intemas (vea el problema resuelto 7.3). 

Las vigas se clasifican de acuerdo con la forma en que est£n apo- 
yadas. En la figura 7.6 se muestran varios tipos de vigas que se usan 
con frecuencia. La distancia L existente entre los apoyos recibe el nom- 
bre de claro. Se debe senalar que las reacciones se determinaron siem- 
pre y cuando los apoyos involucren unicamente tres inc6gnitas; de 
estar involucradas mas de tres incdgnitas, las reacciones seran estOtica- 
mente indeterm in adas y los m6todos de la estatica no serdn suficien- 
tes para determinarlas; bajo estas eireunstaneias, se deben tomar en 
con side ration las propiedades de la viga relacionadas con su resisten- 
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Figura P7.27 y P7.28 



a) Cargas concentradas 



b ) Carga distribuida 

Figura 7.5 
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determinadas 
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a) Viga simplemente apoyada 


b) Viga con voladizo 


c) Viga en voladizo 


Vigas 

estaticamente 

indeterminadas 


d ) Viga continua 




e) Viga fija en un extremo y 
simplemcntc apoyada en el otro 


/) Viga fija 


Figura 7.6 
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cia a la flexi6n. Aqui no se muestran vigas apoyadas en dos rodillos, las 
cuales estan solo parcialmente restringidas y se movcran bajo ciertas 
condiciones de earga. 

Algunas veccs dos o mas vigas est&n conectadas por medio de ar- 
tieulaciones para fonnar una sola estructura continua. En la figura 7.7 
se muestran dos ejemplos de vigas artieuladas en un punto H. Se de- 
be senalar que las reaceiones en los apovos involucran cuatro incogni- 
tas, las cuales no pueden determinarsc a partir del diagrama de cuerpo 
libre del sistema constituido por dos vigas. Sin embargo, estas pueden 
ser determinadas considerando por separado el diagrama de cuerpo li- 
bre para cada una de las vigas; aqui estan involucradas seis incognitas 
(incluyendo dos componentes de fuerza en la articulacion) y estan dis- 
ponibles seis ecuaeiones de equilibrio. 

*7.4. FUERZA CORTANTE Y MOMENTO FLECTOR EN UNA VIGA 


Figura 7.7 


b) 



Fotografia 7.2 Las fuerzas intemas en el paso 
a desnivel vari'an conforme el camidn lo cruza. 


Gonsidere una viga AB que esta sujeta a varias cargas concentradas y 
distribuidas (figura 7.8c). Se busca determinar la fuerza cortante y el 
memento flector en cualquier punto de la viga. Aunque en el ejemplo 
la viga esta simplemente apoyada, el metodo se puede aplicar a cual- 
quier tipo de viga estaticamente determinada. 

Primero se determinan las reaceiones en A v en B seleccionando 

j 

toda la viga como un cuerpo libre (figura 7.Hb); si se escribe = 0 
y = 0 se obtienen, respectivamente, R B v R A . 

Para determinar las fuerzas intemas en C, se corta la viga en C y se 
dibujan los diagrarnas de cuerpo libre correspondientes a las partes AC 
y CB de la viga (figura 7.8c). Con el diagrama de cuerpo libre para la 
parte AC, se puede determinar la luerza cortante V en C igualando a 
cero la suma de las componentes verticales de todas las fuerzas que 
actuan sobre AC. En forma similar se puede encontrar el memento 
flector M en C igualando a cero la suma de los momentos con respecto 
a C de todas las fuerzas v todos los pares que actuan sobre AC. Sin em- 
bargo, otra altemativa sena utilizar el diagrama de cuerpo libre para la 
parte CB f y determinar la fuerza cortante V' y el momento flector M' 
igualando a cero la suma de las componentes verticales y la suma de los 
momentos eon respecto a C de todas las fuerzas y todos los pares que 
actuan sobre CB. A pesar de que la selecekm del cuerpo libre que se usa- 


*La fuerza v el par que representan las fuerzas internas que actuan sobre CB ahora ser&n 
representadas con V' y M\ en lugar de representarlas con —V v — M como se habfa he- 
cho anterionnente, con el fin de evitar confusinnes cuando se aplique la convencibn de sig- 
nos que se va a presentar mas adelante en esta secci6n. 
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rd puede facilitar el calculo de los valores numericos de la fuerza cortan- 
te v el momento flector, hace que sea necesario indicar sobre que parte 
de la viga estan actuando las fuerzas intemas consideradas. Por tanto, si 
se van a calcular y a registrar con eficiencia los valores de la fuerza cor- 
tante y del momento flector en todos los puntos de la viga, se debe en- 
contrar una forma que permita evitar la especificacion cada vez de la 
porcion de la viga que se utilizd como el cuerpo libre. Para lograr esto, 
se adoptaran las siguientes convenciones: 

Al determinar la fuerza cortante en una viga, siempre se supondrd 
que las fuerzas internas V y V' estan dirigidas como se muestra en la Pi- 
gura 7.8c. Cuando se obtiene un valor positive para su magnitud corrnin 
V. esto indica que la suposicion hecha fue corrccta v que en realidad las 
fuerzas cortantes estdn dirigidas de la forma que se muestra en la figu- 
ra. Cuando se obtiene un valor negative para V, esto indica que la supo- 
sicion hecha fue incorrectay que las fuerzas cortantes estdn dirigidas en 
el sentido opuesto. Por tanto, para definir completamente las fuerzas 
cortantes en un punto dado de la viga solo se necesita registrar la mag- 
nitud V con un signo positivo o negativo. Por lo general, se hace refe- 
renda al escalar V como la fuerza cortante en un punto dado de la viga. 

En forma similar, siempre se supondrd que los pares intemos M v 
M' estan dirigidos como se muestra en la figura 7.8c. Cuando se ob- 
tiene un valor positivo para su magnitud M, a la cual se hace referen- 
da comunmente como el momento flector, esto indicard que la supo- 
sici6n hecha fue correcta mientras que un valor negativo indicard que 
la suposicidn fue incorrecta. En resumen, con la convencion dc signos 
que se acaba de presentar se establece lo siguiente: 

Se dice que la fuerza cortante V y que el momento flector M en un 
punto dado de una viga son positivos cuando las fuerzas y los pares in- 
temos que actuan sobre cada parte de la viga estan dirigidos como se 
muestra en la figura 7.9a. 

Estas convenciones son mas facile s de recordar si se observa que: 

L La fuerza cortante en C es positiva mando las fuerzas exter- 
nas (las cargos y las reacciones) que actuan sohre la viga tien- 
den a cortar a lo largo en C como se indica en la figura 7.9b. 


V 



a) Fuerzas intemas en la seccion 
(fuerza cortante positiva y momento flector positivo) 



b) Efecto de las fuerzas extemas 
(fuerza cortante positiva) 



c) Efecto de las fuerzas extemas 
(momento flector positivo) 

Figura 7.9 
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2. El momenta flector en C es positivo cuanclo las fuerzas exter- 
nas que actuan sobre la viga tienden aflexionar a la t nga, corno 
se indica en la figura 7.9c . 

Tambien puede ser util senalar que la situacion descrita en la figu- 
ra 7.9, en la cual los valores de la fuerza cortante y del momento flec- 
tor son positivos, es precisamente la situacion que ocurre en la mitad 
izquierda de una viga apoyada que soporta una sola carga concentrada 
que actua en su punto medio. Este ejemplo en particular se presenta 
completo en la siguiente seccidn. 

*7.5. DIAGRAMAS DE FUERZA CORTANTE 
Y DE MOMENTO FLECTOR 

Ahora que se han definido claramente la fuerza cortante y el momento 
flector en lo referente a su magnitud y a su sentido, se pueden registrar 
sus valores en cualquier punto de una viga graficando dichos valores con- 
tra la distancia x medida desde un extremo de la viga. Las gr&ficas que 
se obtienen de esta manera recibcn el nombre de diagrama de fuerza 
cortante y diagrama de momento flector, respectivamente. Como ejem- 
plo, considere una viga apoyada AB que tiene un claro L v que est& so- 
metida a una sola carga concentrada P que actua en su punto medio D 
(figura 7.10c). Primero se determinan las reacciones en los apovos a par- 
tir del diagrama de cuerpo libre para la viga completa (figura 7.10 b); de 
esta forma, se encuentra que la magnitud de cada reaccion es igual a P/2. 

Despues se corta la viga en un punto C localizado entre A v D y se 
dibujan los diagramas de cuerpo libre para las partes AC y CB (figura 
7.10c). Si la fuerza cortante tj el momento flector son positivos , se diri- 
gen las fuerzas intemas V y V' y los pares intemos M y M f como se in- 
dica en la figura 7.9c. Si se considera el cuerpo libre AC y se escribe que 
la suma de las componentes verticales y la suma de los momentos con 
respecto a C de todas las fuerzas que actuan sobre el cuerpo libre son 
iguales a cero, se encuentra que V = + P/2 y M = +Px/ 2. Por tanto, la 
fuerza cortante y el momento flector son positivos; lo anterior se puede 
corroborar observando que la reaccion en A tiende a cortar y a flexionar 
la viga en C de la forma mostrada en la figura 7.9 b y c. Se puede grafi- 
car V y M entre Ay D (figura 7. 10c y /); la fuerza cortante tiene un va- 
lor constante V = P/2, mientras que el momento flector aumenta lineal- 
mente desde M = 0 en x = 0 hasta M = PL/4 en x = L/2. 

Ahora, si se corta la viga en un punto E localizado entre Dv By se con- 
sidera el cuerpo libre EB (figura 7.1Qd), se escribe que la suma de las corn- 
ponentes verticales y la suma de los momentos con respecto a E de las fuer- 
zas que actuan sobre el cuerpo libre son iguales a cero. De esta forma se 
obtiene V = — P/2 y M = P(L — x)/2. Por tanto, la fuerza cortante es ne- 
gativa y el momento flector es positivo; lo anterior se puede corroborar ob- 
servando que la reaccion en B flexiona la viga en E de la forma indicada en 
la figura 7.9c pen.) tiende a cortarla de manera opuesta a la mostrada en la 
figura 7.9 b. Ahora se pueden completar los diagramas de fuerza cortante y 
momento flector de la figura 7. 10c yf la fuerza cortante tiene un valor cons- 
tante V = -P/2 entre D y B y mientras que el momento flector decrece li- 
nealmente desde M = PL / 4 en x = L/2 hasta M = 0 en x = L. 

Es necesario senalar que cuando una viga s6lo est& sometida a car- 
gas concentradas, la fuerza cortante tiene un valor constante entre las 
cargas y el momento flector varfa lineal men te entre £stas, pero cuando 
una viga est& sometida a cargas distribuidas, la fuerza cortante y el mo- 
mento flector varfan en forma diferente (vease problema resuelto 7.3). 


Figura 7.10 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento flector para la viga y las 
condicioncs de carga que se muestran en la figura. 


Cuerpo librc: viga completa. A partir del diagrama de cuerpo libre 
para toda la viga sc encuentran las reacciones en B y en D: 

R b = 46 kN | R D = 14 kN \ 

Fuer/.a cortante y momento flector. Primero se determinan las fuer- 
zas intemas juste a la derecha de la carga de 20 kN aplicada en A. Con- 
siderando la porcibn de la viga que est<i a la izquierda de la seccibn 1 como 
un cuerpo libre y suponiendo que V y M son positives (de acuerdo con la 
convencibn est&ndar), se escribe 


+ t2F s = 0: 
+ "j2M, = 0: 


-20 kN - V, = 0 
(20 kN)(0 m) + M, = 0 



V, = -20 kN 

Mi = 0 

Despues, se considera como un cuerpo libre a la pore ion de la viga ubi- 
cada a la izquierda de la seccibn 2 y se escribe 


+ t2F, = 0: 

+ ^M 2 = 0: 


-20 kN - V 2 = 0 
(20 kN)(2.5 m) + M 2 = 0 


t 40k\i I V « 

,,lN /A i 

M-.Qfr 33B 


-20 kN 
•— 3 m — 


V A = +26 kN 
V 4 = +26 kN 
V s = -14 kN 
V 6 = -14 kN 


M 3 = -50 kN • ni 
M 4 = +28 kN • m 
M s = +28 kN • m 
M 6 = 0 


2 m- 
♦28 kN-m 


-14 kN 


+ T2F <y = 0: 
+*\2M 4 = 0: 


V 4 - 40 kN + 14 kN = 0 
-M 4 + (14 kN)(2 m) = 0 


-50 kN-m 


m 


V 2 = -20 kN 
M 2 = -50 kN • in 


De forma similar, se determinan la fuerza cortante y el momento flec- 
tor en las secciones 3, 4, 5 y 6 a partir de los diagramas de cuerpo libre 
mostrados en la figura. Asi, se obtiene 


Para varias de las secciones anteriores, los resultados se obticnen mis fScil- 
mente si se considera como un cuerpo libre la parte de la viga que esti a la 
derecha de la seccidn de interes. Por ejemplo, considerando la porcidn de 
la viga que esti a la derecha de la seccidn 4, se escribe 


V 4 = +26 kN 
M 4 = +28 kN * m 


Diagramas de fuerza eorlanlc y de momento flector. Ahora se 
pueden graftcar los se is puntos mostrados en los diagramas de fuerza cortan- 
te y de momento flector. Como se senalo en la secci6n 7.5, la fuerza cortan- 
te tiene un valor constante y el momento flector varfa linealmente entre car- 
gas concentradas; por tanto, se obtienen los diagramas de fuerza cortante y 
momento flector que se muestra en el diagrama. 
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PROBLEMA RESUELTO 7.3 

Dibuje los diagranias de fuerza cortante y momento flector para la viga AB . 
La carga distribuida de 40 lb/in. so cxtiende sobre 12 in. de la viga. desde A 
hasta C, y la carga de 400 lb se aplica en E. 


r&'&WW- 

SOLUClbN 

Cuerpo libre; viga completa. Se determinan las reacciones consi- 
derando la viga completa como un cuerpo libre. 

B v < 32 in.) - (480 lb)(6 in.) - (400 lb)(22 in.) = 0 

B,, = 365 lb t 

(400 lb)(10 in.) - A (32 in.) = 0 

A = 515 lb t 
B t = 0 


B y = +365 lb 
(480 lb)(26 in.) 
A = +515 lb 
B x = 0 


Ahora, la carga de 4(K) lb se reomplaza por un si sterna equivalente fuerza- 
par que actua sobre la viga en el punto D. 

Fuerza cortante y momento Hector. Desde A hasta C. Se deter- 
minan las fuerzas intemas a una distancia x a parti r del punto A consideran- 
do la parte de la viga que est£ a la izquierda de la seccidn 7. La parte de la 
carga distribuida que actua sobre el cuerpo libre se reem plaza por su resul- 
tante y sc escribe 

+ T£F y = 0: 515 — 40x — V = 0 

+^XMj = 0: -515c + 4Q*(jx) + M = 0 



V =.515 - 40r 
M = 515x - 20x 2 


Como el diagrama de cuerpo libre mostrado puede utilizarse para todos los 
valores de x menores que 12 in., las expresiones obtenidas para V v M son 
v&lidas a lo largo de la regibn 0 < x < 12 in. 

Desde C hasta D. Consi derail do la parte de la viga que esta a la 
izquierda de la seccidn 2 v reemplazando nuevamente la carga distribuida 
por su resultan te, se obtiene 

= 0: 515 - 480 - V = 0 V = 35 lb 

+*j SM 2 = 0: — 515.t + 480(.t - 6) + Af = 0 M = (2 880 + 35c) lb ■ in. 

Estas expresiones son validas en la regidn 12 in. < x < 18 in. 

Desde D hasta B. Con la porcion de la viga que est& a la izquierda 
de la seccidn 3, se obtienen los siguientes resultados para la regidn 18 in. < 
x < 32 in. 


-365 lb 


+ TXF v = 0: 

+ ^ 2M 3 = 0: 


515 - 480 - 400 - V = 0 V = -365 lb 
— 515x + 480 (x - 6) - 1 600 + 4(K)(x - 18) + M = 0 

M = (11 680 - 365x) lb • in. 


Diagrama* de fuerza cortante v dc momento ilcclor. Ahora se 
pueden graficar los diagranias de fuerza cortante y de momento flector para 
tod a la viga. Se observa que el par que esta aplicado en D cuvo momento es 
igual a 1 600 lb • in. introduce una discontinuidad en el diagrama de mo- 
inento flector. 




RESOLUCJON DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En csta leccion se aprendio a determinar la fuerza coriante V y el momento flector 
M en cualquier punto de una viga. Tambten se aprendio a dibujar el diagrama de 
fuerza coriante y el diagrama de momenta flertor para la viga graficando, respecti- 
vamente, V y M contra la distancia x inedida a lo largo de la viga. 

A. Determinacion de la fuerza cortante y el momento flector en una viga. 
Para determinar la fuerza cortante V y el momento flector M en un punto dado C 
de una viga, se deben seguir los siguientes pasos. 

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre para la viga completa y utilizarlo 
para determinar las reacciones en los apovos de la viga. 

2. Cottar hi viga en el punto C y, con las cargas originales, seleccionar una de 
las dos porciones de la viga que se han obtenido. 

3. Dibujar el diagrama de cuerpo libre de la pardon de la viga que se haya 
selecdonado , mostrando: 

a) Las cargas y las reacciones ejercidas sobre csa parte de la viga, reem- 
plazando cada una de las cargas distribuidas por una carga concentrada equivalente, 
corno se explico en la seccidn 5.8. 

b) 1 m fuerza cortante y el par flector que representan las fuerzas inter- 
ims en C. Para facilitar el registro de la fuerza cortante V y del momento flector 
M despues que estos han sido determinados, se debe seguir la convencion indica- 
da en las figuras 7.8 v 7.9. Por tanto, si se usa la parte de la viga ubicada a la iz- 
quierda de C, se aplica en C una fuerza cortante V dirigida hacia abajo y un par 
flector M dirigido en un sentido contrano al movimienio de las manecillas del re- 
loj. Si se esta utilizando la porcion de la viga ubicada a la derecha de C, se aplica 
en C una fuerza cortante V' dirigida hacia arriba y un par flector M' dirigido en 
el sentido del movimiento de las manecillas del reloj [problema resuelto 7.2]. 

4 . Escribir las ecuaciones de equilibria para la porcion de la viga que se 
ha selecdonado. Se resuelve la ecuacion — F,, = 0 para V y la ecuacion 'LMc = 0 
para M. 

5. Registrar los valores de V y M con el signo obtenido para cada uno de 
estos. Un signo positivo para V significa que las fuerzas cortantes en C sobre cada 
una de las dos porciones de la viga estan dirigidas como se muestra en las figuras 
7.8 y 7.9; un signo negativo significa que las fuerzas cortantes tienen un sentido 
opuesto. En forma similar, un signo positivo para M significa que los pares flecto- 
res en C estan dirigidos como se muestra en las figuras y un signo negativo signi- 
fica que los pares flectores tienen un sentido opuesto. Ademas, un signo positivo 
para M significa que la concavidad de la viga en el punto C esta dirigida hacia arri- 
ha mientras que un signo negativo significa que dicha concavidad esti dirigida ha- 
cia abajo. 

(continua) 








B. Dibujo de los diagramas de ftierza cortante y de momenta flector para 
una viga . Estos diagramas se obtienen al graficar, respectivamente, V y M contra 
la distancia x medida a lo largo de la viga. Sin embargo, en la mayona de los casos 
s6lo se necesita calcular los valores de V y M en unos cuantos puntos. 

1. Para una viga que soporta iinicamente cargas concent radas , sc observa 
que [problema resuelto 7.2]: 

a) El diagrama de ftierza cortante catmint e en segmentos de tineas hari- 
zontales. Por tanto, para dibujar el diagrama de fuerza cortante de la viga solo se 
necesitara calcular el valor de V justo a la izquierda o justo a la derecha de los pun- 
tos donde se aplican las cargas o las reacciones. 

b) El diagrama de mamento flector consiste de segmentos de Uneas rec- 
tos oblicuas. Por tanto, para dibujar el diagrama de momento flector de la viga so- 
lo se necesitara calcular el valor de M en los puntos donde se aplican las cargas o 
las reacciones. 

2. Para una viga que soporta cargas uniformemente distribuidas, es nece- 
sario senalar {problema resuelto 7.3] que bajo cada una de las cargas distribuidas 
se tiene lo siguiente: 

a) El diagrama de fuerza consiste de un segmenta de una linea recta 
ohlicua. Por tanto, solo se necesita calcular el valor de V donde ernpieza y termina 
la carga distribuida. 

b) El diagrama de momenta flector consiste de un arc o de parabola . En 
la mayona de los casos solo se necesita calcular el valor de M donde ernpieza y ter- 
mina la carga distribuida. 

3. Para una viga con una carga mas complicada , es nccesario considerar el 
diagrama de cuerpo libre de una porci6n de la viga de longitud arbitraria x y de- 
terminar V y M como funciones de x. Es posible que se tonga que repetir este pro- 
cedimiento varias veces puesto que por lo general V y M estan representadas con 
diferentes funciones en distintas partes de la viga [problema resuelto 7.3]. 

4 . Cuando se aplica un par a una viga , la fuerza cortante tiene el mismo va- 
lor en ambos lados del punto de aplicacidn del par pero en el diagrama de momen- 
to flector presentara una discontinuidad en dicho punto, incrementandose o dismi- 
nuyendo en una cantidad igual a la magnitud del par. Observe que un par se puede 
aplicar directamente a la viga o puede resultar a partir de la aplicacion de una car- 
ga sobre un elemento curvo que esta unido ngidamente a la viga [problema resuel- 
to 7.3]. 


Problemas 


7.29 a 7.32 Para la viga y las cargas mostradas en las figuras, a) trace 
los diagramas de fuerza cortante y de momento Hector, h) detennine los valo- 
res absolutos mdximos de la fner/a cortante v del momento Hector. 




Figura P7.30 



Figura P7.31 



7.33 y 7.34 Para la viga y las cargas mostradas en las figuras, a) trace 
los diagramas de fuerza cortante y de momento Hector, b) determine los va- 
lores absolutos maximos de la fuerza cortante y del momento Hector. 
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Figura P7.33 




7.35 y 7.36 Para la viga v las cargas mostradas en las figuras, a) trace 
los diagramas de fuerza cortante y de momento Hector, b) determine los va- 
lores absolutos miximos de la fuerza cortante v del momento Hector. 



7.37 y 7.38 Para la viga y las cargas mostradas en las figuras, a) trace 
los diagramas de fuerza cortante v de momento Hector, h) determine los va- 
lorcs absolutos m&ximos de la fuerza cortante v del momento Hector. 
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7.39 y 7.40 Para la viga y las cargas mostradas en las figuras, a) trace 
los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine los va- 
lores absolutos m&ximos de la fuerza cortante y del momento flector. 
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Figure P7.39 
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Figura P7.41 


o kN/m 



Figura P7.42 
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7.41 y 7.42 Si se supone que la reacci6n del suelo sob re la viga AB 
que muestra cada figura esta dirigida had a arriba v es uni forme monte di.s- 
tribuida, a) trace los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, 
b) determine los valores absolutos nuiximos de la fuerza cortante v del mo- 
mento flector. 

7.43 Si se supone que la reaction del suelo sobre la viga AB que mues- 
tra la figura esta dirigida hacia arriba y es uniformemente distribuida, a) tra- 
ce los diagramas de fuerza cortante v de momento flector, h) determine los 
valores absolutos m&ximos de la fuerza cortante y del momento flector. 

7.44 Si la reacci6n del suelo sobre la viga AB que muestra la figura 
esta dirigida hacia arriba v es uniformemente distribuida, y a = 0.3 m, a) tra- 
ce los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine los 
valores absolutos mdximos de la fuerza cortante v del momento Hector. 


Figura P7.43 
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7.45 y 7.46 Trace los diagramas de fuerza cortante y de momento flec- 
tor para la viga AB , y determine los valores absolutos m&xiinos de la fuerza 
cortante y del momento flector. 



Figura P7.44 



Figura P7.47 




7.47 Dos pequenas secciones de angulo, CE y DF, se atom i I Ian a la 
viga uniforme AB con peso de 900 lb, y el el erne n to estructural se sostiene 
g temporal mente por medio de los cables verticales EG y FH como indica la 
figura. Una segunda viga que descan sa sobre la viga AB en l ejerce una fuerza 
hacia abajo de 810 lb sobre AB. Si a = 0.9 ft y sin tomar en cuenta el peso 
de las secciones de iingulo, a) trace los diagramas de fuerza cortante y de 
momento flector para la viga AB, h) determine los valores absolutos maxi- 
mos de la fuerza cortante y del momento flector en la viga. 


7.48 Resuelva el problema 7.47 para a = 1.8 ft. 
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7.49 Trace los diagrams de fuerza cortante y de momenta flector para 
la viga AB, y determine los valores absolutos maximos de la fuerza cortante 
y del momenta flector. 



100 
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Flgura P7.49 


7.50 Sin tomar en cuenta el tamafio de la polea colocada en G, a) tra- 
ce los diagramas de fuerza cortante v de momenta flector para la viga AB 
que muestra la flgura, b) determine los valores absolutos maximos de la fuer- 
za cortante y del momenta flector. 

7.51 Para la viga del problema 7.44, determine a) la distancia a para 
la cual el valor absoluto maximo del momenta flector en la viga sea minimo, 
b) el valor correspondiente de |M| mix . [Sugerencia: Trace el diagrama de mo- 
mento flector e iguale los valores absolutos m&ximos positivos y negativos que 
se obtengan en el diagrama.) 

7.52 Para el elemento estructural del problema 7.47, determine a) la 
distancia a para la cual el valor absoluto m4ximo del momenta flector en la 
viga AB sea minimo, b) el valor correspondiente de|M| Ifl ^. (Vea la sugeren- 
cia del problema 7.51.) 

7.53 Para la viga que muestra la flgura, determine a) la magnitud de 
P cuvo valor m£ximo del momenta flector sea minimo, b) el valor correspon- 
diente de |M| miix . {Vea la sugerencia del problema 7.51.) 

7.54 Para la viga y las cargas mostradas, determine a) la distancia a 
para la cual el valor absoluto m&ximo del momenta flector en la viga sea im- 
nimo, b) el valor correspondiente de|M| m / w . (Vea la sugerencia del problema 
7.51.) 
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Flgura P7.53 


Figura P7.54 


7.55 Si P = Q = .500 lb, determine a) la distancia a para la cual el valor 
absoluto maximo del momenta flector en la viga AB que muestra la figura 
sea minimo, b) el valor correspondiente de |A/| lIldx . (Vea la sugerencia del 
problema 7.51.) 

7.56 Resuelva el problema 7.55 suponiendo que P = 250 lb y Q = 500 

lb. 


V V 



Flgura P7.55 
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*7.57 Para rcducir el momento flector de la viga en voladi/o AB que 
muestra la figura, se fijan de manera permanente un cable y un contrapeso en 
el extremo B. Determine la magnitud del contrapeso para la cual el valor ab- 
solute m£ximo del momento flector en la viga sea lo m£s pequcno posible, asf 
como el valor correspondiente de |M| m{Sx . Considere a) el caso en que la car- 
ga distribuida se aplica permanentemente sobre la viga, h) el caso mas gene- 
ral en que la carga distribuida puede aplicarse o remove rse. 




wAx 



b) 


*7.6. RELACIONES ENTRE CARGA, FUERZA CORTANTE 
Y MOMENTO FLECTOR 


Si una viga sostiene mas de dos o tres cargas concentradas, o cuando so- 
porta cargas distribuidas, es muy probable que el metodo para graficar 
las fuerzas cortantes y los momentos flectores descrito en la seccidn 7.5 
se vuelva muy laborioso. La elaboracidn del diagrama de fuerza cortan- 
te y, especialmente, la del diagrama de momento flector, se simplifica- 
r&n en gran medida si se toman en consideracidn ciertas relaciones que 
existen entre la carga, la fuerza cortante y el momento flector. 

Considerese una viga simplemente apovada AB que soporta una 
carga distribuida w por unidad de longitud (figura 7. 1 lrz), v scan C y 
C' dos puntos sobre la viga scparados por una distancia Ax entre si. La 
fuerza cortante y el momento flector ubicados en C estaran represen- 
tados, respectivamente, con V y M, las cuales se supondnin positivas; 
la fuerza cortante y el momento flector localizados en C' serdn repre- 
sentados mediante V + AV v M + AM. 

Ahora se separa el tramo de viga CC ; y se traza su diagrama de 
cuerpo libre (figura 7.1 lfc). Las fuerzas ejercidas sobre el cuerpo libre 
incluyen una carga de magnitud w Ax y las fuerzas v los pares intemos 
que actuan en C v C'. Como se ha supuesto que la fuerza cortante v 
el momento flector son positivos, las fuerzas y los pares estaran dirigi- 
dos en la forma indicada por la figura. 

Relaciones entre carga y fuerza cortante. Se escribe que la 
suma de las componentes verticales de las fuerzas que actuan sobre el 
cuerpo libre CC' es igual a cero: 

V - (V + AV) - ic Ax = 0 
AV = -u; Ax 


Al dividir ambos lados de la ecuacion anterior entre Ax, y haciendo 
luego que Ax tienda a cero, se obtiene 


dV 

dx m 


(7.1) 


La fdrmula (7.1) indica que para una viga de la forma que muestra la 
figura 7.11«, la pendiente dV/dx de la curva de fuerza cortante es ne- 


Figura 7.11 


gativa; ademas, el valor absoluto de la pendiente en cualquier punto es 
igual a la carga por unidad de longitud en dicho punto. Si se integra la 
ecuacion (7.1) entre los puntos C y D, se obtiene 

V D -Vc = -f°wdx (7.2) 

*C 

V D V c — “(drea bajo la curva de carga entre CyD) (7.2') 

Observese que tambien se pudo haber obtenido este resultado consi- 
derando el equilibrio de la porcion CD de la viga, puesto que el area 
bajo la curva de carga representa la carga total aplicada entre C y D. 

Es necesario senalar que la ecuacidn (7.1) no es valida en un punto 
donde se aplica una carga concentrada; como se vio en la secci6n 7.5, 
la curva de fuerza cortante es discontinua en dicho punto. En forma 
similar, las ecuaciones (7.2) y (7.2') dejan de ser vjilidas cuando se apli- 
can cargas concentradas entre C y D, puesto que dichas ecuaciones no 
toman en consideration el cambio brusco en la fuerza cortante oca- 
sionado por una carga concentrada. Por tanto, las ecuaciones (7.2) y 
(7.2') solo se deben aplicar entre cargas concentradas sucesivas. 


Relaciones entre la fuerza cortante y el momento flector. Re- 

gresando al diagrama de cuerpo libre de la figura 7.11 b, ahora se escri- 
be que la suma de los momentos con respecto a C' es igual a cero y se 
obtiene 

(M + AM) - M - V Ax + wAx-y- = 0 
AM = V Ax — ^w(Ax) 2 


Si se dividen ambos lados de la ecuacion anterior entre Ax y se hace 
que Ax tienda a cero, se obtiene 



(7.3) 


La ecuacion (7.3) indica que la pendiente dM/dx de la curva de mo- 
mento flector es igual al valor de la fuerza cortante. Esto es cierto en 
cualquier punto donde la fuerza cortante tenga un valor bien definido, 
es decir, en cualquier punto donde no se aplique una fuerza concen- 
trada. Ademas, la ecuacion (7.3) tambien muestra que la fuerza cor- 
tante es igual a cero en aquellos puntos donde el momento flector es 
maxi mo. Esta propiedad facilita el calculo de los puntos donde es mas 
probable que la viga falle bajo flexion. 

Si se integra la ecuacion (7.3) entre los puntos C y D, se obtiene 

Mo~ M c — f " V dx (7.4) 

Mp ~ M c * area bajo la curva de fuerza cortante entre CyD (7.4') 

Observese que se debe considerar que el area bajo la curva de fuerza 
cortante es positiva en aquellos lugares donde la fuerza cortante es posi- 
tiva y que el dre a es negativa donde la fuerza cortante es negativa. Las 
ecuaciones (7.4) y (7.4') son validas cuando se aplican cargas concen- 
tradas entre C y D, y siempre y cuando se haya dibujado correctamente 
la curva de fuerza cortante. Sin embargo, dichas formulas dejan de ser 
v&lidas si se aplica un par en un punto localizado entre CyD, puesto 
que las formulas en cuestidn no consideran el cambio brusco en el mo- 
mento flector ocasionado por un par (vease problema resuelto 7.7). 
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Flgura 7.12 


Ejemplo. Con. side re una viga apoyada AB que tiene un claro L y que so- 
porta una carga distribnida de manera uniforme tt* (figura 7.12«). A partir del 
diagram a de ciierpo libre para toda la viga se detennina la rnagnitud de las reac- 
ciones en los apoyos R A = li B - wL/2 (figura 7.126). Despues, se dibuja el dia- 
grama de fuerza cortante. Cerca del extreme A de la viga, la fuerza cortante es 
igual a K a , esto es, igual a wL/2 , como puede corroborarse considerando una 
porcidn iniiy pequena de la viga como un cuerpo libre. Ententes, utilizando la 
ecuacion (7.2) se puede determinar la fuerza cortante V a cualquier distanciax 
a partir de A. Asi se escribe 

rx 

V — V A = — I w fix = —wx 
J <> 

V = V A - wx = ^-wx = w(~- - xj 

En este sentido, la cun a de fuerza cortante es una linea recta oblicua que cru- 
za el eje .r en x = L/2 (figura 7.12c). Ahora considere el momento flector, 
primero se observa que M A = 0. Entonces, el valor M del momento flector a 
cualquier distancia x a partir de A se puede obtener a partir de la ecuacion 
(7.4); asi se tiene que 

M - M a = f Vdx 

M = l “'{I' " X ) dx = 2 (Lt ' x2) 

La cun a de momento flector es una pardbola. El maxim o valor del momen- 
to flector ocurre cuando x = L/2, puesto que V (y, por tanto, dM/dx) es igual 
a cero para dicho valor de x. Si se sustituye x = L/2 en la ultima ecuacion. 
se obtiene M miU = wL 2 /H. 


En la rnayoria de las aplicaciones de ingeniena solo se necesita co- 
nocer el valor del momento flector en unos cuantos puntos especificos. 
Una vez que se ha dibujado el diagrama de fuerza cortante y despues de 
que se ha determinado el valor do M en uno de los extremos de la viga, 
se puede obtener el valor del momento flector en cualquier punto, cal- 
culando el iirea bajo la curv'a de fuerza cortante y utilizando la ecuacion 
(7.4 ; ). Por ejemplo, como M A = 0 para la viga de la figura 7.12, el m &- 
ximo valor del momento flector para la viga se puede obtener midiendo 
el area del trisingulo sombreado en el diagrama dc fuerza cortante: 

1 L wL wL 2 


En cste ejemplo, la curva de carga es una linea recta horizontal, la cur- 
va de fuerza cortante es una linea recta oblicua y la curv^a dc momento flec- 
tor es una parabola. Si la curva de carga hubiera sido una linea recta obli- 
cua (polinomio de primer grado), la curva de fuerza cortante habria sido 
una parabola (polinomio de segundo grado) y la cur\ 7 a de momento flector 
hubiera sido cubica (polinomio de tercer grado). Las curvas de fuerza cor- 
tante y momento flector siempre senin, respectivamente, uno y dos grados 
mayores que la curva de carga. Por tanto, una vez que se han calculado unos 
cuantos valores de la fuerza cortante v del momento flector, se deberan po- 
der bosquejar los diagramas de fuerza cortante v momento flector sin te- 
ner que determinar las fundones V(x) y M(x). Los bosquejos obtenidos 
seran mas precisos si se hace uso del hecho de que en cualquier punto don- 
de las curvas son continuas, la pendiente de la cuiva de fuerza cortante es 
igual a —tv y la pendiente de la curva de momento flector es igual a V. 


■H 


20 k, r i2k, ,,s i-»hr^« PROBLEMA RESUELTO 7.4 


6ft 


mo 


^ Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momento flector para la vlga v las 
condiciones de carga mostradas en la figura. 
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SOLUCION 

Cuerpo librc: viga completa. Si se considera a toda la viga como un 
cuerpo libre, se determinan las reacciones: 

+ ^M a = 0: 

D ( 24 ft) - (20 ldps)(6 ft) - (12 ldps)(14 ft) - (12 ldps)(28 ft) = 0 

D = +26 kips D = 26 kips ] 

+ | SF f/ = 0: A ff — 20 kips — 12 kips + 26 kips — 12 kips = 0 

A ?/ = 4-18 kips Ay = 18 kips ] 

^1F X * 0: A % * 0 A r = 0 

Tambidn se debe sen alar que tanto en A como en E el momento flector es 
igual a cero: por tanto, se obtienen dos puntos (indicados por medio de pe- 
quenos eirculos) del diagrama de momento flector 

Diagram a de fuerza cortante. Como dV/dx = — w t se encuentra que 
la pendiente del diagrama de fuerza cortante es igual a cero (esto es, que la 
fuerza cortante es constante) entre cargas concentradas y reacciones. La fuer- 
za cortante en cualquicr punto se determina dividiendo la viga en dos partes 
y con side ran do a cualquiera de dichas partes como un cuerpo libre. Por eje tri- 
ple, utilizando la porcion de la viga que esta a la izquierda de la section 1, se 
obtiene la fuerza cortante entre ByC: 

+t2Fy = 0: -HI 8 kips — 20 kips — V /= 0 V = —2 kips 

Adern as, tambten se encuentra que la fuerza cortante es igual a + 12 kilolibras 
(kips) justo a la dereclia del punto D y que la fuerza cortante es igual a cero en 
el extremo E. Como la pendiente dV /dx — —tv es constante entre D v E, el 
diagrama de fuerza cortante es una linea recta entre estos dos puntos. 

Diagrama de momento flector. Se recuerda que el area bajo la cur- 
va de fuerza cortante entre dos puntos es igual al cambio en el momento 
flector entre esos mismos dos puntos. Por conveniencia, se calcula el area de 
cada portion del diagrama de fuerza cortante y se indica el valor obtenido 
en ese mismo diagrama. Como se sabe que el momento flector M A en el ex- 
tremo izquierdo es igual a cero, se escribe 


M B - M a = +108 
M c - M b = - 16 
M d - M c = ~ 140 
— Mp — + 48 


M b = +108 kips -ft 
M c = + 92 kips • ft 
Mp = — 48 kips ■ ft 
M„; = 0 


Como se sabe que M E es igual a cero, se obtiene una comprobaci6n de los 
calculos realizados. 

Entre las cargas concentradas y reacciones la fuerza cortante es cons- 
tante; por tanto, la pendiente dM/dx es constante y se dibuja el diagrama de 
momento flector conectando los puntos conocidos con lmeas rectas. Entre 
D y £, donde el diagrama de fuerza cortante es una linea recta oblicua, el 
diagrama de momento flector es una parabola. 

A partir de los diagramas para V y M se observa que =18 kips y 
•Vf = 108 kips • ft. 
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PROBLEMA RESUELTO 7.5 


Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento {lector para la viga y las 
condiciones de carga mostradas en la figura y determine la ubicacion v mag- 
nitud del momento flector m&dmo. 


SOLUCION 


Cuerpo lib re: viga complcta. Si se considera toda la viga como un 
cuerpo libre, se obtienen las reacciones 


R a = 80 kN f R c = 40 kN t 


Diagrama de fuerza cortante. La fuerza cortante justo a la derecha 
del punto A es V A - +80 kN. Como el cambio en la fuerza cortante entre 
dos puntos es igual al mgativo del &rea bajo la curva de carga entre los mis- 
mos dos puntos, se obtiene V B escribiendo 


V B - V* = -(20 kN/m)(6 in) = -120 kN 

V* = -120 + V A = -120 + 80 = -40 kN 


-40 kN Como la pendiente dV/dx = —w es constante entre A v B, el diagrama de 
fuerza cortante entre estos dos puntos est& representado por una lfnea rec- 
ta. Entre B y C, el area bajo la curva de carga es igual a cero; por tanto. 


V c - V B = 0 V c = V B = -40 kN 
v la fuerza cortante es constante entre B v C. 


V D - V A = —tvx 
0 - 80 kN = -(20 kN/m)x 


M d - M a = +160 kN • m 
M b — M d — — 40 kN • m 
M c - M b = -120 kN • m 


M d = +160 kN • m 
M b = +120 kN • m 
M c = 0 


M - \i n = +160 kN ■ m ◄ 
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Diagrama dc momento flector. Se observa que el momento flector 
en cada uno de los extremos de la viga es igual a cero. Para determinar el 
maximo momento flector se tiene que localizar la ubicacidn de la seccirin D 
de la viga donde V = 0. Asf se escribe 


y, resolviendo para x: x = 4 m M 

El m&dmo momento flector ocurre en el punto D donde se tiene que 
dM/dx — V = 0. Se calculan las &reas de las distintas porciones del diagrama 
de fuerza cortante y se indican los valores obtenidos (entre par^ntesis) en ese 
mismo diagrama. Como el area del diagrama de fuerza cortante entre dos pun- 
tos es igual al cambio en el momento flector entre esos mismos dos puntos, se 
escribe 


El diagrama de momento flector consta de un areo de parabola seguido por 
un segmento de lfnea recta; la pendiente de la parabola en A es igual al valor 
de V en dicho punto. 

El m&ximo momento flector es igual a 
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PROBLEMA RESUELTO 7.6 

Elabore los diagramas de fuerza cortante y de momento flector para la viga 
en voladizo que se muestra en la figura. 


- a 0 r/(3L - a) 


SOLUCION 

Diagrama de fuerza cortante. Se encuentra que en el extremo libre 
de la viga V A = 0. Por otra parte, entre A y B, el area bajo la curva de earga 
es igual a ^w 0 a- Con la informacidn anterior, se encuentra el valor de V B es- 
eribiendo 

V’ B “ V A = - V s = 

Entre B y C, la viga no soporta ninguna carga externa; por tanto V c = ; V B . 
En A, se tiene que w = y de acuerdo con la ecuaciun (7.1), la pendien- 
te de la cun a de fuerza cortante est£ dada por dV/dx — -tv 0 > mientras que 
en B la pendiente es dV/dx = 0. Entre A y B, la carga decrece linealmente 
y el diagrama de fuerza cortante es parabdlico. Entre B v C, w = 0 y el dia- 
grama de fuerza cortante es una llnea horizontal. 

Diagrama dc momento flector. Se observa que en el extremo libre de 
la viga M a — 0. Se calcula el drea bajo la curva de fuerza cortante y se escribe 

Mb ~ Ma ~ M B — — ^Wq(i 2 

Me ~ = a(L — a) 

M c = -^w 0 a(3L - a) 

El bosquejo del diagrama de momento flector se completa recordando que 
dM/dx = V. Se encuentra que entre A y B el diagrama esta representado por 
una curva cubica con pendiente cero en A, y entre B y C esta representado 
con una linea recta. 
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PROBLEMA RESUELTO 7.7 

Sobre la viga sencilla apoyada AC actua un par de magnitud T que se aplica 
en el punto B. Dibuje los diagramas de fuerza cortante v momento flector 
para la viga. 


SOLUCI6N 

Diagrama de cuerpo libre: viga completa. 
como un cuerpo libre y se obtiene 


Se toma toda la viga 


tl# 


Diagramas de fuerza cortante v momento flector. La fuerza cor- 
tante en cualquier seccidn es constante e igual a T/L . Como el par est6 apli- 
cado en B, el diagrama de momento flector es discontinue en dicho punto; 
asi el momento flector decrece bruscamente en una cantidad igual a T. 



RESOLUTION DE PROBLEMAS 
E N FOR M A INDEPENDIENTE 


ill 


rj 


En csta leccion se aprendio a utilizar las relaciones que existen entre la carga, la 
fuerza cortante v el momento flector para simplificar la tarea de dibujar los dia- 
gramas de fuerza cortante y momento flector. Estas relaciones son 


(IV 

dx 

d\l 

dx 


= —to 


= V 


(7.2') 

(7.4') 


Vjj — Vc = “(area bajo la curva de carga entre C y D) 

M n — Me ~ (irea bajo la curva de fuerza cortante entre C y D) 

Tomando en cuenta las relaciones anteriores, se puede utilizar cl siguiente proce- 
dimiento para dibujar los diagramas de fuerza cortante v momento flector para una 
viga. 

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre para toda la viga y utilizarlo para 
determinar las reacciones en sus apoyos. 

2. Dibujar el diagrama de fuerza cortante . Al igual que en la leccion anterior, 
esto se puede llevar a cabo cortando la viga en varies puntos y considerando el dia- 
grama de cueipo libre de una de las partes de la viga que se obtienen de esta for- 
ma [problema resuelto 7.3]. Sin embargo, se puede considerar uno de los siguien- 
tes procedi mientos alternatives. 

a) La fuerza cortante V en cualquier punto de la viga es igual a la sutna 
de las reacciones tj de las cargas que se encuentran a la izquierda de dicho 
punto; una fuerza que actua hacia arriba se con side ra como positiva y una fuerza 
que actua hacia abajo se considera como negativa. 

h) Para una viga que so port a una carga distribuida , se puede comenzar 
a partir de un punto donde se conoce el valor de V y utilizar consecutivamente la 
ecuacion (7.2') para encontrar el valor dc V en todos los dem&s puntos de interes. 

3. Dibujar el diagrama de momento flector utilizando el siguiente procedi- 
miento. 

a) Se calcula el area bajo cada porcion de la curva de fuerza cortante , 
asignandole un signo positive a las areas localizadas por encima del eje x y un signo 
negativo a las areas localizadas por debajo del eje x. 

b) Se aplica consecutivamente la ecuacion (7.4') [problemas resueltos 7.4 
v 7.5], comenzando a partir del extremo izquierdo de la viga, donde M = 0 (excepto 
si en ese extremo se aplica un par o si la viga es una viga en voladizo con su ex- 
tremo izquierdo fijo). 

c) Se debe tener cuidado de mostrar una discontinuidad en el diagrama de mo- 
mento flector en el punto en el que se aplica un par sobre la viga , incrernen- 
tando el valor de M en dicho punto en una cantidad igual a la rnagnitud del par, si 
este ultimo tiene un sentido a favor del novimiento de las manecillas del relqj o dis- 
minuyendo el valor de M en una cantidad igual a la rnagnitud del par, si este ul- 
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timo tiene un sentido contrario al movimiento de las nianecillas del reloj [problema 
resuelto 7.7]. 

4 . Determinar la ubicacidn y la magnitud de El maximo valor abso- 

lute del momento flector ocurre en uno de los dos puntos en los que dM/dx = 0, 
esto es, de acuerdo con la ecuaoidn (7.3), en un punto dondc V es igual a cero o 
cambia de signo. Por tanto, se tiene que: 

a) Se determina a partir del diagrama de fuerza cortante , el valor de 
|M| en el que V cambia de .signo; esto ocurrir& en los puntos donde actuan car- 
gas concentradas [problema resuelto 7.4]. 

h ) Se determinan los puntos en los que V = 0 y los valores correspon- 
dientes de |M|; esto ocurrira bajo una carga distribuida. Para encontrar la distan- 
cia x entre el punto C, donde empieza la carga distribuida, y un punto D, donde la 
fuerza cortante es igual a cero, se emplea la ecuacidn (7.2'); aqui, para V c: se usa 
el valor conocido de la fuerza cortante en el punto C, para V t) se usa el valor de 
cero y se expresa el &re a bajo la curva de carga como una funcion de x [problema 
resuelto 7.5]. 

5. La calidad de los dibujos de los diagramas se puede mejorar si se re- 
cuerda que, de acuerdo con las ecuaciones (7.1) y (7.3), en cualquier punto dado, 
la pendiente de la curva V es igual a — w y la pendiente de la curva M es igual a V 7 . 
En particular, en los dibujos se deben mostrar claramente los puntos en los que la 
pendiente de las curvas es cero. 

6‘. Por ufrimo, para vigas que s oportan una carga distribuida que estd ex- 
presada como una funcion w(x), se debe recordar que la fuerza cortante V se 
puede obtener integrando la funcion —w(x) y el momento flector M puede obte- 
nerse integrando V(x) [ecuaciones (7.3) y (7.4)]. 
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7.58 Use el metodo de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.29. 

7.59 Use el metodo de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.30. 

7.60 Use el metodo de la secci6n 7.6 para resolver el problema 7.31 . 

7.61 Use el metodo de la seccidn 7.6 para resolver el problema 7.32. 

7.62 Use el metodo de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.34. 

7.63 Use el metodo do la seccion 7.6 para resolver el problema 7.35. 

7.64 y 7.65 Para la viga y las cargas mostradas en cada figura, a) trace 
los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine los va- 
lores absolutos m&dmos de la fuerza cortante v del momento flector. 

7.66 Use el metodo de la secci6n 7.6 para resolver el problema 7.37. 

7.67 Use el metodo de la secci6n 7.6 para resolver el problema 7.38. 

7.68 Use el metodo de la seccion 7.6 para resolver el problema 7.39. 

7.69 Use el metodo de la section 7.6 para resolver el problema 7.40. 

7.70 y 7.71 Para la viga v las cargas mostradas en cada figura, a) trace 
los diagramas de fuerza cortante v de momento flector, b) determine los va- 
lores absolutos mdximos de la fuerza cortante y del momento flector. 
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Figura P7.72 


2 k\/rn 4.5 kN/in 



6.5 m 

Figura P7.73 


7.72 y 7.73 Para la viga y las cargas que se muestran en cada figura, 
a) trace los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine 
la magnitud y la ubicacion del momento flector maximo. 
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7.74 Para la viga mostrada en la figura, trace los diagramas de fuerza 
cortante y de momento flector y determine el valor absoluto maximo del mo- 
menta flector sabiendo que a) P = 7 kips, b) P = 10 kips. 



7.75 Para la viga mostrada en la figura, trace los diagramas de fuerza 
cortante y de momento flector v determine la magnitud y la ubicaci6n del 
valor absoluto maximo del momenta flector. 

7.76 Para la viga y las cargas mostradas en la figura, a) trace los dia- 
gramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine la magnitud 
v la ubicacidn del valor absoluto maximo del momento flector. 




Figura P7.76 


7.77 Resuelva el problerna 7.76 suponiendo que el par de 24 kN ■ m 
se aplica en D en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 

7.78 Para la viga AB mostrada en la figura, a) trace los diagramas de 
fuerza cortante y de momento flector, b) determine la magnitud y la ubi- 
caci6n del valor absoluto m£ximo del momento flector. 



7.79 Resuelva el problerna 7.78 suponiendo que la fuerza de 2 kips 
aplicada en E estd dirigida hacia arriba. 


384 Fuereas en vigas y cables 7.80 y 7.81 Para la viga v las cargas mostradas en cada figura, a) ob- 

tenga las ecuaciones de las curvas de la fuerza cortante y del momento Hec- 
tor, b) trace los diagram as do fuerza cortante y de momento Hector, c) de- 
termine la magnitud y la ubicaci6n del momento flector maxi mo. 



Figura P7.80 
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Figure P7.81 
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Figure P7.82 


7.82 Para la viga mostrada en la Hgura, a) trace los diagramas de fuerza 
cortante y de momento flector, b) determine la magnitud y la uhicaci6n del 
momento flector maxi mo. (Sugerencia\ Obtenga las ecuaciones de las curvas 
de la fuerza cortante y del momento flector para el tramo CD de la viga.) 

7.83 La acumulacidn de nieve produce una carga distribuida sobre la 
superficie, dicha carga puede aproximarse mediante la curva de carga cubica 
mostrada por la figura. Obtenga las ecuaciones de las curvas de la fuerza cor- 
tante v del momento flector y determine el momento flector maxi mo. 



1 -*-0.2 n<4^0lS iii-» 4*-0.25 m-** 

Figura P7.84 
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Figura P7.83 

*7.84 La viga AB mostrada en la figura se somete a una carga uni- 
formemente distribuida de 1 000 N/m y a dos fuerzas desconocidas P v Q. 
Si el cdlculo experimental del valor del momento flector es de —395 N * m 
en A, y de -215 N • rn en C, a) determine P V Q, b) trace los diagramas de 
fuerza cortante y de momento flector para la viga. 

* 7.85 Resuelva el problema 7.84 suponiendo que la carga uniforme- 
mente distribuida de 1 000 N/m sc extiende a lo largo de toda la viga AB. 

* 7.86 La viga AB mostrada en la figura se somete a una carga uni- 
formemente distribuida v a dos fuerzas desconocidas P y Q. Si el calculo ex- 
perimental del valor del momento flector es de +2.7 kN • in C v +2.5 k\ • 
m en D, cuando a — 2 m, a) determine P y Q, b) trace los diagramas de 
fuerza cortante y de momento flector para la viga. 


Figura P7.86 


7.87 Resuelva el problema 7.86 cuando a = 1.35 m. 
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*7.7. CABLES CON CARGAS CONCENTRADAS 


Los cables se utilizan en muchas aplicaciones de ingenierfa corno pucn- 
tcs colgantes, lfneas de transmision, telefericos, contravientos para to- 
rres altas, etc. Los cables pueden dividirse cn dos categorias de acuer- 
do con las cargas que actuan sobre ellos: 1) cables quc soportan cargas 
concentradas y 2} cables que soportan cargas distribuidas. En csta sec- 
ci6n se exarninaran solo los cables de la primera categona. 

Considere un cable unido a dos puntos fijos A v B que soporta n 
cargas concentradas verticales P ln P 2 , . . . , P„ (figura 7.13rd. Se supone 
que el cable es flexible, esto es, que su resistencia a la flexfon es pe- 
qucna y se puede despreciar. Ademas, tambi£n se supone que el peso 
del cable es susceptible de ser ignorado en comparaci6n con las cargas 
que soporta. Por tanto, cualquier porcion del cable entre dos cargas con- 
secutivas se puede considerar coino un clemento sujeto a dos fucrzas v, 
por consiguiente, las fuerzas intornas en cualquier punto del cable se re- 
ducen a una fuerza de tension dirigida a to largo del cable . 

Se supone que cada una de las cargas se encuentra en una linea ver- 
tical dada, esto es, que la distancia horizontal desde el apoyo A hasta ca- 
da una de las cargas es conocida; ademas, tambi£n se supone que se 
conocen las distancias horizontal y vertical entre los apovos. Se busca 
determinar la forma del cable, esto es, la distancia vertical desde el apo- 
yo A hasta cada uno de los puntos Ci, C 2 , . . . , C„. y tambien se desea 
encontrar la tension T en cada uno de los segmentos del cable. 



Fotografia 7.3 Como el peso del cable del 
transporte para esquiadores que se muestra en 
la foto es despreciable comparado con el peso 
de las sillas y los esquiadores, los metodos de 
esta seccion pueden usarse para determinar la 
fuerza en cualquier punto del cable. 




a) 

Figura 7.13 


b) 


Prirnero sc dibuja un diagrarna de cuerpo libre para todo el cable 
(figura 7.13fo). Como la pendiente de las porciones del cable unidas en 
A y B no se conoce, cada una de las reacciones en A v B deben repre- 
sentarse con dos componentes. Por tanto, estan involucradas cuatro in- 
cognitas V las tres ecuaciones de equilibrio que se tienen disponibles 
rio son suficientes para determinar las reacciones en A y B .* De esta 
manera, se debe obtener una ecuacirfn adicional considerando el equi- 
librio de una porcion del cable. Lo anterior es posible si se conocen las 
coordenadas x y tj de un punto D del cable, Dibujando el diagrarna de 

f E s ohvio (jiic cl cable no es un cuerpo rfgido; por tanto. las ecuaciones de equilibrio 
re presen tan condiriorws necesarias pero no suficientes (v^ase seccibn 6.11). 
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a) 



b) 

Flgura 7.14 



F i g u ra 7. 1 3 ( repetida) 


cuerpo libre del segmento AD del cable (figura 7.14a) v escribicndo 
SMo = 0, se obtiene una relation adicional entre las componentes es- 
calares A x y A tJ y se pueden dcterminar las reacciones en A y B. Sin 
embargo, el problema continnarfa siendo indeterminado si no sc cono- 
cieran las coordenadas de D, a menos que se proporcionara otra rela- 
ci6n entre A x y A fJ (o entre B x y B y ). Como se indica por medio de las 
lmeas discontinuas en la figura 7.136, el cable podria colgar en varias 
formas posibles. 

Una vez que se han dcterminado A x v A y se puede encontrar fa- 
cilmente la distancia vertical desde A hasta cualquier punto del cable. 
Por ejemplo, considerando el punto C 2 se dibuja el diagrama de cuer- 
po libre de la portion AC 2 del cable (figura 7. 1 4b). Si se escribe 2Afc 2 = 
0, se obtiene una ecuacidn que se puede resolver para i/ 2 . Al escribir 
2F r = 0 y 'LFy = 0 se obtienen las componentes de la fuerza T que re- 
presen ta la tension en la portion del cable que esLi a la derecha de C 2 . 
Se observa que T cos 0 = — A x ; por tan to, la components horizontal de 
la fuerza de tension siempre es la misma en cualquier punto del cable. 
Se concluye que la tension T es maxima cuando cos 0 es mini mo, es- 
to es, en la porcifin del cable que tiene el mayor angulo de inclinacidn 
0. Obviamente, dicha porcion del cable debe ser adyacente a uno de 
los apoyos del cable. 


*7.8. CABLES CON CARGAS DISTRIBUIDAS 

Considere un cable que est& unido a dos puntos fijos A y B y que sopor- 
ta una carga distribuida (figura 7.15 a). En la section anterior se vio que 
para un cable que soporta cargas concentradas, la fuerza interna en cual- 
quier punto es una fuerza de tension dirigida a lo largo del cable. En el 
caso de un cable que soporta una carga distribuida, Cste cuelga toman - 
do la forma de una curva y la fuerza interna en el punto D es una fuer- 
za de tension T dirigida a lo largo de la tangente de la curva. En esta 
section se aprendera a determinar la tensidn en cualquier punto de un 
cable que soporta una carga distribuida dada. En las secciones siguien- 
tes se determ inani la forma que adopta el cable para dos tipos particu- 
lares de cargas distribuidas. 

Considerando el caso mas general de carga distribuida, se dibuja 
el diagrama de cuerpo libre de la porcion del cable que se extiende 
desde el punto mas bajo C hasta un punto D del cable (figura 7.156). 
Las fuerzas que actuan sobre el cuerpo libre son la fuerza de tension 
T () en C, la cual es horizontal, la fuerza de tensidn T en D, la cual est& 
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Figura 7.15 


dirigida a lo largo de la tangente al cable en D y la resultante W de la 
fuerza distribuida, soportada por la porcidn CD del cable. Si se dibuja 
el tridngulo de fuerzas correspondiente (figura 7.15c), se obtienen las 
siguientes relaciones: 

T cos 6 = T 0 T sen 6 = W (7.5) 

y w 

T - VT% + W 2 tan 0 = — (7.6) 

*0 

A partir de las relaciones (7.5), es evidente que la componente hori- 
zontal de la fuerza de tensi6n T es la misma en cualquier punto y que 
la componente vertical de T es igual a la magnitud W de la carga me- 
dida a partir del punto m4s bajo. Las relaciones (7.6) muestran que la 
tension T es minima en el punto mas bajo v maxima en uno de los dos 
puntos de apoyo. 


*7.9. CABLE PARAB6LICO 

Ahora suponga que el cable AB soporta una carga distribuida de ma- 
nera uniforme a lo largo de la horizontal (figura 7.16#). Se puede su- 
poner que los cables de los puentes colgantes est&n cargados de esta 
forma puesto que el peso del cable es pequeno en comparacidn con el 
peso de la calzada. La carga por unidad de longitud ( medida en forma 
horizontal) se representa con w y se expresa en N/m o en Ib/ft. Selec- 
cionando ejes coordenados con su origen en el punto mas bajo C del 
cable, se encuentra que la magnitud W de la carga total soportada por 
el segmento del cable que se extiende desde C hasta el punto D de 
coordenadas x y y esta dada por W = wx. De esta forma, las relacio- 
nes (7.6) que definen la magnitud y la direccion de la fuerza en D, se 
convierten en 


T= VTl + w 2 x 2 tan 6 = (7.7) 

M) 

Ademds, la distancia desde D hasta la linea de accion de la resultante 
W es igual a la mitad de la distancia horizontal que hay desde C hasta 
D (figura 7.1 6b). Si se suman momentos con respecto a D, se escribe 

wx~ -T o y = 0 



a) 



+ = 0 : 


Figura 7.16 


(7.8) 
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b) 



Flgura 7.17 



Fotografi'a 7.4 En los puentes colgantes para 
cruzar rios y estuarios la calzada est4 sostenida 
por cables. El puente Verazani-Narrows, el cual 
conecta Staten Island y Brooklin en la ciudad de 
Nueva York, tiene el claro m£s largo de todos los 
puentes en Estados Unidos. 


v, resolviendo para y, se obtiene 

wx* 

,J ~ 2T 0 

Esta es la ecuacion de una pardbola con un eje vertical y con su verti- 
ce en el origen del sistema de coordenadas. Por tanto, la curva forrna- 
da por cables que estan cargados uniforrnemente a lo largo de la hori- 
zontal es una parabola. 1 

Cuando los apoyos A y B del cable tienen la rnisrna elevacidn, la 
distancia L entre los apoyos se conoce como el claro del cable y la dis- 
tancia vertical h desde los apoyos hasta el punto mas bajo se llama Vdfle- 
cha del cable (figura l.lla). Si se conocen el claro y la flecha del cable 
y si la carga por unidad de longitud horizontal w esta dada, se puede en- 
contrar la tension minima T 0 sustituyendo x = L/2 y y = h en la ecua- 
cion (7.8). Entonces, las ecuaciones (7.7) proporcionar^n la tensidn y la 
pendiente en cualquier punto del cable y la ecuacion (7.8) dcfinira la for- 
ma del cable. 

Cuando los apoyos tienen elevaciones diferentes, no se conoce la po- 
sition del punto mas bajo del cable y se deben determinar las coordena- 
das x Ay y A y x B> tj B de los apoyos. Con ese propdsito, se expresa que las 
coordenadas d c Ay B satisfacen la ecuacion (7.8) y que x H — x A = L y 
iJb ~ *Ja = donde L v d representan, respectivamente, las distancias 
horizontal y vertical entre los dos apoyos (figura 7.17h v c). 

La longitud del cable desde su punto mas bajo C hasta su apovo 
B se puede obtener a partir de la formula 


Sb = 



(7.9) 


Si se obtiene la diferencial dc la ecuacion (7.8) se obtiene la derivada 
cltj/dx - wx/Ti ) ; si se sustituve este resultado en la ecuacion (7.9) y se 
utiliza el teorema del binomio para expandir el radical en una serie in- 
finita, se obtiene 


% “ 



1 + 


inV 

rl 


dx = 



w 2 x 2 
2Tb 


w 4 x 4 

8Tq 




1 + 


w 2 xl 

6Tb 


4 4 
W Xb 

40T( 4 , 



y, como wx 8 /2T 0 = tj B , 


Sb — X B 



(7.10) 


La serie converge para valores de la relation ys/ x B menores que 0.5; 
en la mayorfa de los casos, dicha relacidn es menor y s6lo es necesario 
calcular los dos primeros t^rminos de la serie. 


f Los cables que euelgan bajo la accion de su propin peso no est-4n cargados uniforme* 
inente a lo largo de la horizontal y, por tanto, no forman una pardbola. Sin embargo, cuan- 
do el cable estd lo suficientemente tenso, el error que se comete al suponer una forma pa- 
rab6lica para cables que euelgan bajo la acci6n de su propio peso es pequefio Rn la siguiente 
secci6n se presentard una exposicidn completa sobre este tipo de cables. 






PROBLEMA RESUELTO 7.8 


El cable AE soporta tres cargas verticales en los puntos indicados. Si el pun- 
to C esta a 5 ft por debajo del apoyo izquierdo, determine: a) la elevaci6n de 
los puntos B y D , y b) la pendiente maxima y la tension irutxima en el cable. 


SOLUCION 


Reacciones en los apoyos. Las componentes de reaccion A x y A u se 
determ inan de la siguiente forma: 

Cuerpo libre: todo el cable 


= 0 : 

A r (2 0 ft) - A v (60 ft) + (6 kips ){ 40 ft) + (12 kips)(30 ft) + (4 kips)(15 ft) = 0 
20A t - 60A y + 660 = 0 


Cuerpo libre: ABC 

+ ^2Mr; = 0: -A x { 5 ft) - A y (30 ft) + (6 kips)<10 ft) = 0 

— 5A X - 30A y + 60 = 0 

Si $e resuelven en forma simult&nea las dos ecuaciones. se obtiene 


A x = — 18 kips A y = 18 kips < 
A tJ =4-5 kips A v = 5 kips ] 


a) Elevacion de los puntos B y /). 

Cuerpo libre: AB. Considerando la porcidn AB del cable como un 
cuerpo libre, se escribe 



H kips 1 

—20 ft — 



1 

,5ki|.v 


D 


iSi 

1 i Li 


f> kips { 
—20 ft — 

10 ft 

12 kips 

-15ft- 

1 

k 3 kips 


J 


= 0: (18 kips)f/ B - (5 kips)(20 ft) = 0 

ifB = 5.56 ft por debajo de A ^ 


Cuerpo libre: ABCD. Con el nso de la porcion ABCD del cable como 
un cuerpo libre, se escribe 


I kips 


+ = 0 : 

—(18 ldp s)y p — (5 ldps)(45 ft) + (6 ldps)(25 ft) A (12 ldps)(15 ft) = 0 

ij f) = 5.83 ft por encima de A 4 

r l4.17 ft k) Pendiente y tension maximas. Se observa que la pendiente ma- 

15.83 ft xima ocurre en la porcion DE. Como la componente horizontal de la tensidn 
es constante e igual a 18 kilolibras, se escribe 


14.17 


15 ft 

_ 18 kips 
cos 6 


0 = 43.4° ◄ 

r, 84.8 kips ◄ 



i sag®* 


PROBLEMA RESUELTO 7.9 


-40 m- 


0.3 in 


D 


Un cable ligero esta unido a un apovo en A, pasa sob re una pole a pequena 
enBv soporta una carga P. Si se sabe que la flecha del cable es de 0,5 in y 
que la masa por unidad de longitud del cable es de 0.75 kg'm, determine: 
a) la magnitud de la carga P, h) la pendiente del cable en B v c) la longitud 
total del cable desde A hasta B. Como la relacidn entre la flecha y el claro 
es pequena. suponga que el cable es parabdlico. Ademas, se ignora el peso 
del tramo del cable que va desde B hasta D. 


Tn 


I 

A 


|'*-10 m — *■; 


^-10 in- 


VV - 147.2 N 


VI. 147.2 N 

AlA 

T» 


SOLUCION 

a) Carga P. Se representa con C al punto m&s bajo del cable y se di- 
buja el diagrama de cuerpo libre correspondiente a la portion CB del cable. 
Suponiendo que la carga est& uniformemente distribuida a lo largo de la ho- 
rizontal, se escribe 

w = (0.75 kg/m) (9. 81 m/s 2 ) = 7.36 N/m 

La carga total para el tramo CB del cable est& dada por 

W = wx B = (7.36 N/m)(20 m) = 147.2 N 

y se aplica justo a la iriitad entre C y B. Sumando momentos con respecto a 
B y se escribe 


+ t \ZM s = 0: (147.2 N)(10 m) - T o (0.5 m) = 0 

A partir del tri£ngulo de fuerzas se obtiene 

t b = Vrf + w 2 


T 0 = 2 944 N 


= V(2 944 N) 2 + (147.2 N) 2 = 2 948 N 
Como la tensidn en ambos lados de la polea es la misma, $e encuentra que 

P = T h = 2 948 N ◄ 


b) Pendiente del cable en B. Ademas, a partir del tri&ngulo de fuer- 
zas se obtiene que 

n W 147.2 N _ 

= " - 005 

e = 2.9" ◄ 


Co- 



= 0.5 m 

- x H * 20 in — - 

X 


c) Longitud del cable. Aplicando la ecuacion (7.10) entre C v B, se 
escribe 


-■Hter- 


, 2 / 0.5 m\ 2 

= (20 m) 1 + — ( — 1 4- • 


= 20.00833 m 


3 V 20 in 

La longitud del cable entre A v B es el doble de este valor, 

Longitud = 2.s# = 40.0167 m ^ 


warn® 


RESOLUCIONDE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En los problemas propuestos correspondientes a esta section se tendr&n que apli- 
car las ecuaciones de equilibrio a cables que se encuentran en un piano vertical. Se 
supone que un cable no puede resistir flexion, por tanto, la fuerza de tension en el 
cable siempre est& dirigida a lo largo del mismo. 

A. En la primera parte de esta leccion se consideraron cables sujetos a car- 
gas concent radas. Como no se toma en cuenta el peso del cable, 6ste permane- 
ce recto entre las cargas. 

La solution de un problema constara de los siguientes pasos: 

L Dihujar un diagrama de cuerpo libre para lodo el cable inostrando las 
cargas v las componentes horizontal y vertical de la reaction en cada uno de los 
apovos. Se usa este diagrama de cuerpo libre para escribir las ecuaciones de equi- 
librio correspondientes. 

2. Se enfrentard una situacion en la cual se tienen cuatro componentes des- 
conocidas y solo se cuenta con tres ecuaciones de equilibrio (v£ase la figura 
7.13). Por tanto, se debe encontrar alguna informacidn adicional, como la posicion 
de un punto sobre el cable o la pendiente del cable en un punto dado, 

3. Despues de que se ha ideniiftcado el punto del cable donde exist e infor- 
mation adicional , se corta el cable en dicho punto v se dibuja el diagrama de 
cuerpo libre correspondiente a una de las dos secciones del cable que se han ob- 
tenido de esta manera. 

a) Si se conoce la posicion del punto donde se ha cortado el cable, escri- 
biendo 2M = 0 con respecto a dicho punto para el nuevo cuerpo libre, se obten- 
dra la ecuacion adicional que se requiere para resolver las cuatro componentes des- 
conocidas de las reacciones [problema resuelto 7.8]. 

h) Si se conoce la pendiente de la portion del cable que se ha cortado, es- 
cribiendo 2F* = 0 y 2F y = 0 para el nuevo cuerpo libre, se obtendran dos ecua- 
ciones de equilibrio que, junto con las tres ecuaciones originales, pueden resolver- 
se para las cuatro componentes de reaccidn y para la tensidn del cable en el punto 
donde este fue cortado. 

4 . Para encontrar la elevacion en un punto dado del cable y la pendiente 
y la tension en el mismo una vez que se han encontrado las reacciones en los apo- 
yos, se debe cortar el cable en dicho punto y dibujar un diagrama de cuerpo libre 
para una de las dos section es que se han obtenido de esta manera. Si se escribe 

= 0 con respecto al punto en cuesti6n se obtiene su elevation. Al escribir 2F* = 
0 y 2F y = 0 se obtienen las componentes de la fuerza de tension, a partir de las 
cuales se encuentra f&eilmente la magnitud y la direccidn de esta ultima. 


(continua) 




5. Para un cable que soporta solo cargas verticales , se observa que la com- 
ponente horizontal de lafuerza de tension es la misma en cualquier punto . Se con- 
cluye que, para un cable como 6ste, la tension maxima ocurre en la parte mds in- 
clinada del cable. 


B. En la segunda parte de esta seccion se consideraron cables que sopor- 
tan una carga uniformemenle distribuida a lo largo de la horizontal . En este 
caso la forma del cable es parabolica. 

La solucidn de un problema requerira de uno o mas de los siguientes conceptos: 


1 . Si se coloca el origen del sistema de coordenadas en el punto mds bajo 
del cable y $e dirigen los ejes x y y, respectivamente, hacia la derecha y hacia arri- 
ba, se encuentra que la ecuacion de la parabola es 


y = 



(7.8) 


La tension minima en el cable ocurre en el origen, donde el cable es horizontal y 
la tension maxima ocurre en el apoyo donde la pendiente es maxima. 


2. Si los apoyos del cable tienen la misma elevacion , la flecha h del cable es 
la distancia vertical desde el punto mas bajo del cable hasta la linea horizontal que 
une a los dos apoyos. Para resolver un problema que involucra un cable parabdli- 
co de este tipo, sc debe escribir la ecuacion (7.8) para uno de los apoyos; dicha 
ccuacidn se puede resolver para una incognita. 


3. Si los apoyos del cable tienen elevaciones distintas, se debera escribir la 
ecuacidn (7.8) para cada uno de los apoyos (vease la figura 7.17). 


4 . Para encontrar la longitud del cable desde el punto mas bajo hasta uno de 
los apoyos, se puede utilizar la ecuacion (7.10). En la mayona de los casos s6lo se 
debenin calcular los dos primeros terminos de la serie. 


En el problema resuelto 7.9 se considerd un cable colgando bajo su propio peso. 
Se observa que, para los cables en tension, sus pesos por unidad de longitud en la 
direccidn horizontal son aproximadamente constantes. Esta fue la condicion externa 
de carga de los cables analizados en la seccion 7.9. Por tanto, si w sc toma ahora 
como el peso por unidad de longitud de los cables, es posible aplicar los resultados 
obtenidos para este tipo de cargas extemas al caso especial de cables en tension col- 
gando bajo sus propios pesos. 


Problemas 


7.88 Para las dos cargas sostenidas por el cable ABCD como indica la 
figura, y sabiendo que d c = 0.75 m, determine a) la distancia r/ B , b) las com- 
ponentes de la rcaccidn en A, c) el valor maximo dc la tension en el cable. 

7.89 Para las dos cargas sostenidas por el cable ABCD como indica la 
figura, y sabiendo que el valor maximo de la tensidn en el cable es de 3.6 
kN, determine a) la distancia d B , b) la distancia d c . 

7.90 El cable ABODE soporta las tres cargas que muestra la figura. Si 
d c = 12 ft, determine a) las componentes de la reaccidn en E, b) el valor 
maximo de la tension en el cable. 

7.91 El cable ABODE soporta las tres cargas que muestra la figura. 
Determine la distancia d c si el valor maximo de la tension en el cable es de 
5 kips. 

7.92 El cable ABODE soporta las tres cargas que muestra la figura. Si 
d ( =1.8 m, determine a) la reaccion en E, b) his distancias d B y d-D. 

7.93 El cable ABODE soporta las tres cargas que muestra la figura. 
Determine a) la distancia dc para la cual el tramo CD del cable pennanece 
en posicidn bori/ontal, b) las reacciones correspondientes en los apoyos. 

7.94 Una tuberfa dc petroleo esta sostenida cada 6 ft mediante sus- 
pensores verticales fijados al cable como indica la figura. Debido al peso com- 
bi nado dc la tuberia v su contenido, cada suspensor expcrimenta una tensidn 
de 400 lb. Si d ( = 12 ft, determine a) la tensidn maxima en el cable, b) la 
distancia d n . 



' r 3 k\ 

Figura P7.88 y P7.89 





ft 6 ft - ft J 


Figura P7.94 


7.95 Resuelva el problema 7.94 suponiendo que dc = 9 ft. 

7.96 El cable ABC sostiene las dos cajas que muestra la figura. Si b = 9 
ft, determine a) la magnitud requerida de la fuerza horizontal P, b) la dis- 
tancia correspondiente a. 

7.97 El cable ABC sostiene las dos cajas que muestra la figura. De- 
termine las distancias a yb cuando se aplica una fuerza horizontal P de 25 
lb de magnitud en C. 


Figura P7.92 y P7.93 
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7.98 Un cable ABCD se mantiene en la posici6n que indica la figura 
gracias a una fuerza P aplicada en B y a un bloque fijo puesto en C. Si la 
fuerza P tiene magnitud de 1.32 k\, determine a) la reacci6n en A, b) la ma- 
sa m requerida del bloque, c) la tensi6n en cada tramo del cable. 

7.99 Un cable ABCD se mantiene en la posicirin quo indica la figura 
gracias a una fuerza P aplicada en B y a un bloque fijo puesto en C. Si la 
masa m del bloque es de 150 kg, determine a) la reaccidn en D , h) la fuer- 
za P requerida, c) la tensidn en cada tramo del cable. 

7.100 Dos senmiforos estln suspendidos temporalmente del cable 
ABCDE . Si el sermiforo ubicado en D tiene una masa de 34 kg, determine 
a) la masa del sem&foro localizado en C T , h) la tension requerida en el cable 
BF para rnantener el si stem a en la position que indica la figura. 


—2.4 in- 


1 ,6 tn 


-3.5 m- 


-3 m- 



Figura P7.100 y P7.101 


fiO in 1 4<) m — *4 



Figura P7.103 


7.1 01 Dos semaforos se hallan suspendidos temporalmente del cable 
ABCDE. Si el sem^foro ubicado en C tiene una masa de 55 kg, determine 
a) la masa del semaforo localizado en D, b) la tension requerida en el cable 
BF para rnantener el sistema en la posicidn que indica la figura. 

7.102 Un alambre el^ctrico que tiene masa por unidad de longitud de 
0.6 kg/m esta atado entre dos aisladores de la misma alt ura y separados por 
60 m. Si la flecha del alambre rnide 1.5 m, determine a) la tensidn maxima 
en el alambre, b) la longitud del alambre. 

7.103 En la figura se muestran dos cables del mismo diametro que se 
atan a la torre de transmisidn en el pi into B. Como la torre es delgada, la 
componente horizontal de la resultan to de las fuerzas ejercidas por los ca- 
bles en B debe ser eero. Si la masa por unidad de longitud de los cables es 
de 0.4 kg/m, determine a) la flecha requerida h,b) la tension maxima en ca- 
da cable. 

7.104 Cada cable del puente Golden Gate sostiene una carga tv = 
11.1 kips/ft a lo largo de la horizontal. Si el claro L mide 4 150 ft v la flecha 
h es de 464 ft, determine para cada cable a) la tensi6n iruixima, h) la longi- 
tud. 


7.105 El claro central del puente George Washington, tal como se 
construy6 original men te, consiste en una via uni forme suspcndida por cua- 
tro cables. La carga uniforme que sostiene cada cable a lo largo de la hori- 
zontal era w = 9.75 kips/ft. Si el claro L mide 3 500 ft v la flecha h es de 316 
ft, determine para la configuraddn original a ) la tensirin maxima en cada ca- 
ble, h) la longitud de cada cable. 


7.106 Para marcar la posicirin de las barandillas sobre los postes de 
una cerca, el propietario de un ter re no ata una cuerda al poste situ ado en A, 
pasa la cuerda por un pedazo corto de tubo fijo al poste colocado en y ata 
el extreme libre de la cuerda a una cubeta llena de ladrillos que tiene un pe- 
so total de 60 lb. Si el peso por unidad de longitud de la cuerda es de 0.02 
Ib/ft v se supone quo A y B cstan a la misma altura, determine a) la flecha 
/i, b) la pen (lien te de la cuerda en B. No tome en cuenta el efecto de la fric- 
ci6n. 


150 ft 
t/i 


Figura P7.106 




7.107 Un barco pequeno se ata a un embarcadero con una cuerda de 
5 m de longitud como indica la figura. Si la corriente ejercc una fuerza 
de 300 N dirigida desde la proa hasta la popa sobre el casco del barco, y la 
masa por unidad de longitud de la cuerda es de 2.2 kg/m, determine a) la 
tension maxima en la cuerda, b) la flecha h . [ Sugerencia : Aplique unicamen- 
te los primeros dos terminos de la ecuacion (7.10).] 

7.108 El claro central del puente Verrazano- Narrows consiste en dos 
vfas suspendidas por cuatro cables. El diseno del puente toma en cuenta 
el efecto de cambios extremos de temperatura, los cuales generan que en el 
centre del claro la flecha vane desde h w — 386 ft en inviemo hasta h s = 394 
ft en verano. Si cl claro es L = 4 260 ft, determine el cambio en la longitud 
de los cables debido a variaciones oxtremas de temperatura. 
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Figura P7.107 


7.109 La masa total del cable ACB es de 10 kg. Suponiendo que la 
masa de este cable esta distribuida uniformemente a lo largo de la horizon- 
tal, determine a) la flecha /i, b) la pendiente del cable en A. 



10 kg 


Figura P7.109 


7.110 Gada cable de los claros laterales del puente Golden Gate sos- 
tienc una carga w ~ 10.2 kips/ft a lo largo de la horizontal. Si para los claros 
laterales la distancia maxima vertical h desde cada cable hasta la linea recta 
AB es de 30 ft, y esta se localiza en el punto medio del claro como indica la 
figura, determine a) la tension maxima en cada cable, b) la pendiente en B. 

7.111 Antes de ser alimentada dentro de una imprenta localizada al 
lado derecho de D , una lioja continua de papel cuyo peso por unidad de lon- 
gitud es de 0.18 lb/ft pasa por los rodillos eolocados en A y B. Suponiendo 
que la curva forinada por la hoja es parabolica, determine a) la ubicacion del 
punto mds bajo C\ b) la tensibn maxima en la hoja. 




Figura P7.111 


7.112 La eadena AB mostrada en la figura sostiene la viga horizontal 
un if brine cuya masa por unidad de longitud es de 85 kg/m. Si la tension ma- 
xima en el cable no excede los 8 kN, determine a) la distancia horizontal a 
desde A hasta el punto mds bajo de la eadena C, b) la longitud aproximada 
de la eadena. 

7.113 La eadena AB mostrada en la figura tiene longitud do 6.4 in y 
sostiene la viga horizontal uni forme cuya masa por unidad de longitud es de 
85 kg/m. Determine a) la distancia horizontal a desde A hasta cl punto mds 
bajo de la eadena C, b) la tension maxima en la eadena. 


6 hi 



Figura P7.11 2 y P7.11 3 
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Flgura P7.11 4 


J 



Flgura P7.121 


*7.114 El cable AB de claro L v una viga simplemente apoyada A'B' 
que tiene el mismo claro se someten a las mismas cargas verticales mostra- 
das en la flgura. Demuestre que la magnitud del momento flector en un pun- 
to C' de la viga es igual al producto T ( >h, donde T 0 es la magnitud de la com- 
ponente horizontal de la fuerza de tensi6n presente en el cable y h es la 
distancia vertical entre el punto C y una llnea recta que une a los puntos de 
apovo Ay B. 

7.115 a 7.118 Utilice la propiedad establecida en el problema 7.114 
para resolver cada problema que se indica a continuation, resolviendo pri- 
inero el problema correspondiente relacionado con la viga. 

7.115 Problema 7.89a. 

7.116 Problema 7.92^. 

7.117 Problema 7.946. 

7.118 Problema 7.956. 

*7.1 1 9 Muestre que la curva forrnada por un cable que tiene una carga 
distribuida u?(.x) esta definida por la ecuacidn diferencial d z y/dx 2 = w(x)/T ih 
donde T 0 es la tensidn presente en el punto mis bajo. 

*7.1 20 Utilice la propiedad establecida end problema 7. 1 19 para dc- 
terminar la curva formada por un cable de claro L v pandeo h que tiene una 
carga distribuida w * u?o cos (ttx/L), donde x se mide a partir del punto 
medio del claro. Tambi^n determine los valores maximo y mmimo de la ten- 
sion presente en el cable. 

*7.121 Si el peso por unidad de longitud del cable AB es u? ( >/cos" 0, 
demuestre que la curva formada por este cable es un arco circular. (Suge- 
rencia : Use la propiedad establecida en el problema 7.119.) 


*7.10. CATENARIA 

Ahora con side rese un cable AB cjue soporta una carga uniformemente 
distribuida a lo largo del mismo cable (Pigura 7.18rz). Los cables que 
cuelgan bajo la accion de su propio peso estan cargados de esta forma. 
La carga por unidad de longitud, medida a lo largo del cable, se repre- 
senta con tv y se expresa en N/m o en Ib/ft. La magnitud W de la car- 
ga total soportada por un tramo del cable de longitud .v, el cual se ex- 
tiende desde el punto mis bajo C hasta un punto D , esta dada por W = 
ws. Al sustituir este valor de W en la ecuacion (7.6), se ob tiene la ten- 
sion presen te en el punto D. 

r = V T$ + w 2 s 2 




Flgura 7.18 


Para simplifioar los calculos subsecuentes, se introduce la cons tan tc c = 
Tq/w. Entonces se escribe 

T () = wc W = ws T = wV? + .s' 2 (7. 1 1 ) 
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En la figura 7.18fo se muestra el diagrama de cuerpo libre para la 
porcion CD del cable. Sin embargo, este diagrama no puede utilizarsc 
para obtener directamente la ecuaci6n de la curva que adopta el cable 
puesto que no se conoce la distancia horizontal desde D hasta la linea de 
accidn de la rcsultante W do la carga. Para obtener dicha ccuacidn, pri- 
mero se escribe que la proyeecion horizontal de un pequeno elemento 
de cable de longitud ds es dx = ds cos 0. Se observa a partir de la figu- 
ra 7.18c (pie 6 = T () /T y con las ecuaciones (7.11), se escribe 


dx = ds cos 6 



wc (Is 

icVc 2 + .s 2 


ds 

y / 1 + .v 2 /c 2 


Si se selecciona el origen O del sistema de coordenadas a una distancia 
directamente por debajo de C (figura 7.18rz) y se integra desde C(0, c) 
hasta D(x, tj) y se obtiene f 


x-r 


ds 


In Vl + s 2 /c 2 


= c 


senh 1 — 


= c senh 1 — 
O C 



Fotografia 7.5 En esta seccibn se exponen las 
fuerzas sobre los apoyos y las fuerzas internas 
en los cables de las lineas electricas que se 
muestran en la fotografia. 


Esta ecuacion, que relaciona la longitud s de la porcion CD del cable 
y la distancia horizontal x, se puede escribir de la siguientc forma: 


s ~ c senh 


x 

c 


(7.15) 


Ahora se puede obtener la relation entre las coordenadas xy ij es- 
cribiendo dy = dx tan 6. Observe que a partir de la figura 7.18c que 
tan 0 - W/T { j y con las ecuaciones (7.1 1) y (7.15), se escribe 


W s x 

dtj = dx tan 0 = — dx = — dx — senh — dx 
T 0 c c 


'Esta integral se puede encontrar en todas las tablas de integrates estdndar. I.a funckm 

z = senh 1 u 


(que se lee “arco seno hiperbolico de u”) es el moerso de la fun cion u = seiili z (que se lee 
"seno hiperbolico de z”). Esta funci6n y la liincibn t> = cosh z (que se lee “cosen o hiper- 
bblico de z”) estAn definidas de la siguiente forma: 

u — senh z = j(e z - e~ z ) v = cosh z = y(fT + e~ s ) 
tx»s valores numbricos de las funciones senh z y cosh ^ se encucntran en las tablas de /un- 
done* hipcrbolicas. Ademas, estas funciones tambibn se pueden calcular en la mavorfa de 
las calculadoras, ya sea directamente o a partir de las deliniciones que se acaban de pre- 
sentar. Se recomienda ill estudiante consultar cualquier libro de c&Iculo para una deserip- 
ci6n completa de las propiedades de estas funciones. En esta seecibn solo se utilizan las 
siguientes propiedades, las cuales se pucnlen derivar directamente a partir de las defini- 
ciones que se presentaron eon anterioridad: 


d senh z 

: = cosh z 

dz 

senh 0 = 0 
cosh 2 z - 


d cosh z 

: = senh z 

dz 

cosh 0=1 
senh 2 z = 1 


(712) 

(7.13) 

(7.14) 
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Si se integran desde C(0, c) hasta D(.t, y ) y con las ecuaciones (7.12) y 
(7.13), se obtiene la siguiente expresion 


u — c = senh — dx = c cosh — = cl cosh - — 1 1 

J o r C j<> V C / 


y — c — c cosh c 

c 


la cual se reduce a 


y — t cosh — (7.16) 

J c 

Elsta es la ecuacion de ima catenaria con eje vertical. La ordenada c 
del punto m&s bajo C recibe el nombre de pardmetro de la catenaria. 
Elevando al cuadrado ambos lados de las ecuaciones (7.15) y (7.16) t 
restdndolas y tomando en cuenta la ecuacion (7.14), se obtiene la si- 
guiente relacidn entre y y s\ 


y 2 (7.17) 

Al resolver la ecuacidn (7.17) para s 2 y llevando este resultado a la ulti- 
ma de las relaciones (7.11.), se pueden escribir dichas relaciones dc la 
siguiente forma: 


T 0 = wc W=*tus T - tvy (7.18) 

La ultima relacidn indica que la tensidn en cualquier punto D del ca- 
ble es proporcional a la distancia vertical desde D hasta la linea hori- 
zontal que representa al eje x. 

Cuando los apoyos A v B del cable tienen la misma elevacidn, la 
distancia L entre Los apoyos recibe el nombre de claro del cable y 
la distancia vertical h desde los apoyos hasta el punto mas bajo C se 
conoce como la jlecha del cable. Estas definiciones son las mismas que 
las proporcionadas para el caso de cables parab6licos, pero se debe se- 
nalar que, debido a la forma en que se seleccionaron los ejes coorde- 
nados, ahora la flecha h esta dada por 

h — y\ — c (7.19) 

Tambi^n se debe senalar que ciertos problemas sobre catenarias involu- 
cran ecuaciones trascendentales, las cuales deben resolverse por medio 
de aproximaciones sucesivas (vease problema resuelto 7.10). Sin embar- 
go, cuando el cable esta bastante tenso, se puede suponer que la carga 
esta uniformemente distribuida a lo largo de la horizontal y la catenaria 
puede reemplazarse por una parabola. Esto simplifica en gran medida 
la solucion del problema y el error que se introduce es pequeno. 

Cuando los apoyos A y B tienen distintas elevaciones, no se conoce 
la posicion del punto mas bajo del cable. Entonces, el problema puede 
resolverse en forma similar a la senalada para cables parabdlicos, ex- 
presando que el cable debe pasar a trav^s de los apoyos, que x H — x A — 
L y que y B — yA = d, donde L y d representan, respectivamente, las 
distancias horizontal y vertical entre los dos apoyos. 


PROBLEMA RESUELTO 7.10 


-500ft- 


Un cable uniforme que pesa 3 lb/ft se suspende entre dos puntos Ay B, co- 
mo se muestra en la figura. Determine a) los valores de la tension maxima y 
minima en el cable y b) la longitud del cable. 




SOLUCION 

Ecuacion del cable. El origen de las coodenadas se coloca a una dis- 
tancia c por debajo del punto mas bajo del cable. De esta forma, la ecuacion 
del cable estti dada por la ecuacion (7.16), 

u = c cosh — 

c 

Las coordenadas del punto B son las siguientes 

x B = 250 ft y B = 100 + c 

Si se sustituyen estas coordenadas en la ecuacibn del cable, se obtiene 

, 250 

100 + c = c cosh 

c 

100 , 250 

1- 1 = cosh 

c c 

El valor de c se determina suponiendo valores de prueba sucesivos, como se 
muestra en la siguiente tabla: 


c 

250 

c 

100 

c 

100 + 1 
C 

250 

cosh — 
c 

300 

0.833 

0.333 

1.333 

1.367 

350 

0.714 

0.286 

1.286 

1.266 

330 

0.758 

0.303 

1.303 

1.301 

328 

0.762 

0.305 

1.305 

1.305 


Toman do c = 328, se tiene que 

y B = 100 4- c = 428 ft 

«) Valores maxi mo y mini mo de la tension. Con las ecuaciones 
(7.18), se obtiene 

T ( nfn = T 0 = u;c; = (3 lb/ft)(328 ft) T min = 984 lb ◄ 
T mdx - T b = wy B = (3 lb/ft )(428 ft) T mAx = 1 284 lb ◄ 

b ) Longitud del cable. La mi tad de la longitud del cable se en- 
cuentra al resolver la ecuaci6n (7.17): 

y% — $cb = 6 ' 2 s cb = y% — c 2, = (428)^ — (328) Scb = 275 ft 

Por tanto, la longitud total del cable estd dada por 

s AB = 2 s C b = 2(275 ft) s AB = 550 ft ◄ 



En la ultima secci6n de este capftulo se aprendio a resolver los problemas que in- 
volucran a un cable que soporta una carga uniformemente distribuida a lo largo del 


mismo. La forma que adopta el cable es la de una catenaria y est& definida por la 
eeuacion: 


1. Es necesaria recorder que el origen de las coordenadas para una cate- 
naria estd localizado a una distancia c directamente por debajo del punto 


cidas. Entonces se considera cada una de las ecuaciones que fueron presentadas 
en la seccibn (ecuaciones 7.15 a 7.19) y se resuelve una ecuaci6n que contiene so- 
lo una incbgnita. Se sustituve el valor encontrado de esta forma en otra eeuacion y 
se resuelve esta ultima para otra incognita. 

3. Si se proporciona la flee ha /?, se utiliza la eeuacion (7.19) para reemplazar 
y por h + c en la eeuacion (7.16) si x es conocida [problcma resuelto 7.10], o en la 
ecuaci6n (7.17) si se conoce s, y se resuelve la ecuaci6n obtenida para la constan- 
te c. 

4. Muchos de los problemas que se encontrardn involucran una solucion 

por medio de prueba y error de una eeuacibn que involucra a un seno o a un cose- 
no hiperbolicos. El trabajo se puede simplificar llevando un registro de los cdlculos 
realizados en una tabla, como se hizo en el problema resuelto 7.10. Por supuesto, 
tambien se puede usar una tecnica de solucibn numbrica basada en una compu- 
tadora o calculadora. ?i. 


5. Es necesario tener en cuenta que la eeuacion definitoria puede tener mas 


graficar la eeuacion y despubs resolverla para su rafz o sus raices. Si hay mds de una 
rafz, se debe determinar cubl de bstas corresponde a soluciones fisicamente posi- 


V = c cosh — 
c 


(7.16) 


mas bajo de la catenaria . La longitud del cable desde el origen liasta cualquicr 
punto se expresa como 


.s = c senh — 
c 


(7.15) 


2. Primero se dehen identificar todas las cantidades conocidas y descono- 


h 


de una solucion. Para ayudar a visuahzar esta posibilidad, se recomienda primero 


bles. 




Problemas 


7.122 Dos escaladores, separados por una distancia de 10 in, perma- 
necon do pie mientras sostienen los oxtremos de la cuerda de 12 m de lon- 
gitud como indica la figura. Si la mas a por uni dad de longitiid de la cuerda 
es de 0.07 kg/m, determine a) la flecha h , h) la magnitud de la fuerza ejer- 
cida sobre la mano de un escalador. 

7.123 Una cadena de 60 ft de longitud y 120 lb de peso se suspende 
entre dos puntos que est£n a la misma altura. Si la flecha es de 24 ft, deter- 
mine a) la distancia entre los apoyos, h) la tension maxima en la cadena. 

7.1 24 Un cable de trail via a£reo, cuya longitud es de 500 ft y pesa 2.8 
lb/ft, est£ suspendido entre dos puntos ubicados a la misma altura. Si la fle- 
cha es de 125 ft, determine a) la distancia horizontal entre los soportos, 
b) la tension maxima en el cable. 

7.125 Un cable de transmisidn electrica de 130 m de longitud v masa 
por uni dad de longitud de 3.4 kg/m se suspende entre dos puntos que tienen 
la misma altura. Si la flecha es de 30 m, determine la distancia horizontal en- 
tre los apoyos, asi como la tensidn maxima en el cable. 

7.126 En la figura se muestra un alambre, con longitud de 30 m v 
masa por unidad de longitud de 0.3 kg/m, que se une a un apoyo fijo en A 
y a un coll arm en B. Sin tomar en cuenta el efecto de la friccidn, determine 
a) la fuer/a P para la cual h = 12 m, b) el claro correspondiente L. 



Figura P7.122 



Figura P7.126 y P7.127 


7.127 En la figura se muestra un alambre, con longitud de 30 m v ma- 
sa por unidad de longitud de 0.3 kg/m, el cual se une a un apoyo fijo en A y 
a un collann en B. Si la magnitud de la fuerza horizontal aplicada al collann 
es P = 30 N, determine a ) la flecha h , b) el claro correspondiente L. 


•3.6 m 



D 


7.128 Un camino de acceso esta cerrado por medio de una cadena de 
3.8 in de longitud que atraviesa la calle. Si la masa por unidad dc longitud 
de la cadena es de 3.72 kg/m, determine a) la flecha h , b) la magnitud de la 
componente horizontal de la fuer/a que ejerce la cadena sobre el poste AB. 





Figura P7.128 


C 


7.1 29 Un alambre de 90 in de longitud se suspende de dos puntos que 
estcin a la misma altura separados por una distancia de 60 m. Si la tensidn 
mttxima es de 300 N, determine a) la flecha h,b) la masa total del alambre. 

7.130 Determine la flecha de una cadena de 45 ft de largo que esta 
unida a dos puntos situ ados a la misma altura pero separados por una dis- 
tancia de 20 ft. 

7.1 31 Una cuerda de 10 ft de longitud se une a los apoyos A y B como 
indica la figura. Determine a) el claro de la cuerda tal que sea igual a la flecha 
de la cuerda, b) el angulo correspondiente 0 f} . 

7.132 Un cable que tiene masa por unidad de longitud de 3 kg/m se 
suspende entre dos puntos situados a la misma altura y separados por una 
distancia de 48 m. Determine la flecha minima permisible del cable si la ten- 
si6n maxima no debe superar los 1 800 N. 
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7.133 Una cadena de 24 ft de longitud con masa por unidad de lon- 
gitud de 2.73 Ib/ft se une a una viga en A y pasa por una pequena polea en 
B como indica la figura. Sin toinar en cuenta el efecto de la friecitin, deter- 
mine los valores de la distaneia a para los cuales la cadena est& en equilibrio. 




7.134 El cable AB , con longitud de 10 ft y peso de 20 lb, se une a los 
collarines instalados en Ay B. los cuales pueden desplazarse libreniente so- 
bre las varillas que muestra la figura. Sin tomar en cuenta el peso de los co- 
llarines, determine a) la magnitud de la fuerza horizontal F de modo que 
h = a „ b) el valor correspondiente de h y a y c) la tension m&dma presente en 
el cable. 

7.135 Un contrapeso D, de 40 kg de masa, se une a tin cable que pa- 
sa por una pequena polea colocada en A y esta unido a un apoyo en el pun- 
to B. Si L = 15 m y h = 5 m, determine a) la longitud del cable de A a B, 
b) la masa por unidad de longitud del cable. No tome en cuenta la masa del 
cable de A a D. 



7.1 36 Como indica la figura, a la izquierda del pun to B un cable muy 
largo ABDE deseansa sob re una superficie horizontal rugosa. Si el peso del 
cable por unidad de longitud es de 1.5 Ib/ft, determine la fuerza F cuando 
a = 10.8 ft. 



Figura P7.136 y P7.137 


7.137 Como indica la figura, a la izquierda del pun to B un cable muy 
largo ABDE deseansa sobre una superficie horizontal rugosa. Si el peso del 
cable por unidad de longitud es de 1.5 lb/ft, determine la fuerza F cuando 
r/ = 18 ft. 
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7.138 Un cable uniforme cuya masa por unidad de longitud es de 4 
kg/m, se mantiene en la position que indica la figura mediante la fuerza P 
aplicada en B. Si P = 800 N v 0 A = 60°, determine a) la ubicaci6n del punto 
B, b) la longitud del cable. 

7.139 Un cable uniforme cuya masa por unidad de longitud es de 4 
kg/m, se mantiene en la posicidn mostrada en la figura mediante la fuerza P 
aplicada en B. Si P = 600 N y $ A = 60°, determine a) la ubicaci6n del punto 
B, b) la longitud del cable. 

7.140 Un cable el£ctrico cuelga entre un poste y una casa. Si la masa 
por unidad de longitud del cable es de 2. 1 kg/m, determine a) la distancia desde 
la casa hasta el punto mas bajo, C, del cable, b) la tension maxima en el cable. 



7.141 El cable ACB mostrado en la figura pesa 0.3 lb/ft. Si el punto 
mis bajo del cable se localiza a una distancia a = 6 ft por debajo del apoyo 
A, determine a) la ubicaci6n del punto m&s bajo, C, b ) la tensi6n maxima en 
el cable. 

7.142 Denote con 0 el angulo formado por un cable uniforme y la ho- 
rizontal y demuestre que en cualquier punto a) s — c tan 0, b) y = c sec 0. 

7.143 a) Determine el claro horizontal maximo permisible para un ca- 
ble uniforme, cuya masa por unidad de longitud es m\ si la tensidn en Iste 
no debe exceder un valor dado T m . b) Utilice el resultado del inciso a) para 
determ inar el claro m&rimo de un alambre de acero para el cual m' = 0.34 
kg/m y T m = 32 kN. 

*7. 144 Un cable con peso por unidad de longitud de 2 lb/ft se sostie- 
ne en la forma que muestra la figura. Si el claro L es de 18 ft, determine los 
dos valores de la flecha h para los cuales la tensidn maxima es de 80 lb. 

*7.145 Para el cable mostrado en la figura, determine la relaci6n en- 
tre la flecha v el claro para la cual la tensi6n maxima en el cable AB es igual 
al total de su peso. 

*7.1 46 En la figura se muestra un cable de peso w por unidad de lon- 
gitud que se sostiene entre dos puntos situados a la misma altura y separa- 
dos por una distancia L. Determine a) la relation entre la flecha y el claro 
para la cual la tensidn maxima T IIlix sea lo mas pequena posible, b) los valo- 
res correspondientes de S B y r m4x . 



/. 


h 
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Figura P7.138 y P7.139 



Figura P7.141 


Figura P7.144, P7.145y P7.146 


R E P A S O Y RESUME N 
DEL CAPITULO 7 


Fuerzas en elementos rectos sujetos 
a dos fuerzas 



a) b) 

Figure 7.19 

Fuerzas en elementos sujetos 
a fuerzas multiples 


Fuerzas en vigas 


En este capftulo se aprendio a determinar las fuerzas intemas que 
mantienen unidas a las diversas partes de un eLemento dado en una 
estructura. 

Al considerar primero un elemento recto sujeto a dos fuerzas AB 
[secci6n 7.2], se recuerda que un elemento de este tipo est£ someti- 
do en A y B a fuerzas iguales y opuestas F y — F que est4n dirigidas a 
lo largo de AB (figura 7.19c). Si se corta el elemento AB en C y se di- 
buja el diagrama de euerpo libre correspondiente a la parte AC, se 
concluye que las fuerzas intemas que existfan en el elemento AB en 
C son equivalentes a una fuerza axial — F igual y opuesta a F (figura 
7.19fo). Se observa que en el caso de un elemento sujeto a dos fuer- 
zas que no es recto, las fuerzas intemas se reducen a un sistema 
fuerza-par y no a una sola fuerza. 



Si se considers despu^s un elemento sujeto a fuerzas multiples AD 
(figura 7.20a), se corta en J y se dibuja el diagrama de euerpo fibre 
correspondiente a la parte /D, se concluye que las fuerzas intemas en 
J son equivalentes a un sistema fuerza-par que consta de la fuerza axial , 
F, la fuerza cortante V y un par M (figura 7.20b). La magnitud de la 
fuerza cortante mide \afuerza cortante en el punto J y se liaee referenda 
al mo men to del par como el momento fiector en J. Puesto que, si se 
hubicra considerado el diagrama de euerpo fibre correspondiente a la 
parte A], se hubiera obtenido un sistema fuerza-par igual y opuesto es 
necesario espedficar qu£ porddn del elemento AD se utilizd cuando 
se registrant las respuestas [problema resuelto 7.1]. 

La mayor parte del capftulo se dedieri al &n£iisis de las fuerzas 
intemas en dos tipos importantes de estructuras de ingenierfa: las 
vigas y los cables. Las vigas comunmente son elementos prism 
cos rectos y largos disefiados para soportar cargas que se aplican en 
varios puntos a largo del elemento. En general, las cargas son per- 
pendiculares al eje de la viga y s6lo producen corte yflexitin en 6sta. 
Las cargas pueden estar concentradas en puntos especfficos o dis- 
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tribuidas a Io largo de toda la longitud o a lo largo de una porcidn 
de la viga. La viga misma puede estar apoyada de varias formas; 
puesto que en este libro solo se consideran vigas est&ticamente de- 
terminadas, el analisis se limi t6 a vigas simplemente apoyadas , vigas 
con volados y vigas en voladizo [secddn 7.3]. 

Para obtener \ a fuerza cortante V y el momento flector M en un 
punto dado C de una viga, primero se determinan las reacciones en 
los apoyos considerando toda la viga como un cuerpo libre. Entonces, 
se corta a la viga en C y se usa el diagrama de cuerpo libre correspon- 
diente a una de las dos partes obtenidas de esta manera para determi- 
nar los valores de V y M. Para evitar cualquier confusidn en reladdn 
con el sentido de la fuerza cortante V y el par M (los cuales actuan en 
direcciones opuestas en las dos porciones de la viga), se adopt6 la con- 
vend6n de signos que se ilustra en la figura 7.21 [seccibn 7.4]. Una vez 
que se han determinadb los valores de la fuerza cortante y el momen- 
to flector en unos cuantos puntos seleccionados de la viga, usualmen- 
te es posible dibujar un diagrama de fuerza cortante y un diagrama de 
momento flector que representan, respectivamente, la fuerza cortante 
y el momento flector en cualquier punto de la viga [seccion 7.5]. Cuan- 
do una viga s6lo est& sometida a cargas concentradas, la fuerza cortan- 
te tiene un valor constante entre las cargas y el momento flector varia 
Iinealmente entre 6stas [problema resuelto 7.2]. Por otra parte, cuan- 
do una viga estd sometida a cargas distribuidas, la fuerza cortante y el 
momento flector varfan en forma diferente [problema resuelto 7.3]. 

La consttuccibn de los diagramas de fuerza cortante y momento 
flector se facilita si se toman en consideracion las siguientes relacio- 
nes. Representando con w la carga distribiuda por unidad de longi- 
tud (la cual se supone positiva si estk dirigida hacia abajo), se tiene 
que [secddn 7.5]: 


dV 

dx ~ W 

(7.1) 

dM 

(7.3) 

dx “ V 


o, despu^s de integrar las ecuaciones anteriores, 

Vp - V c = — (4rea bajo la curva de carga entre CyD) (7.2') 
Mp - M c = £rea bajo la curva de fuerza cortante entre CyD (7.4') 

La ecuaci6n (7.2') hace que sea posible dibujar el diagrama de fuerza 
cortante de una viga a partir de la curva que representa a la carga 
distribuida que actua sobre dicha viga y del valor de V en un ex- 
tremo de la misma. En forma an&loga, la ecuaci6n (7.4') hace que 
sea posible dibujar el diagrama de momento flector a partir del dia- 
grama de fuerza cortante y del valor de M en un extremo de la viga. 
Sin embargo, las cargas concentradas introducen discontinuidades 
en el diagrama de fuerza cortante y los pares concentrados implican 
discontinuidades en el diagrama de momento flector, ninguno de es- 
tos estin tornados en consideraci6n en las ecuaciones (7.2') y (7.4') 
[problemas resueltos 7.4 y 7.7]. Por ultimo, a partir de la ecuaci6n 
(7.3) se observa que los puntos de la viga donde el momento flec- 
tor es m^ximo o mfnimo son tambten los puntos donde la fuerza cor- 
tante es igual a cero [problema resuelto 7.5]. 
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Fuerza cortante y momento flector 
en una viga 


v 



V 

Fuerzas internas en la secci6n 
(fuerza cortante y momento flector positivo) 

Figura 7.21 


Relaciones entre carga, fuerza cortante y 
momento flector 
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Cables con cargas concentradas 



Figure 7.22 

Cables con cargas distrlbuidas 



u 


Figure 7.23 

Cable parabolico 



Figure 7.24 

Catenaria 



La segunda mitad del capitulo estuvo dedicada al analisis de cables 
flexibles. Primero se considert) un cable con un peso despreciable que 
soporta cargas concentradas [section 7.7], Al suponer todo el cable AB 
como un cuerpo libre (figure 7.22) se observd que las tres ecuaciones de 
equiBbiio que estan disponibles no son suficientes para determinar las 
cuatro incognitas que representan a las reacciones en los apoyos Ay B. 
Sin embargo, si se conocen las coordenadas de un punto D del cable, se 
puede obtener una ecuatidn adicional considerando el diagrama de 
cuerpo libre para la portion AD o DB del cable. Una vez que se han de* 
terminado las reacciones en los apoyos, se puede encontrar la elevation 
de cualquier punto del cable y la tensiOn en cualquier porci6n del mis- 
mo a partir del diagrama de cuerpo libre apropiado [problema resuelto 
7.8]. Se senalO que la coraponente horizontal de la fuerza T que repre- 
senta a la tension es la misma en cualquier punto del cable. 

Despues se consideraron cables que soportan cargas distribute 
das [secci6n 7.8]. Utilizando como cuerpo libre un tramo del cable 
CD que se extiende desde el punto mas bajo C hasta un punto arbi- 
trario D del cable (figure 7.23), se observO que la componente hori- 
zontal de la fuerza de tensiOn T en D es constante e igual a la tension 
T 0 en C, mientras que su componente vertical es igual al peso W de 
la porciOn de cable CD. La magnitud y la direcci6n de T se obtuvie- 
ron a partir del triangulo de fuerzas: 

/ w 

T = VT§ + W 2 tan 6 = — (7.6) 

■* o 


En el caso de una carga uniformemente distribuida a lo largo de 
la horizontal — como en el caso de un puente colgante (figure 7.24) — 
la carga soportada por la porciOn CD est£ dada por W = tox , donde 
w es la carga constante por unidad de longitud horizontal [secci6n 
7.9]. Tambien se encontr6 que la forma de la curva adoptada por el 
cable es una pardbola cuya ecuacion esti dada por 



(7.8) 


y que la longitud del cable se puede encontrar utilizando la expan- 
sion en series dada en la ecuaci6n (7.10) [problema resuelto 7.9]. 


En el caso de una carga uniformemente distribuida a lo largo del 
mismo cable — por ejemplo, un cable colgando bajo su propio peso 
(figure 7.25) — la carga soportada por la porciOn CD est£ dada por 
W = tvs , donde s es la longitud medida a lo largo del cable y w es la 
carga constante por unidad de longitud [secciOn 7.10]. Se seleccionO 
el origen O de los ejes coordenados a una distancia c = T 0 /w por de- 
bajo de C, y se derivaron las relationes 


s = c senh 


x 


(7.15) 


c 

u = c cosh ~ (7.16) 

c 

y 2 s 2 = c 2 (7.17) 

T 0 = wc W = ws T = wy (7.18) 

las cuales pueden emplearse para resolver problemas que involu- 
cran cables que cuelgan bajo la acciOn de su propio peso [problema 
resuelto 7.10]. La ecuacidn (7.16) define la forma adoptada por el 
cable y es la ecuacidn de una catenaria. 


Problemas de repaso 


7.147 Una barra semicircular esta cargada corno indica la figura. De- 
termine las fuerzas intemas en el punto J si 0 = 30°. 

7.148 Si el radio de cada polea mide 7.2 in., y sin tomar en cuenta el 
efecto de la friccifin, determine las fuerzas intemas en el punto J del armazdn 
que muestra la figura. 



Figure P7.148 


7.149 Para la barra en forma de un cuarto de circulo con peso W y 
section transversal uniforme, sostenida como indica la figura, determine el 
momento flector en el punto ] cuando 0 = 30°. 



Figura P7.149 

7.1 50 Para la viga v las cargas mostradas en la figura, a) trace los dia- 
gramas de fuerza cortante v de momento flector, b) determine los valores 
absolutos maximos dc la fuerza cortante y del momento flector. 



0.9 ft 6k»p* 1.2 ft 


Figure P7.150 


70 lb 
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4 k'N’/ni 



20 kN /m 



Figura P7.153 


7.151 Para la viga y las cargas mostradas en la figura, a) trace los dia- 
gramas de fuerza cortante y de momento flector, b) determine los valores ab- 
solutos m&ximos de la fuerza cortante y del momento flector. 

7.152 Para la viga dc la figura, determine a) la magnitud P do las dos 
fuerzas que actuan hacia arriba para las cuales el valor nviximo del momento 
flector sea minimo, h ) el valor correspondiente de lA/Ls*. (Vea la sugeren- 
cia del problema 7.51.) 


fiOkN mk N 



7.153 Para la viga de la figura, trace los diagramas de fuerza cortante 
y de momento flector, tambien determine la magnitud y la ubicacidn del va- 
lor absoluto maxi mo del momento flector sabiendo que a) M = 0, b) M = 12 
kN • m. 

7.154 Para la viga y las cargas mostradas en la figura, a) obtenga las 
ecuaciones de las curvas de la fuerza cortante y del momento flector, b) tra- 
ce los diagramas de fuerza cortante y de momento flector, c) determine la 
magnitud y la ubieacion del momento flector maximo. 



Figura P7.154 


7.155 La v-iga AB descansa sob re el suelo v sostiene la carga parabolica 
indicada por la figura. Suponiendo que las reacciones del suelo estan uni- 
formemente distribuidas y dirigidas hacia arriba, a) escriba las ecuaciones 
para las curvas de la fuerza cortante y del momento flector, b) determine el 
momento flector maximo. 



L 


Figura P7.155 
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7.156 Side * 4 m, determine a) la reacci6n en A, b) la reaccidn 
en E. 



7.157 Una tubena de vapor que pesa 50 lb/ft y pasa entre dos edifi- 
cios, los cuales est&n separados por urn distaneia de 60 ft, se sostiene ine- 
diante un sistema de cables como el mostrado en la figura. Si el peso del 
cable es equivalente a una carga uniformemente distribuida de 7.5 lb/ft, de- 
termine a) la ubicacidn del punto C msls bajo del cable, b) la tension maxi- 
ma en cl cable. 



it 


Flgura P7.157 


7.158 Una cinta de medicion tiene 200 ft de longitud y pesa 4 lb. Si 
la cinta se tiende entre dos puntos situados a la misma altura y se estira hasta 
que la tension en cada extremo es de 16 lb, determine la distaneia horizon- 
tal existente entre los extremos de la cinta. No tome en cucnta la elongacidn 
de la cinta debida a la tension. 


Problemas de computadora 




7.C1 Un elemento semicircular de radio igual a 20 in. esta cargado 
corno indica la figura. Grafique las fuerzas internal (fuerza axial, fuerza cor- 
tante v momento flector) como funciones de 6 para 0 < 0 < 90°. 

7.C2 El eje del elemento curvo AB e$ una pardbola cuyo vdrtice so en- 
cuentra en A y para la cual L = nh. Si se aplica en A una carga vertical P 
de magnitud igual a 1.2 kN, determine las fuerzas intemas y el momento 
flector en un punto arbitrario J. Graflque las fuerzas internas y el momen- 
to flector como funciones de .t para 0.25 L ^ x ^ 0.7 5L cuando L = 400 mm 
y a) n = 2, b) n = 3, c) n = 4. 

7.C3 El piso de un puente consiste en tablones angostos apoyados so- 
bre dos soportes simples de viga, uno de los cuales se muestra en la figura. 
Como parte del diseno del puente, se desea simular el efecto quo tendni so- 
bre la viga un camion de 12 kN en movimiento. La distancia entre los ejes 
del camion es de 1.8 m, y se supone que su peso se distribuye de igual mane- 
ra sobre las cuatro ruedas. a) Utiliee un programa de computadora para cal- 
cular y graficar la magnitud y ubicacion del momento flector irutximo en la 
viga coino una funcion de x para —0.9 ni < x ^ 3 m, en incrementos de 0.15 
m. h) Utiliee incrementos mas pequenos, si es necesario, para calcular el valor 
inaximo del momento flector que ocurre en la viga cuando el camidn se mueve 
sobre el puente, y detennine el valor correspondiente de x. 



Figura P7.C3 



7.C4 Determine las ecuaciones para las curvas de la fuerza cortante v 
del momento flector de las vigas 1 y 2 que se muestran en la figura, supo- 
niendo que te 0 =* 15 kNVm v L = 3 m. Trace los diagramas de fuerza cortan- 
te y de momento flector para cada viga. 


tl -U n 5**11 




Viga 1 


II - U || j 

-^mrn 1 1 


1- r 


Viga 2 


410 


Figura P7.C4 




7.C5 En.la figura se muestra una viga AB articulada en el punto B y 
sostenida mediante un rodillo colocado en D, la cual se debe disenar con efi- 
ciencia maxima para soportar una carga distribuida uniformemente a partir 
de su extremo A hasta su punto central C. Como parte del proceso de dise- 
no, use un programa de cdmputo para determinar la distancia a desde el ex- 
tremo A hasta el punto D, que es donde el rodillo debe colocarse para mi- 
nimizar en la viga el valor absoluto del momento flector M. ( Sugerencia : Un 
anilisis preliminar breve mostrari que el rodillo debe colocarse debajo de la 
carga para que el valor m&ximo negativo de M ocurra en D, mientras que su 
valor miximo positivo tenga lugar en algun punto situado entre D y C. Por 
tanto, se debe trazar el diagrama de momento flector y despues igualar el 
valor absoluto m&ximo positivo del momento flector con el valor absoluto ma- 
ximo negativo obtenido.) 

7.C6 El cable AB soporta una carga uniformemente distribuida a lo 
largo de la horizontal como indica la figura. La parte mis baja del cable se 
localiza a una distancia a = 3.6 m por debajo del apoyo A, y el apoyo B se 
encuentra a una distancia b = na por encima de A. a) Determine la tensidn 
maxima en el cable como una funcidn de n. b) Grafique la tensidn mixima 
en el cable para 2 s n s 6. 

7.C7 Utilice un programa computacional para resolver el problema 
7.127 con valores de P entre 0 y 75 N usando incrementos de 5 N. 

7.C8 Una instalacidn tipica para lineas de transmisidn consiste en un 
cable de longitud s AB> de masa por unidad de longitud m\ suspendido como 
indica la figura entre dos puntos que tienen la misma altura. Use un progra- 
ma de cdmputo para elaborar una tabla que pueda ser usada en el diseno de 
futuras instalaciones. La tabla debe contener las cantidades adimensionales 
h/L y s ah /L , TJm 'gL y T miix /m'gL para valores de clL desde 0.2 hasta 0.5, usan- 
do incrementos de 0.025, y desde 1 hasta 4, en incrementos de 0.5. 
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Figura P7.C5 



Figura P7.C6 



7.C9 El electricista mostrado en la figura esti instalando un cable elec- 
trico que pesa 0.2 lb/ft. Conforme el electricista sube lentamente por la es- 
calera, el cable se desenrolla del carrete de modo que la tension T a en el 
punto B del cable es de 1.2 lb. Sabiendo que h = 4 ft cuando el electricista 
esti parado sobre el suelo, grafique la magnitud de la fuerza ejercida por el 
cable sobre la mano del trabajador como una funcidn de h para 4 ft ^ h ^ 
16 ft. 



Figura P7.C9 
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FRICCION 

8.1 Introduecirin 

8.2 Leyes de la frlccidn seca. 
Coeficientes de friccidn 

8.3 Angulos de friccion 

8.4 Problemas que Involucran friccidn 
seca 

8.5 Cufias 

8.6 Tomillos de rosea cuadrada 

8.7 Chumaceras Friccidn en ejes 

8.8 Cojinetes de empuje. Friccidn 
en discos 

8.9 Friccidn en ruedas. Resistencla a 
ia rodadura o rodamiento 

8.10 Friccidn en bandas 


8.1. INTRODUCCION 

En los capitulos anteriores se supuso que las superficies en contacto 
eran superficies sin friccidn o supeficies rugosas. Si dstas eran super- 
ficies sin friccion, la fuerza que cada una de las superficies ejercia so- 
bre la otra era normal a las superficies y las dos se podfan mover de 
manera libre una respecto a la otra. Si dstas eran superficies rugosas, 
se supuso que se podian presentar fuerzas tangenciales para impedir 
el movimiento de una superficie con respecto a la otra. 

El anterior fue un punto de vista muy simplificado. En realidad, no 
existen superficies sin fricci6n perfectas. Cuando dos superficies est£n 
en contacto, siempre se presentan fuerzas tangenciales, llamadas/uer- 
zas de friccidn, cuando se trata de mover una de las superficies con res- 
pecto a la otra. Por otra parte, estas fuerzas de fricci6n est&n limitadas 
en magnitud y no impedir£n el movimiento si se aplican fuerzas lo sufi- 
cientemente grandes. Por tanto, la distinction entre superficies sin fric- 
cion y superficies rugosas es una cuesti6n de grado. Esto se estudiar4 
con m£s detalle en el presente capitulo, el cual esta dedicado al estudio 
de la friccion y a su aplicaci6n en situaciones de ingeniena comunes. 

Existen dos tipos de friccidn: la friccidn seca , que algunas veces es 
llamada friccidn de Coulomb , y la friccidn de fluidos. La friccidn de 
fluidos se desarroUa entre capas de fluido que se mueven a diferentes 
velocidades, y es de gran importancia en problemas que involucran el 
flujo de fluidos a travds de tuberfas y orificios o cuando se trabaja con 
cuerpos que est&n sumergidos en fluidos en movimiento. Adem£s, la 
friccidn en fluidos tambien es basica en el analisis del movimiento de 
mecanismos lubricados . Este tipo de problemas se consideran en los li- 
bros sobre mecdnica de fluidos. El presente estudio est£ limitado a la 
friccidn seca, esto es, a problemas que involucran cuerpos ngidos que 
estan en contacto a lo largo de superficies que no estdn lubricados. 

En la primera parte del capitulo se analiza el equilibrio de distin- 
tos cuerpos ngidos y estructuras de fricci6n seca en las superficies que 
est&n en contacto. M£s adelante se estudian ciertas aplicaciones de in- 
genieria especfficas en las cuales la friccidn seca juega un papel im- 
portante: cun as, tomillos de rosea cuadrada, chumaceras, cojinetes de 
empuje, resistencia a la rodadura y friccidn en bandas. 


8.2. LEYES DE LA FRICCION SECA. COEFICIENTES 
DE FRICCION 

Las leyes de la friccidn seca se pueden ejemplificar mediante el siguien- 
te experimento. Un bloque de peso W se coloca sobre una superficie 
horizontal plana (figura 8.1a). Las fuerzas que actuan sobre el bloque 
son su peso W y la reaccidn de la superficie. Como el peso no tiene 
una componente horizontal, la reaccidn de la superficie tampoco la tie- 
ne; por tanto, la reaccidn es normal a la superficie y est£ representada 
por N en la figura 8.1a. Ahora, suponga que se aplica sobre el bloque 
una fuerza horizontal P (figura 8.1 b). Si P es pequena, el bloque no se 
movera; por tanto, debe existir alguna otra fuerza horizontal que equi- 
libre a P. Esta otra fuerza es la fuerza de friccidn estdtica F, la cual es 
en realidad la resultante de diversas fuerzas que actuan sobre toda la 
superficie de contacto entre el bloque y el piano. No se conoce con 
exactitud la naturaleza de estas fuerzas, pero generalmente se supone 
que las mis mas se deben a irregularidades de las superficies en con- 
tacto y, en cierta medida, a la atraccidn molecular. 
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Si se incrementa la fuerza P, tambi^n se incrementa la fuerza de 8 - 2 - Le y 0S de la fncci6n 
fricci6n F, la cual continua oponiendose a P hasta que su magnitud al- 
canza un cierto valor maximo F m (figura 8.1c). Si P se incrementa aim 



a) 

Figura 8.1 




mas, la fuerza de friccion ya no la puede equilibrar y el bloque comien- 
za a deslizarse. 1 En cuanto empieza a moverse el bloque, la magnitud 
de F disminuye de F m a un valor menor F k . Lo anterior se debe a que 
existe una menor interpenetration entre las irregularidades de las 
superficies en contacto cuando dichas superficies se mueven una con 
respecto a la otra. A partir del momento en que el bloque empieza a 
moverse, este continua deslizandose con una velocidad que va aumen- 
tando mientras que la fuerza de friccion, representada por F* y deno- 
minada fuerza de friccion cinetica , permanece const ante. 

La evidencia experimental muestra que el maximo valor F m de la 
fuerza de friccion estatica es proporcional a la componente normal N 
de la reaction de la superficie. Asf, se tiene que 


F m = fx,N ( 8 . 1 ) 

donde es una constante llarnada coeficiente de friccion estatica. De 
forma similar, la magnitud F * de la fuerza de friccidn cinetica puede 
expresarse de la siguiente forma: 


Fk » M** (8.2) 

donde es una constante denominada coeficiente de friccion cine - 
tica. Los coeficientes de fricci6n fi s y /u* no dependen del £rea de 
las superficies en contacto, sino que dependen en gran medida de la 
naturaleza de las superficies en contacto. Como dichos coeficientes 
tambi^n dependen de la condicidn exacta de las superficies, sus va- 
lores casi nunca se conocen con una precision mayor a 5 por ciento. 
En la tabla 8.1 se presentan valores aproximados de los coeficientes de 
friccion estatica para distintas superficies secas. Los valores correspon- 


ds necesario senalar que, conforme se incrementa la magnitud F de la fuerza de fric- 
ci6n desde 0 hasta F m , el punto de aplicacidn A de la resultante N de las fuerzas de con- 
tacto nonnales se mueve hacia la derecha, de manera que los pares formados, respecti- 
vamentc, por P y F y por W y N permanecen en equilibrio. Si N alcanza el punto B antes 
que F alcancc su valor m£ximo F m , el bloque se volcari con respecto a B antes de que 
pueda cotnenzar a deslizarse (v^anse problemas 8.15 y 8.16) 
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416 Friccion dientes de fricci6n cinetica son alrededor de 25 por ciento menores. 

Como los coeficientes de fricci6n son cantidades adimensionales, los 
valores proporcionados en la tabla 8.1 se pueden utilizar tanto con uni- 
dades del SI como con las unidades de uso comun en Estados Unidos. 



a) Sin friccion ( P z = 0) 



b } Sin movimiento ( P x < F m ) 



F m = ft,N 
n -r u *w 


c ) Movimiento inminentc 





Tabla 8.1. Valores aproximados 
de los coeficientes de friccion 
estatica para superficies secas 


Metal sobre metal 

0.15-0.60 

Metal sobre madera 

0.20-0.60 

Metal sobre piedra 

0.30-0.70 

Metal sobre cuero 

0.30-0.60 

Madera sobre madera 

0.25-0.50 

Madera sobre cuero 

0.25-0.50 

Piedra sobre piedra 

0.40-0.70 

Tierra sobre tierra 

0.20-1.00 

Hule sobre concrete 

0.60-0.90 


Con base en la description que se expuso en los parrafos anterio- 
res es posible afirmar qne pueden ocurrir cuatro situaciones diferen- 
tes cuando un cuerpo ngido estd en contacto con una superficie hori- 
zontal: 

1. Las fuerzas aplicadas sobre el cuerpo no tienden a moverlo a 
lo largo de la superficie de contacto; por tanto, no hay fuerza 
de fricci6n (figura 8.2 a). 

2. Las fuerzas aplicadas tienden a mover al cuerpo a lo largo de la 
superficie de contacto pero no son lo sufieientemente grandes 
para ponerlo en movimiento. La fuerza de friccidn F que se ha 
desarrollado puede encontrarse resolviendo las ecuaeiones de 
equilibrio para el cuerpo. Como no hay evidencia de que F ha 
alcanzado su valor m&timo, no se puede utilizar la ecuacidn 
F m = /j i s N para determinar la fuerza de friccion (figura 8.2/?). 

3. Las fuerzas aplicadas hacen que el cuerpo este a punto de co- 
menzar a deslizarse, en este momento se dice que el truwi- 
miento es inminente. La fuerza de friccion F ha alcanzado su 
valor m&ximo F m y, junto con la fuerza normal N, equilibra las 
fuerzas aplicadas. Se pueden utilizar tanto las ecuaeiones de 
equilibrio como la ecuacidn F m = fi s N. Tambien es necesario 
senalar que la fuerza de fricci6n tiene un sentido opuesto al 
sentido del movimiento inminente (figura 8.2c). 


u 

F k <P t 
F k = Pifl 


N 


X = P y 4 W 


4. El cuerpo se desliza bajo la accion de las fuerzas aplicadas y 
ya no se pueden aplicar las ecuaeiones de equilibrio. Sin em- 
bargo, ahora F es igual a F* y se puede utilizar la ecuacidn 
Fk — El sentido de F*. es opuesto al sentido del movi- 
miento (figura 8.2J). 


d) Movimiento 

Figura 8.2 


8.3. Angulos de friccion 


417 


8.3. ANGULOS DE FRICCION 


Algunas veces es conveniente reemplazar la fuerza normal N y la fuer- 
za de friccion F por su resultante R. Considere un bloque de peso W 
que descansa sobre una superficie horizontal plana. Si no se aplica una 
fuerza horizontal al bloque, la resultante R se reduce a la fuerza nor- 
mal N (figura 8.3a). Sin embargo, si la fuerza aplicada P tiene una com- 
ponente horizontal P r que tiende a mover el bloque, la fuerza R ten- 
dra una componente horizontal F y, por tanto, formara un angulo 
con la normal a la superficie (figura 8.3 b). Si se incrementa P* hasta 
que el movimiento se vuelva inminente, el angulo entre R y la vertical 
aumenta y alcanza un valor maximo (figura 8.3c). Este valor recibe el 
nombre de dngulo clefriccidn estatica y se representa con cf> s . Con ba- 
se en la geometria de la figura 8.3c, se observa que 


tan (b« = 


N 


VsN 

N 


tan <f>, = /uu, 


(8.3) 


Si en realidad llega a ocurrir el movimiento, la magnitud de la fuer- 
za de friccion decae a F*; en forma similar, el dngulo $ entre R v N 
decae a un valor menor <fo, llamado dngulo de friccion cinetica (figura 
8.3 d). Con base en la geometria de la figura 8.3 d y se escribe 


tan <f>k 


El 

N 


N 


tan <f>k = 


(8.4) 


Se demostrard con otro ejemplo como el angulo de friccion se pue- 
de utilizar con ventaja para el andlisis de cierto tipo de problemas. Con- 
sid^rese un bloque que descansa sobre una tabla y que esta sujeto a 
las fuerzas correspondientes a su peso W y a la reaccidn R de la tabla. 
Se le puede dar a la tabla cualquier inclinacion que se desee. Si la ta- 
bla permanece horizontal, la fuerza R ejercida por la tabla sobre el blo- 
que es perpendicular a la tabla y equilibra al peso W (figura 8.4a). Si 
se le da a la tabla un pequeno dngulo de inclinacion 8 , la fuerza R se 
desviard de la perpendicular a la tabla por el mismo dngulo 8 y conti- 
nuara equilibrando a W (figura 8.4fe); entonces, R tendrd una compo- 
nente normal N de magnitud N — W cos 8 v una componente tangen- 
cial F de magnitud F = W sen 8. 

Si se continua incrementando el dngulo de inclinacion el movi- 
miento serd inminente en poco tiempo. En ese momento, el dngulo 



a) Sin friccidn 

Figura 8.3 




Figura 8.4 



Fotografi'a 8.1 El coeficiente de friccidn est&tica 
entre un paquete y la banda transportadora 
inclinada debe ser lo suficientemente grande 
para permitir que los paquetes sean 
transportados sin resbalar. 


entre R y la normal habra alcanzado su valor maximo <k (figura 8.4r). 
El Vidor del angulo de inclinacidn correspond] ente al movimiento in- 
minente recibe el nombre de dngulo de reposo. Obviamente, el angu- 
lo de reposo es igual al angulo de friccidn estatica </> v . Si se incremen- 
ta aun mas el angulo de inclination 0 , comienza el movimiento y el 
angulo entre R v la normal decae al valor menor (figura 8.4 d). La 
reaction R ya no es vertical y las fuerzas que actuan sobre el bloque 
estan dcsequilibradas. 

8.4. PROBLEMAS QUE INVOLUCRAN FRICCION SECA 

En muchas aplicaciones de ingenieria se encuentran problemas que in- 
volucran friction seca. Algunos tratan con situaciones simples como la 
del bloque que se desliza sobre un piano, que se describio en la sec- 
tion anterior. Otros involucran situaciones mas complicadas como en 
el problema resuelto 8.3; muchos tratan con la estabilidad de cuerpos 
ngidos en movimiento acelerado y seran estudiados en la parte de di- 
namica. Ademas, cierto niimero de maquinas v rnecanismos comunes 
pueden analizarse aplicando las leyes de friccion seca. Estos incluyen 
cunas, tomillos, chumaceras, cojinetes de empuje v transmisiones de 
banda, los cuales seran estudiados cn las secciones siguientes. 

Los metodos que dcben utilizarse para resolver problemas que in- 
volucran friccion seca son los mismos que se emplearon en los eapftu- 
los anteriores. Si un problema involucra s6lo un movimiento de trasla- 
cion, sin que sea posible una rotacion, usualmente se puede tratar al 
cuerpo bajo consideration como si fuera una particula y, por tanto, sc 
pueden usar los metodos del capftulo 2. Si el problema involucra una 
posible rotacion, el cuerpo se debe considerar como un cuerpo rigido 
y se pueden emplear los metodos del capitulo 4. Si la estructura que 
se estudia esta hecha de varias partes, se debe utilizar el principio de 
accion y reaccion como se hizo en el capitulo 6. 

Si aetiian mas de tres fuerzas sobre el cuerpo bajo ponsi deration 
(incluyendo las reacciones en las superficies de contacto), la reaccion 
en cada superficie sera representada por sus componentes N v F y el 
problema se resolvera con las ecuaciones de equilibrio. Si solo actuan 
tres fuerzas sobre el cuerpo considerado, puede ser m£s conveniente 
representar cada reaccion por medio de la fuerza unica R y resolver el 
problema dibujando un triangulo de fuerzas. 

La mayoria de los problemas que involucran la friccion pertene- 
cen a uno de los siguientes tres grupos: en el primer gnipo de proble- 
mas todas las fuerzas aplicadas estan dadas y los coeficientes de fric- 
cion se conocen; en estos casos, se desea determinar si el cuerpo 
considerado permanecera en reposo o se deslizara. La fuerza de fric- 
cion F requendu para mantener el equilibrio es deseonocida (su mag- 



nitud no es igual a /ulJV) y debe determinarse, junto con la fuerza nor- 
mal N, dibujando un diagrama de cuerpo libre y resolviendo las earn - 
ciones de equilibrio (flgura 8.5a). Despues, se compara el valor encon- 
trado de la magnitud F dc la fuerza de frieci6n eon el valor maximo 
F m = fLsN. Si F es menor o igual que F m , el cuerpo permanecer& en 
reposo. Si el valor de F encontrado es mayor que F m no se puede man- 
tener el equilibrio y ocurre el movimiento; entonces, la magnitud real 
de la fuerza de friccidn es F* = 

En los problemas del segundo grupo , todas las fuerzas aplicadas es- 
t&n dadas y se sabe que el movimiento es inminente; se desea determinar 
el valor del coeflciente de friccion est&tica. Aquf, nuevamente se determi- 
na la fuerza de friccion y la fuerza normal dibujando un diagrama de cuer- 
po libre y resolviendo las ecuaciones de equilibrio (flgura 8.5fc). Como se 
sabe, el valor encontrado para F es el valor m&timo F r „, se puede encon- 
trar el coeflciente de fricci6n al escribir v resolver la ecuacidn F m ■= /x s A 7 . 

En los problemas del tereer grupo se proporciona el coeflciente de 
friccion estatica y se sabe que el movimiento en una direction dada es 
inminente; se desea determinar la magnitud o la direccion de una de las 
fuerzas aplicadas. La fuerza de friccidn se debe mostrar en el diagrama 
de cuerpo libre con un sentido opuesto al del movimiento inminente y 
con una magnitud F m = jjl s N (flgura 8.5c). Entonces se pueden escribir 
las ecuaciones de equilibrio y se puede determinar la fuerza deseada. 

Como se senal6 antes, cuando solo estan involucradas tres fuerzas 
puede ser mas conveniente representar la reaction de la superficie por 
medio de una sola fuerza R y resolver el problema dibujando un trian- 
gulo de fuerzas. Una solution de este tipo se emplea en el problema re- 
suelto 8.2. 

Cuando dos cuerpos Ay B estan en contacto (flgura 8.6a), las fuer- 
zas de friccion ejercidas, respectivamente, por A sobre B y por B sobre 
A son iguales y opuestas (tercera ley de Newton). Al dibujar el diagrama 
de cuerpo libre correspondiente a uno de los cuerpos es importante in- 
cluir la fuerza de friccion apropiada con su sentido correcto. Por tanto, 
siempre se debe tener presente la siguiente regia: el sentido de la fuer- 
za de friccion que aetua sobre A es opuesta al sentido del movimiento (o 
al del movimiento inminente) de A visto desde B (flgura 8.6 b)} El sen- 
tido de la fuerza de friccion que actua sobre B se determina en forma si- 
milar (flgura 8.6c). Observe que el movimiento de A visto desde B es un 
movimiento relativo. Por ejemplo, si el cuerpo A est& fljo y el cuerpo B 
esta en movimiento, el cuerpo A tendra un movimiento relativo con res- 
pecto a B. Adcmas, si tanto B como A se est&n moviendo hacia abajo pe- 
rn B se mueve rn&$ nipido que A, se observara que, visto desde B, el cuer- 
po A se mueve hacia arriba. 


8.4. Problemas que involucran friccibn seca 419 
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PROBLEMA RESUELTO 8.1 


Como se muestra en la figura, una fuerza de 100 lb actua sobre un bloque 
de 300 lb que est6 colocado sobre un piano inclinado. Los coeficientes de 
friccidn entre el bloque y el piano son /ll ? = 0.25 y /a* = 0.20. Determine si 
el bloque est£ en equilibrio y encuentre el valor de la fuerza de friccidn. 


soluci6n 


Fuerza requerida para mantener el equilibrio. Primero se deter- 
mina el valor de la fuerza de friccion requerida para mantener el equilibrio. 
Si F estd dirigida hacia abajo y hacia la izquierda, se dibuja el diagrama de 
cuerpo libre del bloque y se escribe 


+/ r 2F v ® 0; 


100 lb - 1(300 lb) - F = 0 


5V 

-80 lb 


F = 80 lb/ 1 


+\2F„ = 0: 


N- 

N '■ 


|(300 lb) = 0 

= +240 lb N = 240 lb\ 


La fuerza F requerida para mantener el equilibrio es una fuerza de 80 lb di- 
rigida hacia arriba y hacia la derecha; por tan to, el bloque tiende a moverse 
hacia abajo a lo largo del piano. 


Fuerza maxima dc friccion. La magnitud de la fuerza maxima de 
fricci6n que puede desarrollarse es 


F m = fi $ N F m = 0.25(240 lb) = 60 lb 


Como el valor de la fuerza requerida para mantener el equilibrio (80 lb) es 
mayor que el valor maximo que se puede obtener (60 lb), no se mantendrl 
el equilibrio y d bloque se deslizard hacia abajo a lo largo del piano. 


Freal = ?k m 

= 0.20(240 lb) = 48 lb 


F ri . rt , = 48 lb/* ◄ 


§(300 lb) - 100 lb - 48 lb = 32 lb/ 




Valor real de la fuerza de friccion. La magnitud de la fuerza de 
fricci6n que realmente se tiene se determina de la siguiente forma: 


El sentido de esta fuerza es opuesto al sentido del movimiento; por tanto, la 
fuerza estd dirigida hacia arriba y hacia la derecha: 


Es necesario senalar que las fuerzas que actuan sobre el bloque no est£n en 
equilibrio; la resultante de dichas fuerzas es 


loo lb 


mo 


100 





SOON 


PROBLEMA RESUELTO 8.2 

Dos fuerzas actuan sobre un bloque de apoyo eomo se nmestra en la figura. 
Si se sabe que los coeficientes de friction entre el bloque y el piano inclina- 
do son p 9 = 0.35 y pk = 0.25, determine: a) la fuerza P que se requiere pa- 
ra hacer que el movimiento del bloque hacia arriba a lo largo del piano in- 
clinado sea inminente, b) la fuerza de fricci6n cuando el bloque contimia 
moviendose hacia arriba y c) la fuerza minima P requerida para evitar que 
el bloque se deslice hacia abajo. 


soluci6n 

Diagrama dc euerpo libre. Para cada uno de los incisos se dibuja 
un diagrama de euerpo libre del bloque y un tri&ngulo de fuerzas que inclu- 
ya la fuerza vertical de 800 N, la fuerza horizontal P y la fuerza R ejercida 
por el piano inclinado sobre el bloque. En cada uno de los casos considera- 
dos, se debe determinar la direcci6n de R. Es necesario senalar que como P 
es perpendicular a la fuerza de 800 N, el triangulo de fuerzas es un tri&ngu- 
lo rect&ngulo, el cual puede resolverse de manera flcil para encontrar P. Sin 
embargo, en la mayorta de los problemas el triangulo de fuerzas ser& un trian- 
gulo oblicuo y deberd resolverse aplicando la ley de los senos. 


•son N 


a) Fuerza P requerida para que el movimiento del bloque hacia 
arriba sea inminente 



P = (800 N) tan 44.29° 


P = 7S0 \l« 


SOON 


b) Fuerza de friccidn F requerida para hacer que el bloque se 
mueva hacia arriba 




25° 


tan * p k 
• 0.25 
+ k • 14.04° 
25° ♦ 14.04° = 39.04°' 


son N | 


R = (800 N)/cos 39.04° = 1 029.9 N 
F = R sen 4> k = (1 029.9 N) sen 14.04° 


F = 250 X\ ◄ 


son n 


#, - 19.29° 

25° - 19.29° * 5.71° P c) Fuerza P requerida para que el bloque se deslice hacia abajo 

en forma inminente 


K 


P = (800 N) tan 5.71° P = 80.0 N < 


25°- / R 




PROBLEMA RESUELTO 8.3 


La mdisula m6vil que se muestra en la figiira puede colocarse a cualquier al- 
tura a lo largo del tubo de 3 in. de di&netro. Si el coefidente de fricdbn es- 
t£tica entre el tubo v la mensula es de 0.25, determine la distanda minima x a 
la cual se puede soportar la carga W, sin tomar en euenta el peso de la m£n- 
sula. 




SOLUCION 


Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja el diagrama de cuerpo libre de 
la m&nsula. Cuando W se coloca a la distancia minima x medida desde el eje 
del tubo, la mensula est£ a punto de deslizarse y las fuerzas de friccidn en A y 
B han alcanzado sus valores m&dmos: 


Fa = ^sNa = 0,25N a 
F b = = 0.2 5N b 


Ecuaciones dc equilibria) 


N b - N A - 0 

N b = 


F a + F fl - W = 0 


0.25A 7 a + 0.25N B = W 


Asi, como se ha encontrado que N B es igual a N A , 



0.5 m A = w 

N a = 2W 


N a (6 in.) - F a {3 in.) - \V(x - 1.5 in.) = 0 
6 iV a - 3(0.25N a ) - Wx + 1.51V = 0 
6(2 W) - 0.75(2W) - Wx + 1.5 W = 0 



Al dividir entre W todos los t^nninos de la ecuacion anterior v resolver para x, 

x = 12 in, ^ 



SI 
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RES0LUCH3N DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se estudiaron y se aplicaron las leyes de friccidn seca. Anteriormente, sdlo 
se habian encontrado: a) superficies sin friecion que podfan moverse libremente una con 
respecto a la otra y b) superficies rugosas que no permitfan un movimiento relativo de una 
superficie con respecto a la otra. 

A. Al resolver problemas que involucran friccidn seca y se deben tomar en cuenta los 
siguientes puntos: 

1. La reaccion R ejercidu por una superficie sobre tin cuerpo libre se puede des- 
componer en una componente normal N v una componente tangential F. La componente 
tangencial se conoce como U\ fuerza de friccidn. Cuando un cuerpo esta en contacto con 
una superficie fija, la direccidn de la fuerza de fricci6n F es opuesta a la direccidn del mo- 
vimiento real o inminente del cuerpo. 

a ) No ocurrira movimiento siempre y cuando F no exceda el valor mAximo F m = 
donde es el coeficiente de friccidn estdtica. 

b) Ocurrira movimiento si se requiere un valor de F mayor que F m para mantener 
el equilibrio. A medida que ocurra el movimiento, el valor real de F disminuye a — /x*A T > 
donde fx k es el coeficiente de friccidn cinetica [problema resuelto 8.1]. 

2. Cuando solo estdn involucradas tres fuerzas es preferible un enfoque alternative 
para el analisis de la fricci6n [problema resuelto 8.2]. La reaccidn R se define por medio de 
su magnitud R y del Angulo <f> que se forma con la normal a la superficie. No ocurrira mo- 
vimiento siempre y cuando (f) no exceda el valor maximo 4> s , donde tan fa - p, s . Ocurrira 
movimiento si se requiere un valor <f> mayor que fa para mantener el equilibrio y el valor 
real de 4) disminuira a fa, donde tan fa ~ p*. 

3. Cuando dos cuerpos estdn en contacto se debe determinar el sentido del movimien- 
to real o relativo inminente en el punto de contacto. Sobre cada uno de los dos cuerpos se 
debe mostrar una fuerza de friecion F en una direccidn opuesta a la direccidn del movimien- 
to real o inminente del cuerpo visto desde el otro cuerpo. 

B . Mdtodos de solucion . El primer paso para encontrar la solucidn consiste en dibujar un 
diagram a de cuerpo libre del cuerpo en consideracidn, descomponiendo la fuerza ejercida so- 
bre cada una de las superficies donde existe friccidn en una componente normal N v en una 
fuerza de friccidn F Si estan involucrados varios cuerpos, se debe dibujar un diagrama de cuer- 
po libre para cada uno de ellos representando y dirigiendo las fuerzas en cada superficie de 
contacto de la misma manera que se hizo cuando se analizaron amiazones en el capitulo 6. 

jfos problemas que se deberAn resolver en esta seccion pueden pertenecer a una de las cin- 
r co categorias siguientes: 

JL Todas las fuerzas aplicadas y los coefxcientes de friccidn son conocidos y se debe 
determinar si el equilibrio se mantiene o no. Obsdrvese que en esta situacion la fuerza 
de friccidn es desconocida y no se puede suponer que es igual a p 9 N. 

a ) Se deben escribir las ecuaciones de equilibrio para determinar N y F. 

b ) Se debe calcular la fuerza maxima de friccidn permisible , F m = ft a N. Si F < 
F w se mantiene el equilibrio. Si F > F m , ocurre el movimiento y la magnitud de la fuerza 
de friccidn es F * * p*A T [problema resuelto 8.1]. 

2. Todas las fuerzas aplicadas son conocidas y se debe encontrar el mtnimo valor 
permisible de para el cual se mantiene el equilibrio. Se debe suponer que el mo- 
vimiento es inminente y se debe determinar el valor correspondiente de 



a) Se deben escrihir las ecuaciones de equilibria para determinar 2V y F, 

b) Como el movimiento es inminente , F = F m . Se sustituyen los valores encontra- 
dos para N y F en la ecuacidn F m = jut^N y se resuelve para /ll,. 

3. El movimiento del cuerpo es inminente y se conoce el valor de p*; se debe en~ 
contrar alguna cantidad desconocida , como una distancia, un angulo, la magnitud de 
una fuerza o la direccidn de una fuer/a. 

a) Se debe suponer un posible movimiento del cuerpo y, en el diagrama de cuerpo li- 
bre, dibujar la fuerza de fried on en direcci6n opuesta a la direccidn del movimiento supuesto. 

b) Como el movimiento es inminente , F = F m = /v\ T . Si se sustituye por su va- 
lor conocido, se puede expresar F en tdrminos de A 7 en el diagrama de cuerpo libre, elimi- 
n&ndose de esta forma una inedgnita. 

c) Se deben escribir y resolver las ecuaciones de equilibrio para la incognita 
que se esta buscando [problema resuelto 8.3 J. 

4. El sistema consist e de rarios cuerpos y es posible mas de un estado de movimiento 
inminente; se debe determinar una fuerza , una distancia o un coeficiente de friccidn 
para el cual el mocimtenfo es inminente . 

a) Se cuenta el numero de incognitas (fuerzas , dngulos, etc.) y el numero total 
de ecuaciones de equilibrio independientes; la diferencia es igual al numero de su- 
perficies en las cuales el movimiento puede ser inminente . 

b) Se supone donde es inminente el movimiento* y en los diagramas de cuerpo li- 
bre de los cuerpos en consideracidn, se dibujan las fuerzas de friccidn en direcciones opues- 
tas al movimiento supuesto. 

c) En aquellas superficies donde se supuso que el movimiento era inminente , se 
establece E = F m = 

d ) Se escriben y se resuelven las ecuaciones de equilibrio para todas las in- 
cognitas . 

e) Se deben verificar las suposictones calculando F y F m para las superficies 
donde se supuso que el moidmiento no era inminente. Si F<F m . la suposicidn fuc co- 
rrecta; sin embargo, si F > F m , la suposicidn fue incorrecta y entonces es necesario hacer 
una nueva suposicion acerca del movimiento inminente y repetir el proceso de solucidn. 
Siempre se debe incluir un enunciado de la suposicidn hecha y de la verificacidn asociada. 

5. El movimiento inminente del cuerpo puede ser de deslizamiento o de inclina- 
cion con respecto a un pun to dado; se debe encontrar una fuerza , una distancia o 
un coeficiente de friccion . 

a) Se debe sup<mer un posible movimiento de deslizamiento del cuerpo y , en el 
diagrama de cuerpo libre , se debe dibujar la fuerza o fuerzas de friccion en una di- 
reccion opuesta a la del movimiento supuesto . 

b) Se deben considerar en forma separada el deslizamiento y la inclinacion in - 
minentes. 

i. Para el deslizamiento inminente , F = F m = $i h N. Se escriben las ecuaciones 
de equilibrio y se resuelven para las inedgnitas requeridas. 

it. Para la inclinacion inminente se supone que las reacciones extemas , eu. 
cepto las reacciones en el punto para el cual se supuso que la inclinacion era 
inminente , se reducen a cero en todos los apoyos. Para este caso, observe que F =£ 
F m y que la incognita requerida se determina a partir de las ecuaciones de equilibrio. 

Los problemas de esta seccion requieren de un analisis cuidadoso, aqui se encuentran al- 
gunos de los problemas m&s dificiles en el curso de est&tica. Siempre se deben dibujar con 
cuidado los diagramas de cuerpo libre, prestando atencidn especial a las direcciones de las 
fuerzas de friccidn. Cuando sea necesario suponer la direccion de la fuerza de friccidn, una 
respuesta positiva implicara una suposicidn correcta, mientras que un resultado negativo im- 
plicar& que la fuerza de friccidn estd dirigida en el sentido opuesto a la direccidn supuesta. 
Tambien es necesario considerar que las soluciones de algunos problemas se simplifican ya 
sea con las propiedades de los cuerpos sometidos a la accidn de tres fuerzas [seccidn 4.7] o 
la geometria del sistema (por ejemplo el problema 8.23). 


Problemas 


8.1 Si \V A = 25 lb y 0 = 30°, determine a) el valor mini mo de VV r B para 
que el sistema est6 en equilibrio, b) el valor m&xiino de \V B para que el sis- 
tema est6 en equilibrio. 



Figura P8.1 y P8.2 


8.2 Si W A =» 40 lb, \V H = 52 lb y 0 = 25°, determine a) si el sistema 
estd en equilibrio, b) la magnitud y direction de la fuerza de friccion. 

8.3 Determine si el bloque de 10 kg mostrado en la figura esta en equi- 
librio, y enciientre la magnitud v la direceidn de la fuerza de friccion cnan- 
do P = 40 Xy 0 = 20°. 

8.4 Determine si el bloque de 10 kg mostrado en la figura est£ en equi- 
librio, v encuentre la magnitud y la direcei6n de la fuerza de fricci6n cuan- 
do P = 62.5 N y 0 = 15°. 

8.5 Si 6 = 25°, determine el rango de valores de P para los cuales se 
mantiene el equilibrio. 



Figura P8.3, P8.4 y P8.5 


8.6 Si el coeficiente de fricci6n estatica entre el bloque de 20 kg y el 
piano inclinado es de 0.30, determine el valor mini mo de 0 para el cual el 
bloque se mantiene en equilibrio. 


20 kg 



8.7 Sin tomar en cuenta la masa del bloque, y sabiendo que el coefi- 
ciente de fricci6n estatica entre el bloque y el piano inclinado es de 0.35, de- 
termine a) el valor mmimo de P para el cual el bloque se mantiene en equi- 
librio, h) el valor correspondiente de )3. 
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Fig lira P8.8 


m 





10 ll. 


Flgura P8.13 


8.8 Si el coeficiente de friccidn est&tica entre el bloque de 30 lb y el 
piano inclinado que se muestran en la figura es = 0.25, determine a) el 
valor minimo de P necesario para mantener al bloque en equilibrio, b) el va- 
lor correspondionte de j3. 

8.9 Un bloque de 15 lb est£ en reposo como indica la figura. Deter- 
mine el rango positivo de valores de 0 para los cuales el bloque se mantiene 
en equilibrio si a) 6 es menor a 90°, b ) 0 tiene un valor entre 90 y 180°. 



Figura P8.9 


8.10 El bloque A de 20 lb se sostiene de un cable como indica la fi- 
gura. La polea C est& coneetada por rnedio de un pequeno eslabon al blo- 
que E, el ciial est& en reposo sobre un riel horizontal. Si el coeficiente de 
friecidn estdtica entre el bloque A y el riel es de 0.35, y sin tomar en euen- 
ta el peso del bloque E v la fried 6n en las poleas, determine el valor maxi- 
ino permisible de 0 si el sisterna debe mantenerse en equilibrio. 

8.11 y 8.12 Los coeficientes de fricci6n entre todas las superficies de 
contacto son /i* * 0.40 y jtijt - 0.30. Determine la fuerza P requerida para 
que ol bloque de 30 kg comience a moverse si el cable AB , a) se une como 
indica la figura, b) se retira. 



Figura P8.11 Figura P8.12 


8.1 3 El bloque A de 16 lb esta unido al eslab6n AC y descansa sobre el 
bloque B de 24 lb. Si el coeficiente de friccion est<ltica entre todas las super- 
ficies de contacto es de 0.20, y sin tomar en cuenta el peso del eslabon, deter- 
mine el valor de 0 para el cual el movimiento del bloque B es inminente. 



Figura P8.14 


8.14 El bloque A de 20 lb y el bloque B de 40 lb est&n en reposo so- 
bre un piano inclinado como se muestra en la figura. Si el coeficiente de fric- 
ci6n est&tica entre todas las superficies de contacto es de 0.25, determine el 
valor de 9 requerido para que se inieie el movimiento. 


8.15 Un cajon de embalaje de 40 kg de masa debe ser recorrido so- 
bre el piso hacia la izquierda sin ladearse. Si el coeficiente de friccifin est£- 
tica entre el caj6n y el piso es de 0.35, determine a) el valor maximo permi- 
sible de a , b) la magnitud correspondiente de la fuerza P. 



Figure PB.15 y P8.16 


8.16 Un caj6n de embalaje de 40 kg de masa se jala por medio de una 
cuerda, eomo indica la figura. El coeficiente de friccion estdtica entre el ca- 
j6n y el piso es de 0.35. Si a = 40°, determine a) la magnitud de la fuerza P 
roqucrida para que de inicio el movimiento del caj6n, b) si con dicho movi- 
miento el cajdn se ladea o se desliza. 

8.1 7 En la figura se muestra un cilindro de peso W y radio r. Exprese 
en terminos de W v r la magnitud del par maximo M que puede aplicarse al 
cilindro sin que £ste rote. Suponga que el coeficiente de friccidn est£tica es 
de a) cero en A v 0.36 en B, b) 0.30 en A y 0.36 en B . 

8.1 8 Un par con magnitud de 50 lb • ft se aplica sobre el tambor como 
indica la figura. Determine la fuerza minima que debe ejercer el cilindro 
hidraulico para que el tambor no rote cuando el par aplicado se dirige a) en 
el mismo sentido quo las manecillas del reloj, b) en sentido opuesto al de las 
maned lias del reloj. 



8.19 El cilindro hidraulico mostrado en la figura ejerce una fuerza de 
600 lb dirigida hacia la derecba sobre el punto B. Determine el momento 
de la fuerza de friccion respecto id Angulo del tambor cuando 6ste gira a) en 
el mismo sentido que las manecillas del reloj, h) en sentido opuesto al de las 
manecillas del reloj, 

*8.20 Una cuerda esta parcialmente unida alrededor de un cilindro de 
peso W y radio r que reposa sobre un piano inclinado, como indica la figura. 
Si el coeficiente de friccidn estdtica entre el cilindro y el piano inclinado es de 
0.35, encuentre a ) el valor minimo permisible de 6 si el cilindro debe perma- 
neeer en equilibrio, h) el valor correspondiente de la tensidn en la cuerda. 


Problemas 



Figure P8.17 



Figura P8.20 
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8.21 y 8.22 Una escalera AB de 6.5 m de longitud se apova sobre la 
pared mostrada en la figura. Si el coeficiente de friccion est£tica fi s es el 
mismo en ambas superficies de contacto, determine el valor minimo de /a, 
para que la escalera se mantenga en equilibrio. 


B 

t 

f C 




Figura P8.22 




8.23 El extremo A de la barra ligera v uniforme de longitud L y peso 
W mostrado en la figura se apoya sobre una superficie horizontal, mientras 
que su extremo B esta sostenido mediante la cuerda BC de longitud L. Si el 
coeficiente de friccidn estdtica es de 0.40, determine a) el valor de 0 re- 
querido para que se inicie el movimiento, b) el valor correspondiente do la 
tension en la cuerda. 

8.24 En la figura se muestra una barra delgada de longitud L colocada 
entre la clavija C y la pared vertical, la cual sostiene una carga P en su ex- 
tremo A. Si 0 * 35° v el coeficiente de friccidn estatica es do 0.20 en B y C, 
determine el rango de valores de la relaci6n L/a para los cualcs se mantiene 
el equilibrio. 

8.25 La guillotina que muestra la figura se usa para cortar l&minas para 
tarjetas de circuitos electr6nicos. Si el coeficiente de fricci6n cin^tica entre 
la cuchilla y la gufa vertical es de 0.20, determine la fuerza que ejerce el 
borde E de la cuchilla sobre la l&mina. 



Figura P8.25 


25 mm 30 mm 


8.26 Las componentes b&sicas de un dispositive) de sujeci6n son la ba- 
rra AB, la placa de fijacion CD y la palanca EFG; las dimensiones de la ra- 
nura situada en CD son ligeramente m£s grandes que las de la seccidn trans- 
versal de AB. Para asegurar la abrazadera, se empuja AB contra la pieza de 
trabajo, y entonces se aplica la fuerza P. Si P = 40 lb e ignorando la fuerza 
de friction entre la palanca y la placa, determine el mini mo valor permisible 
del coeficiente de friccidn estdtica entre la barra v la placa. 





9 in. 


1.2 in. 


Flgura P8.26 


8.27 Las tenazas de friccifin que se muestran en la figura se usan pa- 
ra levantar una pieza fundida de 750 lb. Si h = 36 in., determine el valor irri- 
nimo permisible del coeficiente de fricci6n est&tica entre la pieza fundida y 
los bloques D y D'. 

8.28 La abrazadera que se muestra en la figura es usada para levan- 
tar una placa de acero H con peso de 550 lb. Si la fuerza normal ejercida so- 
bre la leva de acero EG por el pemo D forma un angulo de 40° con la ho- 
rizontal, y sin tomar en cuenta la fuerza de friction entre la leva y el pemo, 
determine el valor mmimo permisible del coeficiente de fricci6n estatica en- 
tre la leva y la placa. 

8.29 Un nino que tiene masa de 18 kg estd sentado en el punto me- 
dio de los extremes de una mesa pequena de 16 kg, como indica la figura. 
El coeficiente de friccidn estdtica es de 0.20 entre los extremos de la mesa 
y el piso. Si un segundo nino empuja sobre el borde B de la parte alta de la 
mesa, en un punto directamente opuesto al primer nino, con una fuerza P 
perteneciente a un piano vertical paralelo a los extremos de la tabla y que 
tiene una magnitud de 66 N, determine el rango de valores de 0 para los 
cuales la mesa a) se volcari, b) resbalarl 



Figura P8.29 
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6.75 in. 


12 in. 


■ 6 in. 


Figura P8.27 



1.3 in. 


0.9 in. 


u 

1.3 in. 

Figura P8.28 


430 Friccion • 



Figura P8.31 


*8.30 El inecanismo do tenazas de elevation que muestra la figura con- 
siste en uniones de cuatro barras y sc utiliza para levantar una componente de 
maquina de 40 kg. Si L AB = 36 mm, determine el valor minimo permisible del 
coeficiente de fricci6n estdtica entre la componente y las almohadillas de aga- 
rre cuando a) a = 0, b) a = 30°. ( Sugerencia : Suponga que las lfneas trazadas 
entre las pinzas A, C, Gel son vertieales para todos los valores de a.) 



BO nun 


152 min 


"1—32 mm 

Figura P8.30 


8.31 La figura muestra un tubo de 60 mm de diametro que se aprieta 
median te una Have Stillson. Los segmentos AB y DE de la Have estan unidos 
rigidamente entre si, y el segmento CF esta conectado rnediante un pemo 
situado en D. Si la Have debe quedar autobloqueada al apretar el tubo, de- 
termine el coeficiente de friccion minimo requerido en A y C. 



Figura P8.32 


8.32 Un panel de metal ligero se fija a dos mangas cortas cuyo di4 me- 
tro interior mide 1 in., las mangas pueden deslizarse sobre la barra horizon- 
tal como indica la figura. Los coeficientes de friccidn entre las mangas y la 
barra son de fi s = 0.40 y jx* = 0.30. Se utiliza una cuerda sujeta a la esqui- 
na C para mover el panel a lo largo de la barra. Si la cuerda se encuentra en 
el mismo piano vertical que el panel, determine el rango de valores de 0 pa- 
ra los cuales el panel podra iniciar el movimiento hacia la derecha. 

8.33 a) En el problema 8.32, suponga que la cuerda esta sujeta al pun- 
to E a una distancia x = 4 in. de la esquina C.b) Determine el valor maxi- 
mo de x para el cual el panel puede moverse hacia la derecha. 


8.34 y 8.35 Un collarin B y de masa m y unido al resorte AB y puede 
moverse libremente a lo largo de la barra que muestra la figura. I^i const an- 
te del resorte es de 1.5 kN/m y este se encuentra sin deformar cuando 6 = 0. 
Si el coeficiente de friccion estatica entre la barra y el collarin es de 0.40, 


determine el rango de valores de m 
en equilibrio cuando 0 = 30°. 



Figura P8.34 


para los cuales el sistema se mantiene 
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8.36 Si el coefieiente de friction estatica entre el collarfn C y la barra 
horizontal se denota por medio de ja s , determine la magnitud maxima del 
par M para el dial se mantiene el equilibrio. Explique lo que sucede si 

^ tan 9 . 

8.37 La barra AB reposa sobre las dos superficies en forma de cuarto 
de cfrculo que muestra la figura. Una fuerza P se aplica en el punto C, el 
cual esta ubicado a una distancia a del extreme A. Sin tomar en cuenta el 
peso de la barra, y sabiendo que el coefieiente de friccidn estdtica entre la 
barra y cada una de las superficies es de 0.35. determine el valor mini mo de 
la razon a/L para el cual la barra se mantiene en equilibrio. 




Figura P8.37 


8.38 El bloque A de 9 lb y cl bloque B de 6 lb estan eoneetados por 
medio de una barra delgada de masa insign ificante. Si el coefieiente de fric- 
tion estatica es de 0.40 entre todas las superficies de eontacto, y si para la 
position mostrada en la figura la barra permanece horizontal, determine cl 
rango de valores de P para los cuales se mantiene el equilibrio. 



Figura P8.36 



8.39 En la figura se muestran dos barras conectadas en el punto B por 
medio de un collarfn. Un par M A con magnitud de 12 lb • ft se aplica sobre 
la barra AB. Si fi s = 0.30 entre el collarfn y la barra AB , determine el par 
mdxhno M f; para el cual se mantiene el equilibrio. 



Figura P8.39 


8.40 La gufa A esta atornillada al volante B en la ran ura de horqueta 
CD. Sin tomar en cuenta la friction en los cojinetes E v F v sabiendo que 
P — 8 lb y /A* = 0.25 entre la gufa v la horqueta, detenu ine a ) el par maxi- 
mo M ;i para el cual se mantiene el equilibrio, b) el par mini mo M B para el 
cual se mantiene el equilibrio. 

8.41 La barra delgada AB de 1 2 lb estd atornillada en A v descansa sobre 
el cilindro C de 36 lb. Si el didmetro de! cilindro es de 12.5 in., y el coefieiente 
de friceion estatica entre todas las superficies de eontacto es de 0.35, determine 
la magnitud maxima de la fuerza P para la cual se mantiene el equilibrio. 



Figura P8.40 


25 in. 

20 in. 



Figura P8.41 
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8.42 I .as masas de los bloques A y C son de 2.4 y 6 kg, respectiva- 
mente. Si = 0.50 entre el bloque A y el piano in cl in ado v ^ - 0.30 en- 
tre el bloque C v la superficie horizontal, determine a) el valor mini mo de 
la masa del bloque B para el cual los bloques se mantiencn en equilibrio, 
h) el valor m&ximo de la masa del bloque B para el cual los bloques se 
mantienen en equilibrio. 



Flgura P8.42 


8.43 Los bloques A, By C que tienen los pesos mostrados en la figura, 
permanecen en reposo sobre un piano inclinado. Si el coeficiente de friccidn 
estatica entre todas las superficies de contacto se denota median te /a y , de- 
termine el valor mini mo de /x y para el cual se mantiene el equilibrio. 




Flgura P8.43 


8.44 Una barra delgada de acero de 9 in. de longitud se coloca den- 
tro de un tubo en la forma indicada por la figura. Si el coeficiente de fric- 
cidn estatica entre la barra v el tube es de 0.20, determine el valor maxi mo 
do 0 para el cual la barra no cae dentro del tubo. 

8.45 En la figura se muestran dos barras delgadas de peso insignifi- 
cante uni das mediante un pemo colocado en A y conectadas a los bloques B 
de 18 lb y C de 80 lb. Si el coeficiente de fricci6n estatica es de 0.55 entre 
todas las superficies de contacto, determine el ran go de valores de P para el 
cual se mantiene el equilibrio. 



Figura P8.45 



8.5. CUNAS 


8.6. Tornillos de rosea cuadrada 
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I^s cunas son maquinas simples que se utilizan para levantar grandes 
bloques de piedra y otras cargas pesadas. Estas cargas se pueden le- 
vantar aplicandole a la cuna una fuerza que es menor que el peso de 
la carga. Ademas, debido a la friccion entre las superficies en contac- 
to, una cuna con una forma apropiada permanecera en su lugar des- 
pues que ha sido forzada bajo la carga. Por tanto, las cunas se pueden 
utilizar para hacer pequenos ajustes cn la position de piezas pesadas 
de maquinaria. 

Considere el bloque A mostrado en la figura 8.7 a. Dicho bloque 
descansa sob re una pared vertical B y debe levantarse un poco forzan- 
do una cuna C entre el bloque A y una segunda cuna D. Se desea en- 
contrar el valor rrunimo de la fuerza P que debe aplicarse a la cuna C 
para mover el bloque. Se supondr£ que el peso W del bloque es eono- 
cido, ya sea en libras o determinado en newtons a partir de la masa del 
bloque expresada en ldlogramos. 

Los diagram as de cuerpo fibre del bloque A y do la cuna C se hail 
dibujado en la figura B.7b y c. Las fuerzas que actuan sobre el bloque 
incluyen su peso y las fuerzas normal y de friccion en las superficies 
de eontacto con la pared B y con la cuna C. Las magnitudes de las fuer- 
zas de friccidn F x y F 2 son iguales, respectivamente, a /x s .Ab y fJL s N 2 
puesto que debe iniciarse el movimiento del bloque. Es importante 
mostrar las fuerzas de friccion con su sentido correcto. Puesto que el 
bloque se movera hacia arriba, la fuerza F! ejercida por la pared sobre 
el bloque debe estar dirigida hacia abajo. Por otra parte, como la cu- 
na C se mueve hacia la derecha, el movimiento relativo de A con res- 
pccto a C es hacia la izquierda y la fuerza F 2 ejercida por C sobre A 
debe estar dirigida hacia la derecha. 

Ahora, considerando al cuerpo fibre C en la figura 8.7c, se obser- 
va que las fuerzas que actuan sobre C incluyen la fuerza aplicada P y 
a las fuerzas normales y de friccion en las superficies de eontacto con 
A y con D. El peso de la cuna es pequeno en comparacion con las otras 
fuerzas que estan involucradas y, por tanto, puede no tom arse en cuen- 
ta. Las fuerzas ejercidas por A sobre C son iguales y opuestas a las fuer- 
zas N 2 y F 2 ejercidas por C sobre A y se represen tan, respectivamen- 
te, por — N 2 y — F 2 ; por tanto, la fuerza de friccidn — F 2 debe estar 
dirigida hacia la izquierda. Se puede comprobar que la fuerza F 3 ejer- 
cida por D tambien esta dirigida hacia la izquierda. 

El numero total de inedgnitas involucradas en los dos diagramas del 
cuerpo fibre pueden reducirse a cuatro si las fuerzas de friccion se ex- 
presan en tdrminos de lax fuerzas normales. Expresar que el bloque A y 
la cuna C estan en equifibrio proportional cuatro ecuaciones que pue- 
den resolverse para obtener la magnitud de P. Se debe senalar que en 
este ejemplo es mas conveniente reemplazar cada par de fuerzas normal 
y de friccion por su resultante. Entonces, cada cuerpo fibre esta some- 
tido a tres fuerzas y el problema se puede resolver dibujando los trian- 
gulos de fuerzas correspondientes (vease problema resuelto 8.4). 

8.6. TORNILLOS DE ROSCA CUADRADA 

Los tornillos de rosea cuadrada se utilizan en gatos, prensas y otros 
rneeanismos. Su estudio es similar al an&lisis de un bloque que se des- 
liza a lo largo de un piano inclinado. 

En el gato mostrado en la figura 8.8 el tomillo soporta ima carga W y 
esti apoyado en la base del gato. El eontacto entre el tomillo y la base ocu- 
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Figura 8.7 



Fotograffa 8.2 Como se muestra en la 
fotograffa, las cuhas se emplean para partir 
troncos de arbol porque las fuerzas normales 
ejercidas por las cunas sobre la madera son 
mucho mdis grandes que las fuerzas requeridas 
para insertarlas en el tronco. 
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Flgura 8.8 


rre a lo largo de una porcion dc sus roscas. Si se apliea una fuerza P sobre 
el mango, se puede hacer que el tornillo gire v levante a la carga W. 

La rosea de la base ha sido desenvuelta v se muestra como una If- 
nea recta en la figura 8.9 a. La pendiente correcta de la lmea recta se 
obtuvo al representar de manera horizontal el producto 2irr, donde r 
es el radio promedio de la rosea y verticalmente el avarice L del tomi- 
llo, esto es, la distancia a traves de la cual avanza el tornillo en una vuel- 
ta. El Angulo 0 que esta lfnea forma con la horizontal es el dngulo de 
avance. Como la fuerza de friccion entre dos superficies en contacto 
no depende del area de contacto, se puede suponer que el area de con- 
tacto entre las dos roscas es menor que su valor real y, por tanto, pue- 
de representarse al tornillo por medio del bloque que se muestra en la 
figura 8.9a. Sin embargo, es necesario senalar que en este analisis del 
gato no se toma en cuenta la friccion entre la corona v el tornillo. 

El diagrama de cuerpo libre del bloque debe incluir la carga W, la 
rcaccion R de la rosea de la base v la fuerza horizontal Q que tienc el 
mismo efecto que la fuerza P ejercida sobre el mango. La fuerza Q de- 
be tener el mismo momento que P alrededor del eje del tornillo y, por 
tanto, su magnitud debe ser Q = Pa/r. De esta forma, se puede obte- 
ner la fuerza Q v, por consiguiente, la fuerza P requerida para levan- 
tar a la carga \V, a partir del diagrama de cuerpo libre mostrado en la 
figura 8.9a. El angulo de friccion se toma igual a fa puesto que se pre- 
sume que la carga sera levantada a trav4s de una serie de golpes pe- 
quenos sucesivos. En los mecanismos que proporcionan una rotacion 
continua de un tornillo, puede ser deseable distinguir entre la fuerza 
requerida para eomenzar el movimiento (utilice fa) y la fuerza reque- 
rida para mantener el movimiento (utilice fa). 



rt) Movimiento inminente hacia arriba b ) Movimiento inminente hacia abajo con <p s >6 c) Movimiento inminente hacia abajo con 0 S < 0 

Figura 8.9 Analisis de un tornillo como 

un bloque y un piano incllnado. e | j^gyjQ friccion fa es mayor que el angulo de avance 0 , se 

dice que el tornillo es autobloqueante ; el tornillo permanecera en su 
lugar bajo la accidn de la carga. Entonces, para bajar la carga, se debe 
aplicar la fuerza mostrada en la figura 8.9h. Si fa es menor que 0, el 
tornillo descendera bajo la acci6n de la carga; entonces es necesario 
aplicar la fuerza mostrada en la figura 8.9c para mantener el equilibrio. 

El avance de un tornillo no se debe confundir con su paso. El avan- 
ce se definio como la distancia a traves de la cual avanza el tornillo en 
una vuelta; el paso es la distancia medida entre dos roscas consecutivas. 
A pesar de que el avance y el paso son iguales en el caso de tornillos dc 
rosea simple , seran diferentes en el caso de tornillos de rosea multiple , 
esto es, tornillos que tienen varias roscas independientes. Se puede com- 
probar facilmente que para tornillos de rosea doble el avance es el do- 
ble del paso; para tornillos de rosea triple, el avance es el triple del paso 
y asf de manera sueesiva. 


PROBLEMA RESUELTO 8.4 


100 lb 


La position del bloque B de una mSquina se ajusta moviendo la cuna A. Si 
el coefitiente de friccidn estatica entre todas las superficies de contacto es 
0.35, determine la fuerza P requerida para a) levantar al bloque B y b) ba- 
jar al bloque B. 


400 lb 


0, = 19.3° 


Ztl . 0 , 

SA 

549 IIVV 



A 1- 


1 19.3° 




SOLUCION 

Para cada uno de los incisos del problema se dibujan los diagramas de cuer- 
po libre del bloque B v de la cuna A con los tri&ngulos de fuerza correspon- 
dientes y se emplea la ley de los senos para encontrar las fuerzas deseadas 
Se observa que como fx s = 0.35, el Angulo de friccidn es 

<t>, = tan" 1 0.35 = 19.3° 


400 lb k 27.3° 

[h, 

'180° -27,3° -109.3° 

, « 43.4 


90° * 19 3° 
= 109.3° 


H, 




90° - 19.3° = 70 7° 


19.3°. 


11 . 3 ° 
[381 lb 
1 . 3 ° + 

= 30.6° 


a) Fuerza P requerida para levanlar cl blo- 
que 

Diagrama de cuerpo libre: Bloque B 

flj _ 400 lb 

sen 109.3° sen 43.4° 
tf i = 549 lb 

Dia grama de cuerpo libre: Cuna A 

P _ 549 lb 

sen 46.6° sen 70.7° 

P = 423 lb P = 423 lb*- ◄ 

b) Fuerza P requerida para bajar cl bloque 
Diagrama de etierpo libre: Bloque B 


1L 


400 lb 


sen 70.7° sen 98.0° 

R } = 381 lb 

Diagrama de cuerpo libre: Cuna A 

P _ 3811b 

sen 30.6° sen 70.7° 

P = 206 lb P = 206 lb— ◄ 


PROBLEMA RESUELTO 8.5 



Una prensa se utiliza para mantener juntas dos piezas de madera, como se 
muestra en la figura. La prensa tiene una rosea cuadrada dohle cuvo diametro 
medio es igual a 10 mm y cuyo paso es de 2 mm. El coeficiente de friction en- 
tre las rosc&s es = 0.30. Si se aplica un momento torsional maximo de 
40 N • m al apretar la prensa, determine: a) la fuerza ejercida sobre las piezas 
de madera y h) el momento torsional requerido para aflojar la prensa. 






SOLUCION 



a) Fuerza ejercida por !a prensa. El radio promedio del tomillo es 
r = 5 mm. Como el tomillo es de rosea doble, el avance L es igual al doble 
\h * 4 mm del paso: L = 2(2 mm) = 4 mm. El Angulo de avance 0 y el Angulo de fric- 
tion 4s se obtienen escribiendo 


tan 0 — 


4 mm 


2irr 107T mm 
tan 4a ~ Ms = 0.30 


= 0.1273 


0 = 7.3° 
4a = lb. T 


La fuerza Q que debe aplicarse al bloque que representa al tomillo se ob- 
tiene expresando que su momento Qr con respecto al eje del tomillo es igual 
al momento torsional aplicado. 


Q(5 mm) = 40 N ■ m 
^ _ 40 N * m 


Ip i 


40 N * m 


5 mm 


5 X 10" 3 m 


= 8 000 N = 8 kN 


Ahora se pueden dibujar el diagrama de cuerpo libre y el tri&ngulo de fuerzas 
correspondiente para el bloque; la magnitud de la fuerza W ejercida sobre 
las piezas de madera se obtiene resolviendo el triingulo. 




RESOLUTION DE P ROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lecci6n se aprendio a aplicar las leves de fricci6n para la solution de pro- 
blemas que involucran curias y tomiUos de rosea cuadrada. 

1. Curias . Cuando se resuelve un problems que involucra una cuna se debe tener 
presente lo siguiente: 

a) Primero se dibuja un diagrama de cuerpo libre de la curia y de to- 
dos los demds cuerpos involucrados . Se debe observar con cuidado el sentido 
del movimiento relativo de todas las superficies de contacto y se debe mostrar ca- 
da una de las fuerzas de friccidn actuando en direction opuesta a la direction del 
movimiento relativo. 

b) Se debe mostrar la fuerza de friccion estdtica maxima F m en cada una 
de las superficies si la cuna va a ser insertada o removida, puesto que el movimiento 
serd inminente en cada uno de estos casos. 

c) La reaccion R y el angulo de friccion se pueden utilizar en muchas apli- 
caciones en lugar de la fuerza normal y la fuerza de friccidn. Entonces, se pueden 
dibujar uno o mis triangulos de fuerzas y determinar las cantidades desconocidas, 
ya sea grdficamente o por medio de la trigonometria [problema resuelto 8.4], 

2. TomiUos de rosea cuadrada. El an&lisis de tomillos de rosea cuadrada es 
equivalente al an&lisis de un bloque que se desliza sobre un piano inclinado. Para 
dibujar el piano inclinado correcto, se debe desenrollar la rosea del tomillo y re- 
presentarla por una lmea recta [problema resuelto 8.5]. Cuando se resuelve un pro- 
blema que involucra un tomillo de rosea cuadrada, se debe tomar en consideration 
lo siguiente; 

a) No confundir el paso de un tomillo con el avance de un tomillo . El 
paso de un tomillo es la distancia entre dos roscas consecutivas mientras que el 
avance de un tomillo es la distancia que avanza el tomillo en una vuelta completa. 
El avance y el paso son iguales s6lo en tomillos de rosea simple. En un tomillo de 
rosea doble, el avance es el doble del paso. 

b) El moment o torsional requerido para apretar un tomillo es diferente 
al momento torsional requerido para aflojarlo. Ademas, los tomillos que se uti- 
lizan en gatos y prensas usualmente son autohloqueantes ; esto es, el tornillo per- 
manecera estacionario mientras no se le aplique un momento torsional y es nece- 
sario que este se aplique sobre el tomillo para poder aflojarlo [problema resuelto 
8.5]. 




Problemas 


8.46 y 8.47 En la figura se muestran dos cunas de 8° y peso insigni- 
ficante que se usan para mover y colocar en posicidn un bloque de 530 lb. 
Si el coeficiente de friccion estatica en todas las superficies de contacto es 
de 0.40, determine la magnitud de la fuerza P que debe ser aplicada para 
iniciar el movimiento del bloque. 




Figura P8.46 


Figura P8.47 


225 mm 300 mm 400 mm 



Figura P8.48 


8.48 Una mas a de 18 kg cuelga de una palanca apoyada contra una 
cuna de 10° en el punto A v que se sostiene sin fricci6n mediante un pemo 
colocado en C. Si el coeficiente de fricci6n estatiea es de 0.25 en ambas su- 
perficies de la cuna y para la posici6n mostrada el resorte se estira 1(M) mm, 
determine a) la magnitud de la fuerza P para la cual el movimiento de la 
cuna es inminente. b) las componentes de la reaction correspondiente en C. 

8.49 Resuelva el problema 8.48 suponiendo que la fuerza P esta di- 
rigida haeia la izquierda. 


8.50 y 8.51 Como indica la figura, la altura del extremo de la viga de 
acero que se sostiene por medio del piso de concreto se ajusta mediante las 
cunas E y F. La base de la placa CD se suelda al patin inferior de la viga y 
la reaccidn sobre el extremo de la misma es de 90 kN. El coeficiente de fric- 
ci6n estatiea entre las superficies de acero es de 0.30, v entre el concreto y 
el acero es de 0.60. Si el movimiento horizontal de la viga se exit a al aplicar 
la fuerza Q, determine a) la fuerza P requerida para levantar la viga, b) la 
fuerza Q correspondiente. 



Figura P8.50 
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Figura P8.51 
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8.52 y 8.53 En la figura se miiestra una cuna A de 16° y peso in- 
significante que esta colocada entre dos bloques B y C de 175 lb, los cuales 
descansan sobre pianos inclinados. Si el coeficiente de friccion estatica es de 
0.40, tanto entre la cuna y los bloques como entre el bloque C y el piano in- 
clinado, determine la magnitud de la fuerza P requerida para que la cuna se 
empiece a mover cuando el coeficiente de friccion estatica entre el bloque 
B y el piano inclinado es de a) 0.40, b) 0.60. 


Figura P8.52 Figura P8.53 

8.54 En la figura se muestra que, para nivelar una plataforma de made- 
ra, se colocaron las cunas de madera AyB bajo una esquina de la plataforma. 
La cuna B descansa sobre una tabla de madera, como se indica, y se utiliza una 
abi azadera para aplicar fuerzas iguales y opuestas a las cunas. Si 0 = 18° v el 
coeficiente de friccion estatica entre todas las superficies de madera es de 0.35 
y de 0.60 entre la tabla y el suelo, determine la magnitud P de las fuerzas de 
sujecion para la que la plataforma inicia un movimiento hacia arriba. 

8.55 En la figura se muestra que, para nivelar una plataforma de 
madera, se colocaron las cunas de madera A y B bajo una esquina de la 
plataforma, y la cuna B descansa sobre una tabla de madera. Si el coeficiente 
de friccidn estitica entre todas las superficies de madera es de 0.35, y de 0.60 
entre la tabla v el suelo, determine el valor maximo del Ingulo 0 de la cuna 
para el cual el sistema permanecera en equilibrio despucs de que las fuerzas 
de sujecidn P y — P scan retiradas. 

8.56 Una cuna de 12° se coloca bajo el extremo B del cuarto de eilin- 
dro de 250 lb que muestra la figura. Si el coeficiente de friccion estatica es de 
0.35 entre la cuna v el cilindro, y de 0.50 entre la cuna v el piso, determine la 
magnitud de la fuerza P requerida para iniciar el movimiento de la cuna. 



8.57 Un desarmador pequeno es utilizado para separar los dos anillos 
de un aro circular. El ingulo de cuna de la lioja del desarmador es de 16° y 
el coeficiente de friccion estatica entre los anillos v la hoja es de 0.12. Si se 
requirio una fuerza P con magnitud de 3.5 N para insertar el desarmador 
hasta la position de equilibrio que muestra la figura, determine la magnitud 
de las fuerzas ejercidas sobre el aro por el desarmador inmediatamente des- 
pues de que la fuerza P es retirada. 



t 



Figura P8.57 
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Figura P8.58 



Figura P8.59 



Figura P8.64 


8.58 En la figura se muestra una cuna conica situada entre dos placas 
horizontales que se mueven lentamente una hacia la otra. Indique lo que le 
pasard a la cuna si a) fx s = 0.20, b) ^ =* 0.30. 

8.59 Una cuna de 6° se introduce en el extreino de un mango de haeha 
para fijar el mango a la cabeza del hacha como indica la figura. El coeficiente 
do friccidn estatica entre la cuna y el mango es de 0.35. Si se requirid una 
fuerza P de 60 lb para insertar la cuna hasta la posicidn de equilibrio mostrada, 
determine la magnitud de las fuer/.as ejercidas sobrc el mango por la cuna 
despues de retirar la fuerza P. 

8.60 Una cuna de 10° se introduce a la fuerza por debajo de un cilin- 
dro de 80 kg como indica la figura. Si el coeficiente de friccion estatica en- 
tre todas las superficies es do 0.25, determine la fuerza P requerida para 
mover la cuna. 



Figura P8.60 y P8.61 


8.61 Una cuna de 10° se introduce a la fuerza por debajo de un cilin- 
dro do 80 kg como indica la figura. Si el coeficiente de friccidn estdtica en- 
tre cl cilindro y la pared vertical es de 0.30, determine el coeficiente mini- 
mo de friccion estatica requerido entre la cuna v cl cilindro para quo ocurra 
deslizamiento en B. 

8.62 En la figura se muestran algunas holsas do semilla para cesped 
que estan apiladas sobre una plancha dc madcra. Para mover la planch a se 
coloca una cuna de 9° por debajo del extreino A. Si el peso de las semillas 
se puede represen tar median to las cargas distribuidas indicadas en la figura, 
y el coeficiente de friccidn cstdtica es de 0.45 entre todas las superficies de 
contacto, a) determine la fuerza P requerida para iniciar el movimiento 
de la cuna, b) indique si la plancha se deslizara sobre el piso. 



Figura P8.62 


8.63 Resuelva el problema 8.62 suponiendo que la cuna se coloca de- 
bajo de la plancha en el punto B ; en lugar de en A. 

* 8.64 El bloque A de 10 kg se apova contra el bloque B de 50 kg en 
la forma que indica la figura. El coeficiente de friccion estatica /x s es el mismo 
entre los bloques A v B y entre el bloque B v el piso, mientras que la fric- 
cidn entre el bloque A v la pared se puede ignorar. Si P “ 150 N, determine 
el valor de ji s requerido para que se inicie el movimiento. 

* 8.65 Resuelva el problema 8.64 suponiendo que es el coeficiente 
de friccion estatica entre todas las superficies de contacto. 


8.66 Obtenga la s siguientes formulas que relacionan la carga W v la Pnobiemas 44^ 

fuerza P ejercida sobre el mango del gato estudiado en la seccirin 8.6. a) P = 

( Wr/a ) tan (6 + <£*), para levantar la carga: b) P = (Wr/a) tan (<£, - 0 ), pa- 
ra bajar la carga si el tomillo es autobloqueante; c) P = (Wr/a) tan (0 - <f>J, 
para sostener la carga si el tomillo no es autobloqueante. 

8.67 El engrane sinfin de rosea cuadrada que muestra la figura tiene 
radio modio do 1.5 in. v a vance de 0.375 in. El engrane m 6s grande esta 
sometido a un par dc torskSn constante de 7.2 kips * in., en el misino sentido 
quo las manecillas del rcloj. Si el coeficiente de friccidn estdtica entre Ios dos 
engranes es de 0.12, determine el par de torsirin requerido en el eje AB para 
que el engrane mas grande pueda rotar en sentido contrario al de las maneci- 
llas del reloj. No tome en cuenta la friccion de los cojinetes en A, B y C. 



Figura P8.67 


8.68 En el problema 8.67, determine el par de torsion que debe apli- 
carse al eje AB para que el engrane mils grande pueda rotar en el mismo 
sentido que las manecillas del reloj. 



8.69 Los pemos de alta resistencia se emplean comiinmente en la cons- 
truction de muchas estructuras de acero. Si la tension minima requerida en un 
pemo de 1 in. de diametro nominal es de 47.25 kips, v suponiendo que el coe- 
ficiente de friccion estatica es de 0.35, determine el par de torsidn requerido 
en el pemo v en la tuerca mostrados en la figura. El diametro medio de la ros- 
ea del perno es de 0.94 in., y su avance de 0. 125 in. No tome en cuenta la fric- 
cion entre la tuerca y la arandela y suponga que el pemo es de rosea cuadrada. 

8.70 La position del gato mec&nico para automrivil mostrado en la fi- 
gura se controla mediantc el tomillo ABC de rosea sencilla coloeado en sus ex- 
tremos (rosea derecha en A y rosea izquierda en C). Cada rosea tiene un paso 
de 2 mm v diametro medio de 7.5 mm. Si el coeficiente de friccidn est&tica 
es de 0.15, determine la magnitud del par M que debe aplicarse para levantar 
el automovil. 


Figura P8.69 



Figura P8.70 


8.71 Para el gato del problema 8.70, determine la magnitud del par 
M que debe aplicarse para bajar el automdvil. 


8.72 La prensa de tornillo que se muestra en la figura consta de dos 
miembros conectados por dos tomillos de rosea doble con radio medio de 6 
mm v separation de 2 mm. El elemento mas bajo esta enroscado en A y B 
(fji s = 0.35), pero el elemento superior no esta enroscado. Se desean aplicar 
dos fuerzas iguales y opuestas de 540 N sobre los bloques sostenidos entre 
las quijadas. Determine a) cu&l rosea debe ajustarse primero, b) el par m&- 
ximo a ser aplicado para ajustar la segunda rosea. 

8.73 Resuelva el inciso h) del problema 8.72 suponiendo que la tuer- 
ca equivocada se ajusta primero. 



♦120 mm-*rH2o mm 


Figura P8.72 
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8.74 En la figura se muestra un sistema de extraction de engranes en 
el cual el tomillo AB de rosea cuadrada tiene un radio medio de 0.9375 in. 
y un avanee de 0.25 in. Si el coeficiente de fricci6n estatiea es de 0.10, de- 
termine el par de torsi6n que debe aplicarse al tomillo para generar una fuer- 
za de 1 000 lb sobre el engrane. No tome en cuenta la friccidn en el extre- 
me A del tomillo. 



Figura P8.74 


*8.7. CHUMACERAS. FRICCION EN EJES 

Las chumaceras se utilizan para proporcionar soporte lateral a flechas y 
ejes en rotacidn. Los cojinetes de empuje, que se estudiaran en la si- 
guiente section, se usan para proporcionarle soporte axial a las flechas y 
a los ejes. Si la chumacera est£ totalmente lubricada, la resistcncia por 
fricckSn depende de la velocidad de rotation, del juego entre el eje v la 
chumacera, y de la viscosidad del lubricante. Como se indico en la sec- 
cion 8.1, los problemas de este tipo se estudian en la mecanica de flui- 
dos. Sin embargo, los metodos de este capftulo pueden aplicarse al 
estudio de la friccion en ejes cuando la chumacera no esta lubricada o 
s6lo se lubrica parcialmente. Entonces, se puede supemer que el eje v la 
chumacera estan en contacto di recto a lo largo de una sola lfnea recta. 

Considere dos niedas, cada una de peso W, las cuales est&n monta- 
das rigidamente sobre un eje soportado de manera sim£trica por dos chu- 
maceras (figura 8.1 Or/). Si las ruedas giran, se encuentra que, para man- 
tenerlas rotando a una velocidad constante, es necesario aplicarle a cada 
una un par M. El diagrama de cuerpo libre de la figura 8.10c representa 
la proyeccion de una de las ruedas y de la mitad del eje correspondiente 
sobre un piano perpendicular al eje. Las fuerzas que actuan sobre el cuer- 
po libre incluyen el peso W de la rueda, el par M requerido para mante- 
ner su movimiento, y una fuerza R que representa la reaction de la chu- 
macera. Esta ultima fuerza es vertical, igual v opuesta a W, pero no pasa 
por el centra O del eje; R est£ localizada a la derecha do O a una distan- 
cia tal que su momento respecto a O equilibra el momento M del par. 
Por tanto, el contacto entre el eje y la chumacera no ocurre en el pun to 
A mas bajo cuando el eje est£ girando. El contacto ocurre en el punto B 
(figura 8.106) o, mejor dicho, a lo largo de una lmea recta que interseca 
al piano de la figura en el punto B. Fisicamente, esto se explica por el he- 
cho de que, cuando las ruedas se ponen en movimiento, el eje “se eleva” 
en la chumacera hasta que ocurre un deslizamiento. Despues de resba- 
larse un poco hacia atriLs, el eje queda mas o menos en la posicion mos- 
trada. Esta posicion es tal que el angulo entre la reaccirin R y la normal 
a la superficie del cojinete es igual al Angulo de friccion cinetica cf)*. Por 
tanto, la distancia desde O hasta la lmea de action de R es igual a r sen 


8.7. Chumaceras. Friccibn en ejes 




c) d) 

Figure 8.10 


<fo, donde r es el radio del eje. Si se escribe que = 0 para las fuerzas 
quc actiian sobre el cuerpo libre considerado, se obtiene la magnitud del 
par M requerido para veneer la resistencia por friccidn de una de las 
chumaceras: 



e) 


M = Rr sen 4>k (8.5) 

Observe que para valores pequenos del angulo de fricci6n, sen 4>k se pue- 
de reemplazar por tan 4 esto es, por /u*, se escribe la formula aproxi- 
mada 


M ~ Rrfi k (8.6) 

En la solucion de ciertos problemas puede ser mas conveniente hacer 
(jue la linea de accidn de R pase a traves de O, como lo hace cuando el 
eje no esta girando. Entonces, se debe agregar a la reaccidn R un par — M 
de la misma magnitud que el par M pero de sentido opuesto (figura 
8.1Gd), dicho par representa la resistencia por friccion de la chumacera. 

En caso de que se preflera una solucidn grafica, la linea de accion 
de R se puede dibujar facilmente (figura 8.10*0 si se observa que esta 
debe ser tangente a un circulo que tiene su centro en O y cuyo radio 
esta dado por 

r f = r sen 4> k « r/x A . (8.7) 

Dicho circulo recibe el nombre de circulo de friccion del eje y la chu- 
maccra v es independiente de las condiciones de carga del eje. 
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*8.8. COJINETES DE EMPUJE. FRICCION EN DISCOS 

Para proporcionarle soporte axial a las flechas y a los ejes que giran se 
utilizan do s tipos de cojinetes de empuje: 1) cojinetes de tape ofron- 
tales y 2) cojinetes de collar o radiates (figura 8.11). En el caso de los 
cojinetes de collar se desarrollan fuerzas de friccion entre las dos areas 
en forma de anillo que est£n en contacto. En el caso de los cojinetes 
de tope la friccion ocurre sobre areas circulares completas o sobre &reas 
en forma de anillo cuando el extremo de la flecha es hueco. La fric- 
cion entre areas circulares, denominada/ricddn en discos, tambien ocu- 
rre en otros mecanismos como los emhragues de disco. 



a) Cojinete de tope b) Cojinete de collar 

Figura 8.11 Cojinetes de empuje. 


Para obtener una formula que sea v&lida en el caso mas general dc 
friccion en discos, considere una flecha hueca que est£ girando. Un par 
M mantiene la flecha girando a una velocidad constante mientras que 
una fuerza P la mantiene en contacto con un cojinete fijo (figura 8.12). 



Figura 8.12 


El contacto entre la flecha y el cojinete ocurre sobre un sirea en forma 
de anillo que tiene un radio interior Ri y un radio exterior R 2 . Supo- 
niendo que la presion entre las dos superficies en contacto es unifor- 
me, se encuentra que la magnitud de la fuerza normal AN ejercida so- 
bre un elemento de area A A est& dada por A N = P AA/A, donde A = 
7 t(R| “ R?) y que la magnitud de la fuerza de friccion AF que actua 
sobre A A es AF = pi* A N. Si se representa con r la distancia desde el 
eje de la flecha hasta el elemento de area A A, se expresa la magnitud 
A M del momento de AF con respecto al eje de la flecha de la siguien- 
te forma: 


rp k P AA 

ml - Ri) 


AM = r AF = 


El equilibrio.de la flecha requiere que el momenta M del par aplica- 8 9 Fncci6n en ^ ( la 445 

do a 6sta sea igual en magnitud a la suma de los momentos de las fuer- 
zas de fricctan AF. Reemplazando A A por el elemento infinitesimal 
dA = r dd dr que se udliza con las coordenadas polares e integrando 
sobre el Area de contacto se obtiene la siguiente expresitfn para la mag- 
nitud del par M que se requiere para veneer la resistencia por friccibn 
del cojinete: 




2n 




p3 q 3 

u __ 2 0 n 2 - Hi 

«2 - lij 


( 8 . 8 ) 


Cuando el contacto ocurre sobre un circulo completo de radio R, 
la fdrrnula (8.8) se reduce a 


M = f ii h PR (8.9) 

Entonces el valor de M es el mismo que el que se hubiera obtenido si 
el contacto entre la flecha y el cojinete hubiera ocurrido en un solo 
punto localizado a una distancia de 2R/3 desde el eje de la flecha. 

El momenta torsional mAximo que puede ser transmitido por un 
embrague de disco sin causar deslizamiento estA dado por una formu- 
la similar a la ecuacidn (8.9), donde ju* se reemplaza por el coeficien- 
te de fricctan estAtica 


*8.9. FRICCION EN RUEDAS. RESISTENCIA 
A LA RODADURA O RODAMIENTO 

La rueda es uno de los inventos mAs importantes de nuestra eiviliza- 
cion. Su uso hace que sea posible mover cargas pesadas con un esfuer- 
zo relativamente pequeno. Debido a que el punto de la rueda que 
esta en contacto con el suelo en cualquier instante no tiene un movi- 
miento relativo con respecto del suelo, la rueda elimina las grandes 
fuerzas de friccion que se presentarian si la carga estuviera en contac- 
to directo con el suelo. Sin embargo, existe cierta resistencia al movi- 
miento de la rueda. Dicha resistencia tiene dos causas distintas: 1) El 
efecto combinado de la friccion en el eje y de la friccibn en el aro y 2) 
el hecho de que la rueda y el suelo se deforman, ocasionando que el 
contacto entre la rueda y el suelo ocurra sobre una cierta Area en lu- 
gar de ocurrir en un solo punto. 

Para comprender mejor la primera causa de resistencia al movi- 
miento de una rueda, considerese un vagon de ferrocarril que estA so- 
portado por ocho ruedas que estAn montadas en ejes y cojinetes. Se 
supone que el vagon se estA moviendo hacia la derecha a una veloci- 
dad constante a lo largo de una via horizontal recta. El diagrama de 
cuerpo libre de una de las ruedas se muestra en la figura 8.13a. Las 
fuerzas que actuan sobre el diagrama de cuerpo libre incluyen la car- 
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a) Efecto de la friccion en ejes 



b) Rueda Iihre 



c ) Resistencia a la rodadura 

Flgura 8.13 


ga W soportada por la rueda y la reaccion normal N de la via. Como 
W esta dibujada a traves del eentro O del eje, la resistencia por fric- 
cion del cojinete debe representarse con un par M que tiene un sen- 
tido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj (vease sec- 
ci6n 8.7). Para mantener al cuerpo en equilibrio, se deben agregar 
dos fuerzas iguales y opuestas P y F, las cuales forman un par con un 
sentido a favor del movimiento de las manecillas del reloj que tiene 
un momento -M. La fuerza F es la fuerza de friccion ejercida por 
la via sobre la rueda y P representa la fuerza que debe aplicarse a la 
rueda para que esta sc mantenga rodando a velocidad constante. Ob- 
serve que las fuerzas P y F no existirian en el caso de que no hubie- 
ra friceitfn entre la rueda y la via. Entonces, el par M que represen- 
ta la friccion en el eje sena igual a cero; por tanto, la rueda se deslizaria 
sobre la via sin girar en su cojinete. 

El par M y las fuerzas P v F tambien se reducen a cero euando 
no existe friccion en el eje. Por ejemplo, una rueda que no esta sos- 
tenida por cojinetes y que rueda libremente a una velocidad constan- 
te sobre un piso horizontal (figura 8.13/?) estar3 sujeta unicamente a 
dos fuerzas: su propio peso W y la reaccion normal N del piso. Sin 
importar cual sea el valor del coeficiente de friccitin entre la rueda v 
el piso, no actuara una fuerza de friccion sobre la rueda. Por tanto, 
una rueda que gira libremente sobre una superfieie horizontal debe- 
ria continuar rodando indefinidamente. 

Sin embargo, la experiencia indica que la rueda ira disminuyen- 
do su velocidad hasta detenerse. Lo anterior se debe al segundo tipo 
de resistencia mencionado al principio de esta seccidn, el cual se co- 
noce coino la resistencia a la rodadura. Bajo la accion de la carga W, 
tanto la rueda como el piso se deforman ligeramente y ocasiona (jue 
el contacto entre la rueda y el piso ocurra sobre cierta area. La evi- 
dencia experimental muestra que la resultante de las fuerzas ejerei- 
das por el piso sobre la rueda a lo largo de dicha £rea es una fuerza 
R aplicada en un punto B, el cual no est£ localizado directamente por 
debajo del eentro O de la rueda, sino que se encuentra ligeramente 
hacia el frente de la rueda (figura 8.13c). Para equilibrar el momen- 
to de W con respecto a B y para mantener a la rueda rodando a vc- 
locidad constante, es necesario aplicar una fuerza horizontal P en el 
eentro de la rueda. Si se escribe -A/# = 0, se obtiene 


Pr = Wb 


( 8 . 10 ) 


donde r = radio de la rueda 

b = distancia horizontal entre O y B 


La distancia b recibe el nombre de coeficiente de resistencia a la 
rodadura. Es necesario senalar que b no es un coeficiente adimen- 
sional puesto que representa una longitud; por lo general, se expre- 
sa a b en pulgadas o en milimetros. El valor de b depende de varios 
pariunetros en forma que aun no se ha establecido claramente. Los 
valores del coeficiente de resistencia a la rodadura varian desde al- 
rededor de 0.01 in. o 0.25 mm para una rueda de acero en un riel 
de acero hasta 5.0 in. o 125 mm para la misma rueda sobre un piso 
blando. 





PROBLEMA RESUELTO 8.6 

Una pole a que tiene un di£metro de 4 in. puede rotar alrededor de una fle- 
cha fija que tiene un di&metro de 2 in. El coeficiente de fricci6n est&tica en- 
tre la polea y la flecha es de 0.20. Determine: a) la fuerza vertical minima P 
requerida para comenzar a levantar una carga de 500 lb, b) la fuerza verti- 
cal minima P requerida para sostener la carga y c) la fuerza horizontal mini- 
ma P requerida para comenzar a levantar la misma carga. 


iPifisr 


SOLUCION 



W - 5<NI Hi 

|— 2.20 in. 


1.80 in.-*- 


a) Fuerza vertical P requerida para comenzar a levantar la carga. 
Cuando las fuerzas en ambas partes de la cuerda son iguales, el contacto en- 
tre la flecha y la polea ocurre en A. Cuando se incrementa la fuerza P, la 
polea gira ligeramente alrededor de la flecha y el contacto ocurre en B. Se 
dibuja el diagrama de cuerpo libre de la polea cuando el movimiento es in- 
minente. La distancia perpendicular desde el centro O de la polea hasta la 
Unea de accion de R es 

Tf = r sen <f) s ** r fa /y ** (1 in.)0.20 = 0.20 in. 

Sumando momentos con respecto a B, se escribe 


+"j ZAf* = 0: (2.20 in.) (500 lb) - (1.80 in.)P = 0 

P = 611 lb 


P = 61 I lb i ◄ 




RESOLUTION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPEN DIENTE 


En esta leccion se aprendieron varias aplicaciones de ingenierfa adicionales de las leyes 
de friccion. 

i. Chumaceras y friccion en ejes. En las chumaceras la reaccidn no pasa a traces' 
del centro de la flecha o eje que est& siendo soportado. La distancia desde el centra de 
la flecha o eje hasta la lmea de accidn de la reaccion (fignra 8.10) esta definida p«r la 
ecuacion 


ry = r sen fa ** r/u* 
si existe movimiento, v por la ecuacion 

rj * r sen fa - rp, 

si el movimiento es inminente. 

Cuando ya se ha determinado la lrnea dc accidn de la reaccion, se puede dibujar un 
diagranui de cuerpo libre y utilizar las ccuaciones de equilibrio correspondientes para 
completar la solucion [problema resuelto 8.6]. En algunos problemas es util observar 
que la linea de accion de la reaccidn debe ser tangente a un cfrculo de radio ry ** r/i*, 
o rf r/x,. que se conoce como el circulo de friccion [problema resuelto 8.6, inciso c)]. 
Es importante recordar que las reacciones siempre se oponen a la accion o impiden la 
rotacion del eje o la flecha. 

2. Cojinetes de empuje y friccion en discos. En un cojinete de empuje la magni- 
tud del par requerido para veneer a la resistencia por friccidn es igual a la suma de los 
momentos de Y&sfuerzas defricctdn cinetica ejercidas sobre los elementos del extremo 
dc la flecha [ecuaciones (8.8) y (8.9)]. 

Un ejemplo de friccidn en discos es el embrague de disco. Este se analiza de la misma 
forma que un cojinete de empuje, con la diferencia de que para determinar el momento 
torsional m&ximo que se puede transmitir, debe calcularse la suma de los momentos de 
la sfuerzas de friccion estatica mdximas ejercidas sobre el disco. 

3 . Friccion en ruedas y resistencia a la rodadura. Se vio que la resistencia a la 
rodadura de una rueda es ocasionada por deformaciones tanto de la nieda como del 
suelo. La linea de accion de la reaccidn R del suelo sobre la rueda interseca al suelo a 
una distancia horizontal b a partir del centro de la nieda. La distancia b se conoce como 
el coeficiente de resistencia a la rodadura y se expresa en pulgadas o milfmetros. 

4 . En problemas que involucran tanto resistencia a la rodadura como friccion 
en ejes, el diagrama de cuerpo libre debe mostrar que la Ifnea de accion de la reaccidn 
R del suelo sobre la nieda es tangente al circulo de friccidn del eje e interseca al suelo 
a una distancia horizontal a partir del centro de la rueda que es igual al coeficiente de 
resistencia a la rodadura. 




Problemas 


8.75 Un caldero de metal caliente y su contenido tienen masa de 50 
Mg. Si el eoeficiente de friccion estdtica entre los ganchos v el pindn es de 
0.30, determine la tension que se requiere en el cable AB para iniciar la in- 
clination del caldero. 


8.76 y 8.77 Un montacargas de 10 in. de diametro se utiliza para ele- 
var o bajar una carga de 160 lb. El montacargas est£ apovado en dos cojine- 
tes poco lubricados de 3 in. de diametro. Si el eoeficiente de friccidn est&i- 
ca entre el penio y los cojinetes es de 0.50, determine la magnitud de la 
fuerza P requerida para iniciar la elevation de la carga. 



Flgura P8.76 y P8.78 


8.78 y 8. 79 Un montacargas de 10 in. de di&metro se utiliza para ele- 
var o bajar una carga do 160 lb. El montacargas esta apovado en dos cojine- 
tes poco lubricados de 3 in. de di&metro. Si el eoeficiente de friccion estati- 
ca entre el eje y los cojinetes es de 0.50, determine la magnitud de la fuerza 
P minima requerida para mantener el equilibrio. 


8.80 Una palanca de control, ABC , se adapta holgadamente a un eje 
de 1 8 mm de diametro en el soporte B. Si para iniciar la rotacidn de la palanca 
en el mismo sentido de las manecillas del reloj P = 130 N, determine a) el 
eoeficiente de friccidn estatica entre el eje y la palanca, b) la magnitud de la 
fuerza P requerida para iniciar la rotation de la palanca en sentido contrario 
a I de las manecillas del reloj. 


1 ' 



Figura P8.75 



Flgura P8.77 y P8.79 
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Figura P8.80 
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600 N 

Figure P8.81 y P8.82 


8.81 El bloque y el polipasto mostrados en la figura se emplean para 
levantar una carga de 600 N. Cada una de las poleas de 60 mm de diametro 
rota sobre un eje de 10 mm de di&metro. Si el coeficiente de fricci6n cin^tica 
es de 0.20, determine la tensidn en cada tramo de la cuerda conforme la 
carga se eleva lentamente. 

8.82 El bloque y el polipasto mostrados en la figura se emplean para 
levantar una carga de 600 N. Cada una de las poleas de 60 mm de diametro 
rota sobre un eje de 10 mm de diametro. Si el coeficiente de fricci6n cine- 
tica es de 0.20, determine la tensidn en cada tramo de la cuerda conforme 
la carga se baja lentamente. 

8.83 El arreglo de eslabon mostrado en la figura se emplea frecuen- 
temente en los puentes de las carreteras para pennitir la expan si6n de los 
elementos causada por los cambios de temperature. El coeficiente de frie- 
cion estatica en cada uno de los pernos A y B de 3 in. de di&metro es de 0.20. 
Si la componente vertical de la fuerza ejercida por BC sobre el eslabdn es 
de 50 kips, determine a) la fuerza horizontal que debe aplicarse sobre la vi- 
ga BC para que el eslabdn comience a moverse, h) el angtilo que la fuerza 
resultan te ejercida por la viga BC sobre cl eslabdn forma con la vertical. 


C 

Figure P8.83 




Figura P8.84 y P8.86 


8.84 y 8.85 En la figura se muestra el montaje de una pluma que cons- 
ta de la pluma ABC de 24 kg v del contrapeso D de 66 kg, el cual esta unido 
al eje B de 24 mm de di&metro que se adapta holgadamente a un cojinete 
fijo. Si el coeficiente de friccidn estdtica entre el eje v el cojinete es de 0.20, 
determine la rnagnitud de la fuerza P necesaria para que se inicie la rotacion 
de la pluma en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 



Figure P8.85 y P8.87 


V 



8.86 y 8.87 En la figura se muestra el montaje de una pluma que 
consta de la pluma ABC de 24 kg v del contrapeso D de 66 kg, el cual esta 
unido al eje B de 24 mm de diametro que se adapta holgadamente a un co- 
jinete fijo. Si el coeficiente de fricci6n est&tica entre el eje y el cojinete es 
de 0.20, determine la rnagnitud de la fuerza P necesaria para que se inicie 
la rotacion de la pluma en el mismo sentido de las manecillas del reloj. 

8.88 En la figura se muestra un caj6n de 500 lb que descansa sobre un 
carrito, el cual tiene cuatro ruedas de 5 in. de didmetro con ejes de 0.5 in. de 
diametro. Si los coeficientes de friccidn son = 0.12 y /x* = 0.08, determi- 
ne la rnagnitud de la fuerza horizontal P requerida paraa) iniciar el movimien- 
to del carrito, b) mantener el movimiento del carrito a una velocidad constan- 
te. No tome en cuenta la resistencia a la rodadura entre las ruedas v el piso. 



8.89 Una patineta esta disenada para descender con velocidad cons- 
tante sobre una superficie inclinada al 3 por ciento. Si el coeficiente de fric- 
tion cinetica entre los ejes es de 25 mm de diametro v los cojinetes es de 
0.12, determine el diametro que deben tener las ruedas. No tome en cuen- 
ta la resistencia a la rodadura entre las ruedas y el suelo. 

8.90 En la figura se muestra una pulidora de pisos electrica de 10.1 
lb de peso y 7 in. de di&metro. El coeficiente de friccidn cinetica es de 0.60 
entre la almohadilla de la pulidora y la superficie que se esfci puliendo. Si la 
fuerza normal por unidad de tfrea entre la almohadilla y el piso se distribuve 
uniformemente, determine la magnitud Q de las fuerzas horizontales re- 
queridas para evitar que la pulidora se mueva. 



Figure P8.90 


8.91 El pivote del asiento de una silla de escritorio consiste en la placa 
de acero A que sostiene al asiento, en el eje de acero solido B que esta sol- 
dado en A y gira libremente en el elemento tubular C, y en el cojinete de 
nylon D. Si al sentarse una persona de 80 kg el peso W actua directamente 
encima del pivote, determine la magnitud del par M necesario para que ini- 
cie la rotation del asiento cuando el coeficiente de friccidn estatica entre el 
elemento tubular v el cojinete es de 0.15. 

* 8.92 Como las superficies de los ejes v los cojinetes sufren desgaste, la 
resistencia por friction disminuye en las chumaceras. En forma general, se su- 
pone que el desgaste es directamente proportional a la distantia recorrida por 
cuaiquier punto dado del eje y, en consecuencia, a la distantia r desde el pun- 
to al centro del eje. Entonces, si la fuerza normal por unidad de area es inver- 
samente proportional a r, demuestre que la magnitud M del par requerido pa- 
ra contrarrestar la resistencia por friction de uno de los extremos desgastados 
del cojinete (con contacto en toda el area circular) es igual al 75 por ciento del 
valor dado en la formula (8.9) para un cojinete nuevo. 

*8.93 Suponga que los cojinetes se desgastan corno se indica en el pro- 
blems 8.92, y demuestre que la magnitud M del par requerido para contra- 
rrestar la resistencia por friccirin de un cojinete de collarin desgastado es: 

M + ^2) 

donde P = magnitud de la fuerza axial total 
fii, R 2 = radios intemo y extemo del collarin 

*8.94 Si la presirin entre las superficies de contacto es uniforme, de- 
muestre que la magnitud M del par requerido para contrarrestar la resisten- 
cia por fricci6n del cojinete c6nico mostrado en la figura es: 

2 i^P 

3 sen 0 R\ - R\ 


Problemas 451 
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Figura P8.96 


8.95 Resuelva el problema 8.90 suponiendo que la fuer/a normal per 
unidad de area entre la almohadilla v el piso varia lineal mente desde un va- 
lor maximo en el centre hasta cero en la circunferencia de la almohadilla. 

8.96 Como indica la figura, la base de una m&quina de una tonelada 
se mueve sob re el piso de concreto mediante una serie de tubos de acero de 
5 in. de di£metro exterior. Si el coeficiente de resistencia a la rodadura en- 
tre los tubos y la base es de 0.025 in., v entre los tubos v el piso de concrc- 
to es de 0.0625 in., determine la magnitud de la fuerza P requerida para mo- 
ver lentamente la base a lo largo del piso. 

8.97 Si un disco de 120 mm de di^metro rueda con velocidad constan- 
te hacia abajo sobre una superficie inclinada al 2 por ciento, determine el co- 
eficiente de resistencia a la rodadura entre el disco v el piano inclinado. 

8.98 Determine la fuerza horizontal requerida para mover un auto- 
indvil de 1 Mg con velocidad constante a lo largo de una carretera horizon- 
tal si sus llantas tienen 460 mm de diametro. No tome en cuenta ninguna 
forma de friccion excepto la resistencia a la rodadura, y suponga que el coe- 
ficientc de resistencia a la rodadura es de 1mm. 

8.99 Resuelva el problema 8.88 mcluyeudo el efecto de un coeficiente 
de resistencia a la rodadura de 0.25 in. 

8.100 Resuelva el problema 8.89 incluyendo el efecto de un coefi- 
ciente de resistencia a la rodadura de 1.75 mm. 


P P’ 




Figura 8.14 


8.10. FRICCION EN BANDAS 


Considere una banda plana que pasa sobre un tambor cilindrico fijo 
(figura 8.14 a), Se desea deterininar la relaci6n que existe entre los va- 
lores T\ y T 2 de la tension presente en las dos partes de la banda cuan- 
do esta se encuentra a punto de deslizarse hacia la derecha. 

Un pequeno elemento PP' que abarca un angulo A 6 se separa de 
la banda. Si la tensirin presentc en P se denota con T y con T + A T la 
tensi6n en P' puede trazarse el diagrama de cuerpo libre del elemen- 
to de la banda (figura 8.14 b). Ademds de las dos fuerzas de tension, las 
fuerzas que actiian sobre el cuerpo libre son la componente normal 
AN de la reacckSn del tambor y la fuerza de fricckSn AF. Como se su- 
pone que el movimiento es inminente, se tiene AF = fx x A N. Es nece- 
sario senalar que si se bace que A 6 se aproxime a cero, las magnitudes 
AA 7 y AF y la diferencia A T entre la tension en P v la tensi6n en P', 
tambien tenderan a cero; sin embargo, el valor T de la tension 
en P continuara sin alterar. Esta observaci6n ayuda a comp render la 
seleccion de notacion que se ha hecho. 

Al seleccionar los ejes coordenados que se muestran en la figura 
H.\4b se escriben las ecuaciones de equilibrio para el elemento PP 

&0 Ad 

SF, = 0: (T + AT) cos — T cos — - fx s AN = 0 (8.11) 


AO 

AN — (T + AT) sen — T sen 



= 0 : 


( 8 . 12 ) 



453 


Al resolver la ecuaci6n (8.12) para A N y sustituir la ecuaci6n (8.11), se 
obtiene la siguiente ecuacion despu^s de realizar simplificaciones 


A T cos ^ - Ms ( 2T + AT) sen ^ = 0 


8.10. Friccibn en bandas 


Ahora se dividen ambos t^rminos entre AO. En el caso del primer ter- 
mino, esto se hace dividiendo AT entre A0. La division del segundo 
t£rmino se lleva a cabo dividiendo entre 2 los t^rminos que estan en- 
tre par^ntesis y dividiendo al seno entre AO/2. Asi se escribe 


AT 
A 6 





sen(A0/2) 
" AO/2 


Si ahora se hace que AO se aproxime a 0, el coseno tiende a 1 y, como 
se senalo anteriormente, AT/2 tiende a cero. Ademas, de acuerdo con 
un lema que se deriva en todos los libros de calculo, el cociente de sen 
(AO/2) sobre AO/2 tiende a 1. Como el limite de AT/ AO es por defi- 
nicidn igual a la derivada dT/dO , se escribe 

dT rr, r, dT 

-jr - fi,T = 0 = fx K dO 

dO T 

Ahora se integraran ambos miembros de la ultima ecuacion desde Pi 
hasta P 2 (figura S.14fl). En P u se tiene que 0 = 0 y que T = Ty t en P 2 » 
se tiene que 0 = 1 3 y que T = T 2 . Asf, integrando entre estos limites, 
se escribe 


T v i ^0 


dO 


In T 2 — In Ti = fi s j3 


u, observando que el lado izquierdo es igual al logaritmo natural del 
cociente de T 2 y T x , 

In *“£ ~ (8.13) 

1 1 


Esta relacion tambien se puede escribir de la siguiente forma 


I* = 

r, 


(8.14) 


Las frirmulas que se han derivado se pueden aplicar tanto a problemas 
que involucran bandas planas que pasan sobre tambores cilfndricos fi- 
jos como a problemas que involucran cuerdas enrolladas alrededor de 
un poste o de un cabrestante. Ademas, dichas formulas tambien pue- 
den utilizarse para resolver problemas que involucran frenos de ban- 
da. En este tipo de problemas, el cilindro es el que est£ a punto de gi- 
rar mientras que la banda permanece fija. Por otra parte, las fdrmulas 
tambien pueden aplicarse en problemas que involucran transmisiones 
de banda. 



Fotografia 8.3 Al enrollar la cuerda alrededor 
del bolardo, la fuerza ejercida por el trabajador 
para controlar la cuerda es menor que la tensibn 
en la porcibn tirante de la cuerda. 
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En estos problemas giran taiito la polea como la banda. entonces, se 
desea determinar si la banda se deslizara, esto es, si la banda se movera 
con respecto a la polea. 

Las formulas (8.13) y (8.14) s6lo deben utilizarse si la banda, la 
euerda o el freno estan a punto de deslizarse. Se utilizara la formula 
(8.14) si se desea determinar 7[ o T 2 ; se preferini la f6rmula (8.13) si 
se desea determinar el valor de o si se desea determinar el angulo 
de contacto /3. Es necesario senalar que T 2 siempre es mayor que 7\; 
por tanto, T 2 representa la terisidn en aquella parte qu ejala, mientras 
(pie T) es la tension en aquella parte que resiste. Tambien sc debe men- 
cionar que el angulo de contacto j3 debe expresarse en radianes . El An- 
gulo /3 puede ser mayor que 2v; por ejemplo, si una euerda esta en- 
rollada n veces alrededor de un poste, /3 sera igual a 2 irn. 

Si la banda, la euerda o el freno est&n desliz&ndose, deben uti- 
lizarse fdrrnulas similares a las ecuaciones (8.13) y (8.14) pero que in- 
volucren el coeficiente de friccion cinetica Si la banda, la euerda o 
el freno no est£n desliz&ndose y tampoco estan a punto de deslizarse, 
no se pueden utilizar las formulas mencionadas antes. 

Las bandas que se utilizan en las transmisiones por lo general tie- 
nen forma en V. En la banda en V que se muestra en la flgura 8.15a 
el contacto entre esta v la polea ocurre a lo largo de los lados de la ra- 



ff) 

Flgura 8.15 





Fotografia 8.4 Las grandes fuerzas normales y 
de friccion sobre los lados inclinados de la banda 
en V incrementan la potencia que puede ser 
transmitida antes de que ocurra deslizamiento. 


nura. Dibujando el diagrama de cuerpo libre de un elemento de la ban- 
da (figura 8.15fo y c ), se puede obtener la relation que existe entre los 
vaiores 7\ y T 2 de la tension en las dos partes de la banda cuando 6s- 
ta esta a punto de deslizarse. De esta forma se derivan formulas simi- 
lares a las ecuaciones (8.11) y (8.12), pero ahora la magnitud de la fuer- 
za de friccion total que actua sobre el elemento es igual a 2 AF, y la 
sum de las eomponentes y de las fuenas nomales es \^vva\ a 1 i\N 
sen (a/2). Procediendo de la misma fonna en la que se hizo antes, se 
obtiene 


In — = — ^ — 
fi sen (a/2) 


o. 


(8.15) 


h 

T i 


,H &/ sen (a/2) 


(8.16) 




150 N 


’ 500 N 


PROBLEMA RESUELTO 8.7 

Un cable de romolque lanzado desde un barco a un muelle se enrolla dos vuel- 
tas completes alrededor de un bolardo o noray. La tensi6n en el cable es de 
7 500 N, que ejerce una fuerza de 150 N sob re el extremo libre del cable, un 
trabajador del muelle apenas puede evitar que el cable se deslice; determine: 
a) el coeficiente de fricci6n entre el cable y el bolardo o noray, y b) la tensi6n 
en el cable que podrfa ser resistida por la fuerza de 150 N si el cable estuvie- 
ra enrollado tres vueltas completas alrededor del bolardo o noray. 


T, = 150 N 


T, 


soluci6n 

a) Coeficiente de friceion. Como el deslizamicnto del cable es in- 
minente, se usa la ecuaci6n (8.13): 

In — = 

Como el cable esta enrollado dos vueltas completas alrededor del bolardo, 
se tiene que 

0 = 2(2 it rad) = 12.57 rad 
T x = 150 N T 2 = 7 500 N 

Por tanto, 

= In Y 
J 1 

*i»(12.57 rad) = In 1 500 N = In 50 = 3.91 
^ 150 N 

*1, — 0.311 *i, = 0.311 ◄ 

b) Cable enrollado tres vueltas completas alrededor del bolar- 
do. Con el valor de fi s obtenido en el inciso a) de este problema, ahora se 
tiene que 

0 = 3(2tt rad) = 18.85 rad 
T x = 150 N ^, = 0.311 

Siistituvendo estos valores en la ecuacion (8.14) se obtiene 


150 N 


J0.311X18 85) 5.862 


T 2 = 52 725 N 


351.5 


To = 52.7 kN ◄ 



PROBLEMA RESUELTO 8.8 


Una banda plana conecta una polea A que mueve una mdquina herramien- 
ta, con una polea B, la cual esta unida a la flecha de un motor eltfctrico. Los 
coeficientes de fricci6n entre ambas poleas y la banda son = 0.25 y = 
0.20. Si se sabe que la tension m&rima permisible en la banda es de 600 lb, 
determine el momento torsional mdximo que puede ejercer la banda sobre 
la polea A. 


SOLUCION 


Debido a que la resistencia al deslizamiento depende tanto del angulo de 
contacto (3 entre la polea y la banda como del coeficiente de friccion estatica 
/a* y puesto que fx s . es el mismo para ambas poleas, el deslizamiento ocurrird 
primero en la polea B, para la cual /3 es menor. 


Polea B. Con el uso de la ecuacion (8.14) con T 2 
■ 120° = 277-/3 rad, se escribe 


0.25{2tt/3> 


Polea A. Se dibuja el diagrama de cuerpo lib re de la polea A. El par 
M a se aplica a la polea por la maquina herramienta a la cual est& unida la 
polea y es igual v opuesto al momento torsional ejercido por la banda. Asf sc 
escribe 

= 0: M a - (600 lb)(8 in.) + (355.4 lb)(8 in.) = 0 

M a = 1 957 lb • in. \1 A = 163.1 lb • fl ◄ 


Nota. Se puede comprobar que la banda no se desliza sobre la polea 
A calculando el valor de ^ requerido para evitar el deslizamiento en A y ve- 
rificando que dste es menor que el valor real de ix s . A partir de la ecuacidn 
(8,13) se tiene que 


y, como ft = 240 ( 


RESOLU CIO N DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En la section anterior se aprendio acerca de la friction en bandas. Los problemas que se 
tendr&n que resolver incluyen bandas que pasan sobre tambores fijos, frenos de banda en 
los cuales el tambor gira mientras que la banda permanece fija y transmisiones de banda. 

J. Los problemas que involucran friccion en bandas pertenecen a ima de las dos ca- 
tegories siguientes: 

a) Problemas en los cuales el deslizamiento es inminente . En estos casos puede 
utilizarse una de las siguientes formulas que involucran al coefxciente de friccion estdtica /x t : 

In ^ = m,/3 (8.13) 

o 



h) Problemas en los que tja ocurre el deslizamiento . I,as formulas que deben uti- 
lizarse se pueden obtener a partir de las eeuaciones (8.13) y (8.14) reemplazando por el 
coefxciente de friccion cinetica jx*. 

2. Cuando se comience a resolver un problema de friccion en bandas, es necesario 
recorder lo siguiente: 

a) El angulo (1 debe estar expresado en radianes. En un problema que involuera 
una banda y un tambor, 6ste es el angulo subtendido en el arco del tambor sobre el cual 
esti enrollada la banda. 

b) La tension mas grande siempre se representa con T 2 y la tension mas pe- 
quena con TV 

c) 1m tension mas grande ocurre en el extremo de la banda que estd en la di- 
rection del movimiento, o del movimiento inminente de la banda con respecto al tambor. 
Tambi^n se puede determinar la direction de la tension mis larga recordando que la fuer- 
za de accidn en la banda y en la tension mis grande es siempre opuesta. 

3. En cada uno de los problemas que deberdn resolverse, tres de las cuatro canti- 
dades 7\, T 2 , |3 y /i, (o pf) seran proporcionadas como dato o se podrin encontrar ficil- 
mente y, entonces, se deberi resolver la ecuacion apropiada para encontrar la cuarta canti- 
dad. En esta seccidn se encontrarin dos tipos de problemas: 

a) Si el deslizamiento es inminente , se debe encontrar el valor de entre la 
banda xj el tambor: con base en los datos proporcionados, se determinan T\, T 2 y J3; en- 
tonces se sustituyen dichos valores en la ecuacidn (8.13) y se resuelve esta ultima para p, 
[problema resuelto 8.7, inciso a)]. Se sigue el mismo procedimiento para encontrar el valor 
minima de p, s para el cual no ocurrira el deslizamiento. 

b) Si el deslizamiento es inminente , se debe encontrar la magnitud de una fuer- 
za o de un par que estd aplicado a la banda o al tambor. Los datos proporcionados de- 
ben incluir p s y J3. Si tambi^n incluyen a T\ o T 2 se utiliza la ecuacidn (8.14) para encontrar 
el valor de la otra tension. Si no se conoce T\ ni T 2y pero se proporcionan otros datos, se uti- 
liza el diagrama de cuerpo libre del sistema constituido por la banda y el tambor para escribir 
una ecuacion de equilibrio que tendri que resolverse simultineamente con la ecuacidn (8.14) 
para determinar los valores de T\ o T 2 . Entonces se podri encontrar la magnitud de la fuerza 
o del par especificado a partir del diagrama de cuerpo libre del sistema. Se sigue el mismo 
procedimiento para determinar el valor mdximo de una fuerza o de un par que puede ser apli- 
cado a la banda o al tambor si el deslizamiento no debe ocurrir [problema resuelto 8.8], 
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Figura P8.102 y P8.103 



Figure P8.105 y P8.106 


8.101 Un cabo se enrolla do s vueltas completas alrededor de un bo- 
lardo. Al ejercer una fuerza de 320 N sobre el extremo lib re del cabo, un 
marinero puede resistir hasta 20 kN en el otro extremo del cabo. Determine 
a) el coeficiente de friccidn est&tica entrc el cabo y el bolardo, b) el numero 
de veces que debe enrollarse el cabo en el bolardo si se debe resistir una 
fuerza de 80 kN al ejercer los mismos 320 N. 

8. 102 Los bloques A v B se conectan por medio de un cable que pasa 
por e! soporte C como indica la figura. La friccidn entre los bloques v las su- 
perficies inclinadas se puede ignorar. Si el movimiento del bloque B hacia 
arriba de la superficie inclinada es inminente cuando m H = 8 kg, determine 
a) el coeficiente de friccion est&tica entre la cuerda y el soporte, b) el valor 
maximo de m B para el cual se mantiene el equilibrio. ( Sugerencia : Vea el 
problema 8.128.) 

8. 103 I>os bloques A v B se conectan median te un cable que pasa por 
el soporte C como indica la figura. La friccion entre los bloques y las super- 
ficies inclinadas se puede ignorar. Si el coeficiente de friccion estdtica entre 
la cuerda v el soporte es dc 0.50, determine el rango de valores de m B para 
los cuales se mantiene el equilibrio. (Sugerencia: Vea el problema 8.128.) 

8.104 En la figura se muestra un bloque de 120 kg sostenido median- 
te una cuerda que se encuentra enrollada 1 ^ veces alrededor de una barra ho- 
rizontal. Si el coeficiente de fried 6 n est&tica entre la cuerda y la barra es de 
0.15, determine el rango de valores de P para los cuales se mantiene el equi- 
librio. 



Figura P8.104 


8.105 Si el coeficiente de friccidn estdtica entre la cuerda v el tubo 
horizontal es de 0.25, y de 0.20 entre la cuerda y el tubo vertical, determine 
el rango de valores de P para los cuales se mantiene el equilibrio. 

8.106 Si el coeficiente de friccion est^tica entre la cuerda y el tubo 
horizontal es de 0.30, v el valor mfnimo de P para el cual se mantiene el equi- 
librio es de 20 lb, determine a) el valor m&rimo de P para el cual se mantiene 
el equilibrio, b) el coeficiente de friccidn est£tica entre la cuerda y el tubo 
vertical. 
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8.107 En la figura se muestra el soporte de un motor de peso W de 
175 lb el cual se utiliza para mantener tensa la banda motriz. Si el coeficien- 




te de fricci6n ,est£tica entre la banda plana y los tambores A y B es de 0.40, 
y sin tomar en cuenta el peso de la plataforma CD, determine el par maxi- 
mo que puede ser transmitido al tambor B cuando el tambor motriz A rota 
en el mismo sentido que las manecillas del reloj. 

8.108 Resuelva el problema 8.107 suponiendo que el tambor motriz 
A rota en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 

8.109 En la figura so muestra una lijadora port£til sobre cuyo tambor 
motriz B se aplica un par M B , con magnitud de 2.4 N • m, para mantener a 
la banda lijadora C movtendose a velocidad constante. La fuerza total hacia 
abajo ejercida sobre la pieza dc trabajo de madera E es de 48 N, y /a* = 0.10 
entre la banda y la plancha de lijado D. Si pt> = 0.35 entre la banda v el tam- 
bor motriz v los radios de los tambores A y B son de 25 mm, determine 
a) la tensi6n minima en la parte inferior de la banda si no debe ocurrir des- 
lizamiento entre esta v el tambor motriz, b) el valor del coeficiente de fric- 
tion cinetica entre la banda y la pieza de trabajo. 
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Figura P8.107 



Figura P8.109 


8.110 El aparato mostrado en la figura se utiliza para medir la salida de 
una turbina. Cuando el disco esta en reposo, la lecturade cada medidor de re- 
sorte es de 70 N. Si se debe aplicar un par de 12.60 N * m al disco para man- 
tenerlo rotando en el mismo sentido que las manecillas del reloj a velocidad 
constante, determine a) la lectura de cada medidor en ese momento, b) el coe- 
ficiente dc friccidn cinetica. Suponga que la longitud de la banda no cambia. 






8.111 El aparato mostrado en la figura se utiliza para medir la salida 
de una turbina. El coeficiente de friction cinetica es de 0.20 y la lectura de 
cada medidor de resorte es de 80 N cuando el disco estd en reposo. Deter- 
mine a) la lectura de cada medidor cuando el disco est3 rotando en el mis- 
mo sentido que las manecillas del reloj a velocidad constante, b) el par que 
debe aplicarse al disco. Suponga que la longitud de la banda no cambia. 
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Figura P8.112 



Figure P8.115 


8.112 El freno de banda mostrado en la figura se utiliza para contro- 
lar la velocidad de un tambor en rotaci6n. Determine la magnitud del par 
que debe aplicarse al tambor si el coeficiente de friccidn cin^tica entre la 
banda y el tambor es de 0.25 y el tambor est£ rotando en el mismo sentido 
que las manecillas del reloj a velocidad constante. 

8.113 El freno de banda diferencial mostrado en la figura se usa para 
controlar la velocidad del tambor, el cual rota a velocidad constante. Si el 
coeficiente de fricci6n cin^tica entre la banda y el tambor es de 0.30, y en 
este ultimo se aplica un par con magnitud de 125 lb • ft, determine la mag- 
nitud correspondiente de la fuerza P que se ejerce sobre el extremo D de la 
palanca cuando el tambor est i. rotando en un sentido a) similar al de las ma- 
necillas del reloj, b) opuesto al de las manecillas del reloj. 



Figure P8.11 3 y P8.114 


8.1 1 4 El freno de banda diferencial que se muestra en la figura sc usa 
para controlar la velocidad del tambor. Determine el valor mini mo del coe- 
ficiente de friccidn est&tica para el cual el freno es autobloqueante cuando 
el tambor rota en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 

8.115 El freno de tambor mostrado en la figura permite la rotaci6n 
del tambor en el mismo sentido que las manecillas del reloj, pero impide que 
rote en direccidn inversa. Si la tensidn maxima permitida en la banda es de 
4.5 kN, determine a) la magnitud del par m£ximo que se puede aplicar al 
tambor en un sentido inverse al de las manecillas del reloj, b) el valor mmi- 
mo del coeficiente de fricci6n est£tica entre la banda y el tambor para el cual 
el tambor no rotara en sentido inverse al de las manecillas del reloj. 



Figure P8.117 


8.1 1 6 En la figura se muestran los bloques A y C conectados por medio 
de una cuerda que pasa sobre el tambor B. Si el tambor rota lentamentc en 
el mismo sentido que las manecillas del reloj, y los coeficientes de friccidn 
en todas las superficies son /x, *= 0.30 y /x* = 0.20, determine la masa minima 
del bloque C para que el bloque A, a) pennanezea en reposo, b) comience a 
moverse hacia arriba del piano inclinado, c) continue su movimiento hacia arri- 
ba del piano inclinado a velocidad constante. 



Figure P8.116 


8.117 Una cuerda se coloca sobre dos cilindros de 100 mm de di&me- 
tro. Si los coeficientes de friccidn son = 0.30 y /x* = 0.25, determine la 
masa m maxima que puede elevarse cuando el cilindro B se rota lentamen- 
te y el cilindro A se mantiene fijo. 


Problemas 


8.118y8.120 Un cable que pasa por tres poleas de 2 in. de radio sos- 
tiene dos bloques como indican las figuras. Las poleas C y E estan bloquea- 
das para evitar su rotacidn, y los coeficientes de friccion entre el cable y las 
poleas son /i s . = 0.20 y fi k = 0.15. Determine el rango de valores de la ma- 
sa del bloque A para los cuales se mantiene el equilibrio si la polea D, a) es- 
ta bloqueada, b) puede rotar libremente. 




Figura P8.120 y P8.121 


8,119 y 8.121 Un cable que pasa por tres poleas de 2 in. de radio sos- 
tiene dos bloques como indican las figuras. Dos de las poleas estan bloquea- 
das para evitar su rotacidn, mientras que la tercera polea es rotada lentamen- 
te a velocidad constante. Si los coeficientes de friccion entre el cable y las 
poleas son ^ = 0.20 y (JL k = 0.15, determine el peso maximo \V A que puede 
ser levantado si la polea que gira a) es C, b) es E. 

8.122 En la figura se muestra una cinta de grabacidn que pasa sobre 
el tambor motriz B de 20 mm de radio y bajo el tambor inactivo C. Si los 
coeficientes de friccion entre la cinta y los tambores son fx s = 0.40 v 
fx k = 0.30, y el tambor C puede girar libremente, determine el valor mini- 
mo permisible de P para que la cinta y el tambor B no se deslicen entre si. 



Figura P8.122 


8.123 Resuelva el problema 8.122 suponiendo que el tambor inactivo 
C cstd fijo y no puede girar. 
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r = 160 mm 

Figura P8.124 


50 mm 


40 mm 


230 mm 



8.124 Para el freno de banda que muestra la figura, la tension maxi- 
ma permitida en cualquier banda es de 5.6 kN. Si el coeficiente de friccion 
est&tica entre la banda y el tambor de 160 mm de radio es de 0.25, determi- 
ne a) el momento maximo M 0 que se puede aplicar al tambor en el mismo 
sentido que las manecillas del reloj si no debe existir deslizamiento, b) la 
fuer/.a P correspondiente ejercida sob re el extremo E de la palanca. 

8.125 Resuelva el problema 8.124 suponiendo que el momento apli- 
cado al tambor tiene un sentido inverso al de las manecillas del reloj. 

8.126 La figura muestra una Have de correa, la cual es empleada para 
sujetar fuertemente el tubo sin danar la superficie extern a del mismo. Si el 
coeficiente de friccidn estatica es igual para todas las superficies de contacto, 
determine el valor mini mo do para el cual la Have se autobloqueard cuando 
a = 200 mm, r = 30 mm y 0 = 65°. 



Figura P8.126 


8.127 Resuelva el problema 8.126 suponiendo que 6 = 75°. 

8.128 Demuestre que las ecuaciones (8.13) y (8.14) son vdlidas para 
cualquier forma que tenga la superficie mostrada en la figura, siempre v 
cuando el coeficiente de friccion sea el mismo en todos los puntos dc con- 
tacto. 

8.129 Complete la derivation de la ecuacidn (8.15), la cual relaciona 
la torsidn presente en ambos extremos de una banda en V 

8.130 Resuelva el problema 8.107 suponiendo que la banda plana y 
los tarn bores se reemplazan con una banda en V y poleas tambien en V con 
a = 36°. (El angulo a se muestra en la figura 8.15a.) 

8.131 Las poleas A y B en V tienen diametros de 4 v 8 in., respecti- 
vamente, y estan conectadas mediante una banda en V para la cual a = 36°. 
La polea A esta montada sobre el eje de un motor electrico que desarrolla 
u n par M = 5 lb • ft, y la tension en la banda se controla por medio de un 
mecanismo que aplica una fuerza horizontal P al eje de la polea B. Si el coe- 
ficiente de friccion estatica e$ de 0.35, determine la magnitud de P cuando 
el par maximo se transmite a la polea B. 



REPASO Y RESUMEN 
DEL CAPITULO 8 


Este capftulo estuvn dedicado al estudio de hfriccion sec-a, esto 
es, a problemas que involucran cuerpos rfgidos que est&n en con- 
tacto a b largo de sitperficies que no esUm lubricadas. 



Flgura 8.16 




be haber desairoltado una 
Fuerza P (flgura 8.16). Cool 
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Friccibn estatica y cmetica 


Angulos de friccion 



Flgura 8.17 
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Problemas que involucran fricci6n 


Cuando se resuetven problemas de equilibrio que imohicren 
fncridn, se debe resordar que la magmhia F de ta tuera tk* irk- 
d6n es Igual a F m — srifo *t e/ cuerpo estd a punto de deslizar - 
se [seockSn 8.4]. Si el movimiento no « inmmente, F y N deben 
considerarse como inedgnitas independientes , las euales deben de- 



Figura 8.18 


terminarse a partir de las ecuadones de equilibrio (figura 8.18a). 
Tambi^n se debe comprobar que el valor de F requerido para man- 
tener el equilibrio no es mayor que F m ; si el valor de F llegara a 
ser mayor que F m , el cuerpo se moverfa y la magnitud de la fuer- 
za de fricci6n serfa F* * /ll*N [problems resueho 8.1]. Por otra par- 
te, si se sabe que el movimiento es inminente , F ba alcanzado su 
valor m&dmo F m =* y^N (figure 8.18b) y la expresi&t anterior pue- 
de sustituirse en lugar de F en las ecuadone* de equilibrio [pro- 
blema resuelfco 8.3]. Cuaado sdlo estfin invdueredas tres fuerzas 
en un efiag raaaa de cuerpo libre, incluyendo la reaooi6n R de la 
perficie en contacfco con el cuerpo, es convenkente resolver el 
problema con un tri&ngulo de fuerzas [problema resue Ito 8.2]. 

Cuando un problema involucre el an&lisis de las. fuerzas ejer- 
ddas entre sf por dos cuerpos A y B, es importance mostrar las 
fuerzas de friccirin eon su s sentidos eorrectos. Por ejemplo, et sen- 
tido correct© para U fuerza de friecidn ejercida por 8 sobre A es 
opuesto d sentkJo del modmiento relative (o mavi mieato mou- 
nente) de A con respecto a B [figure 8.6]. 


Cunas y tornillos 



2 wr 


En la segunda parte del capftulo se considera cierto stimero 
de aplicackvnes espetfficas de mgemeria en las euales la frtex£6n 
seca juega un papal importante. En el caso de cunas, las euales son 
m Aquinas simples que se udlizan para levantar cargas pesadas [sec- 
ek!m 8,5], se dibujaroa dos o m4s diagramas de cuerpo Ubre y se 
tuvo cuidado de mostrar eada fueza de frieci6n con su seatido oo- 
rrecto [problema resuelto 8.4]. El an&lisis de tomUlos de rosea 
cusdrada , los euales se utiHzan cob frecueada en gates, prefisas y 
otros mecamsmos, se redujo al andisis de un btoque que se desfeza 
sobre un piano indinado al desennjllar ht rosea del tomiilo y 
roostrarla como uaa llnea recta [seccfcte 3-6]. Lo anterior se hace 
nuevamente en la figure &19, donde r lopresenta el radfo prome- 
cbo de la rosea, Le&d aomce del tomtBo, esto es, la (festanraa a 
trav^s de la cua l awaaza el torafio en una vueka, Wes b esuga y 
Qr es igual al momenta torstend ejorudo sobre el iondfio. Se 
senald que en el caso de torn iS os de mca miltiple, el avasoe L 
del tomilio no es igual a su paso, el cud es la distancia medida en- 
tre dos roscas conseCutivas. 


Figura 8.19 



Repaso y resumen del capttulo 8 



en ruedas v la resistencia a la rodadura [seccibn 8.9] y \%fricct6n en 
band at (seccidn 8.10]. 

Al resolver problemas que involucran a una banda plane que 
pasa sobre un cilindro fijo. es importante determinar prime ro la 
direcddn en la que se desliza o estd a punto de desbzarse la banda. 
Si el tambor estA eirandb, d moviiniento o d movindento mrra- 



Flgura B.20 


ddaa por el tambor sobre la banda estarin d ii i j pdas hada la 
izquierda y la temhfe set* min grande en la poretdn del lado dere* 
cho de la banda que en la porcton del lado izquiendo de la misma. 
Representando a la tension min grande con T 2 , a la tensidn mis 
pequefia cofi Ti, al coefidente de fifie ddri esfeiric a con p^, y al to- 
gulo (en radfaBiSs) tab&ftd&b por la banda con 0, en h seed 6n 
8.10 se derivator! las sterieiifes formulas 

. Tj_ . . 

Jn *n. ~ . ... . bji ;.(843il- 



ZrTir Z'Ktf] 

*» (8.14) 

r > v afofe 'ife -$*£.:>' k>. ; 33gj 

resolver los problemas resueltos 8.7 y 
se desliza sobre d tambor, se puede 

i estibca 


las cuales 
8.8. Si reaharinto 
reemt 


P, por el eoefldente de friccidn dnd ica pu 
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Problemas de repaso 





Figure P8.132 



Figure P8.134 


B 



Figure P8.135 


8.132 Determine si el bloque mostrado en la figura est£ en equilibrio, 
y encuentre la magnitud y direcci6n de la fuerza de fricci6n cuando 0 = 30° 
y P = 200 N. 

8.133 Considere s6lo valores de 0 menores a 90° para determinar el 
valor mfnimo requerido por 0 para que el bloque comience a moverse hacia 
la derecha cuando a) m = 30 kg, b) m = 40 kg. 


Ms = 0-25 



Figura P8.133 

8.134 Los coeficientes de fricci6n presentes entre todas las superfi- 
cies de contacto son = 0.40 y Mk = 0.30. Determine la fuerza P requeri- 
da para que el bloque de 60 lb comience a moverse cuando el cable AB, 
a) se une como indica la figura, b) se retira. 

8.1 35 La escalera AB de 19.5 ft de longitud se apoya sobre la pared que 
muestra la figura. Si el coeficiente de friccidn est&tica fx s en A y en B e$ igual, 
determine el valor mfnimo de para el cual se mantiene el equilibrio. 

8.136 Una ventana corrediza con 4 kg de masa se sostiene normal- 
mente mediante dos bandas de 2 kg. Si la ventana permanece abierta des- 
pu6$ que una de las bandas se rompe, determine el valor mfnimo posible del 
coeficiente de friccidn est£tica. (Suponga que las bandas son ligeramente m&s 
pequenas que el marco y que s6lo estin atadas en los puntos A y D.) 



Figura P8.136 
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8.1 37 Un collarfn B de peso W est£ unido al resorte AB y puede mo- 
verse libremente a lo largo de la barra mostrada en la figura. La constante 
del resorte es de 1.5 kN/m y 6ste se encuentra sin deformar cuando 0 = 0. 
Si el coeficiente de friccidn estdtica entre la barra y el collarin es de 0.40, 
determine el rango de valores de W para los cuales el sistema se mantiene 
en equilibrio cuando a) 6 = 20°, b) 0 = 30°. 

8. 138 En la figura se muestran dos barras delgadas de peso insignifi- 
cante unidas mediante un pemo colocado en C y conectadas a los bloques 
A y B, los cuales tienen un peso W cada uno. Si 6 = 70° y el coeficiente de 
friccion est&tiea entre los bloques y la superficie horizontal es de 0.30, de- 
termine el valor m&timo de P para el cual se mantiene el equilibrio. 


8.139 En la figura se muestra un bloque A que sostiene una columna 
tubular y esta apovado sobre la cuna B. Si el coeficiente de friccidn est&tica 
en todas las superficies de contacto es de 0.25 y 6 = 45°, determine la fuer- 
za minima P requerida para levantar el bloque A. 


8.140 En la figura se muestran dos barras fijas Ay B cuyos extremos 
fueron manufacturados con forma de tomillo de rosea sencilla de 0.3 in., de 
radio medio y paso de 0.1 in. La barra A tiene rosea derecha mientras que 
la barra B tiene rosea izquierda. El coeficiente de friccidn est&tica entre las 
barras y la manga roscada es de 0.12. Determine la magnitud del par que 
debe aplicarse en la manga para que las dos barras se unan. 



Figura P8.137 



Figura P8.138 



Figura P8.139 



A 


B 




Figura P8.140 
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8.141 Una polea de 120 mm de radio y masa de 5 kg se fija a un eje 
de 30 mm de radio que se ajusta holgadamente al cojinete fijo mostrado en 
la figura. Se observa que la polea comenzara a rotar si se agrega una masa 
de 0.5 kg al bloque A. Determine el coeficiente de friccidn estatica presen- 
te entre el eje v el cojinete. 



Figura P8.141 


8.142 La figura muestra una banda empleada para controlar la velo- 
cidad del volante. Determine la magnitud del par que debe aplicarse al vo- 
lante si el coeficiente de fried 6n cin^tica entre la banda v el volante es de 
0.25 y este rota con velocidad constante en el mismo sentido que las mane- 
cillas del reloj. Adem&s, demuestre que se obtendria el mismo resultado 
si el volante rotara en sentido contrario al movimiento de las manecillas del 
reloj. 


4 in. 



8.143 La cubeta A y el bloque C mostrados en la figura se conectan 
median te un cable que pasa sobre el tambor C. Si el tambor rota lentamente 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj v los coeficientes de fric- 
ci<5n en todas las superficies son = 0.35 v pi* = 0.25, determine el peso 
minimo combinado W de la cubeta y su contenido para que el bloque C, 
a) permanezea en reposo, b) comience a moverse hacia arriba del piano in- 
clinado, c) continue su movimiento hacia arriba del piano inclinado con ve- 
locidad constante. 



Figura P8.143 


Problemas de computadora 


8. Cl En la figura se muestran dos bloques conectados ontre si me- 
dian te un cable. Si el coeficiente de friccidn estatica entre el bloque A y la 
superficie horizontal varia entre 0 y 0.6, determine los valores de 0 para los 
cuales el movimiento es inminente y grafique estos valores como nna fun- 
ci6n del coeficiente de fricci6n est&tica. 

8.C2 En la llgura se muestra una barra delgada AB de longitud / = 15 
in., que esta unida a un collarin en A y descan sa sobre una rueda a una dis- 
tancia vertical a = 2.5 in., medida desde la barra horizontal sobre la que se 
desliza el collarin. Sin tomar en cuenta la friccidn en C, utilice un programa 
de cdmputo para detenninar el rango de valores de la magnitud de Q para 
los cuales se mantiene el equilibrio. Grafique los valores mfoinio y mini mo 
de Q como funciones del coeficiente de friction estdtica para 0.10 < f±, < 
0.55 cuando P = 15 lb y 0 — 20°. 


100 lb 



HO Hi 

Figura P8.C1 



8.C3 Un soporte inclinado que se mantiene en la posicirin mostrada 
en la figura sostiene los bloques Ay B. Si la masa del bloque A es do 10 kg 
y el coeficiente de friccidn est&tica entre todas las superficies en contacto es 
de 0.15, utilice un programa computacional para determinar el valor de 6 
para el cual el movimiento es inminente, considere que la masa del bloque 
B varia desde 0 hasta 50 kg y use incrementos de 5 kg. 



r 


Figura P8.C3 
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8.C4 La posid6n de la barra AB de 20 lb se controla mediante el blo- 
que de 4 lb que se desplaza lentamente hacia la izquierda al aplicarle la fuer- 
za P mostrada en la figura. Si el coeficiente de fricci6n cindtica presente 
entre todas las superficies en contacto es de 0.25, utilice un programa compu- 
tational para graficar la magnitud P de la fuerza como una funcidn de x para 
valores que van desde 45 hasta 5 in. Determine el valor maximo de P y el va- 
lor correspondiente de x. 



8.C5 El cilindro C de 0.6 lb se apoya sobre el cilindro D como indica 
la figura. Si el coeficiente de friccidn estdtica fi s tiene el mismo valor en A y 
B, utilice un programa computacional para determinar el valor maximo del 
par M que debe aplicarse al cilindro D, en sentido contrario al de las mane- 
cillas del reloj, para que dicho cilindro no rote. Considere valores de fi s desde 
0 hasta 0.40 en incrementos de 0.05. 



8.C6 Dos curias identicas de masa insign ificante se usan para mover y 
poner en posicidn un bloque de 200 kg, como indica la figura. Si el coefi- 
ciente de friccidn estatica fx s es el mismo entre todas las superficies de con- 
tacto, grafique la magnitud de la fuerza P, para la cual el movimiento del 
bloque es inminente, como una funcidn de para 0.2 ^ ^0.8 cuando 

a) 0 = 8°, b) 6 = 10°, c) 0 = 12° 



Figura P8.C6 
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8.C7 El eje de la polea que muestra la figura est 4 fijo y no puede ro- 
tar respecto al bloque. Si el coeficiente de fricci6n estltdca entre el cable 
ABCD y la polea varfa desde 0 hasta 0.55, determine a) los valores corres- 
pondientes de 0 para los cuales el sistema se mantiene en equilibrio, b) las 
reacdones correspondientes en A y D, y c) grafique los valores de 0 como 
una funci6n del coeficiente de fricci6n. 



8.C8 Un cable pasa alrededor de dos poleas de 50 mm de radio cada 
una y sostiene dos bloques como indica la figura. La polea B s6lo puede ro- 
tar en el mismo sentido que las manedllas del reloj, y la polea C gira unica- 
mente en el sentido in verso. Si el coefidente de friccidn estdtica entre el ca- 
ble y las poleas es de 0.25, grafique los valores m£ximo y minimo de la masa 
del bloque D, para los cuales se mantiene el equilibrio, como una funddn 
de 0 para 15° s 0 ^ 40°. 



8.C9 En la figura se muestra una banda plana utilizada para transmi- 
tir un momento de torsidn desde el tambor A hasta el tambor B f los cuales 
tienen radio de 4 in., cada uno. El sistema se equipa con una rueda inactiva C 
que se emplea para incrementar el contacto entre la banda y los tambores. La 
tensidn permisible en la banda es de 50 lb, y el coefidente de fricci6n estdtica 
entre la banda y los tambores es de 0.30. Usando un programa computadonal, 
calcule y grafique el momento de torsi6n mdximo que puede ser transmitido 
como una funci6n de 6 para 30°. 



Figura P8.C9 
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FUERZAS DISTRIBUIDAS: 
MOMENTOS DE INERCIA 

9.1 Introduccton 

Momentos de inercia de Areas 

9.2 Segundo momenta, o momento 
da inercia, de un area 

9.3 Determinactan de! momenta de 
inercia de un Area por Integraoton 

9.4 Momento polar da inercia 

9.5 Radio de giro de un Area 

9.6 Teorema de ios ejes paraieios o 
teorema de Steiner 

9.7 Momentos de inercia de Areas 
compuestas 

9.8 Producto de inercia 

9.9 Ejes prlndpales y momentos 
principles de inercia 

9.10 Cfrculo de Mohr para momentos 
y productos de inercia 
Momentos de Inercia de masas 

9.11 Momento de Inercia de una mass 

9.12 Teorema de ios ejes paraieios 

9.13 Momentos de inercia de placas 
delgadas 

9.14 Deteimmacton del momenta 
de inercia de un cuerpo 
tridimensional por intsgmcidn 

9.15 Momentos de inercia de cuerpos 
compuestos 

9.16 Momento de inercia de un cuerpo 
con respeeto a un eje arbrtrario 
que pasa por e! punto O. 
Productqe cle inercia cte masa 

9.17 Elipsoide de Inercia. Ejes 
principles de inercia 

9.18 Determlnacidn de ios ejes 
y Ios momentos principals 
de inercia de un cuerpo de 
forma arteftraria 


9.1. INTRODUCCION 

En el capitulo 5 se analizaron varios sistemas de fuerzas que estaban dis- 
tribuidas sobre un Area o volumen. Los tres tdpos principales de fuerzas 
que se consideraron fueron: 1) los pesos de placas homogeneas de espe- 
sor uniforme (secciones 5.3 a la 5.6), 2) las cargas distribuidas que actuan 
sobre vigas (seccidn 5.8) y las fuerzas hidrostaticas (seccion 5.9) y 3) los 
pesos de cuerpos tridimensionales homogeneos (secciones 5.10 y 5.11). 
En el caso de placas homogeneas, la magnitud AW del peso de un ele- 
mento de una placa fue proporcional al area A A de dicho elemento. Para 
las cargas distribuidas que actuaban sobre vigas, la magnitud AW de cada 
peso elemental fue representado con un elemento de area A A = AW ba- 
jo la curva de carga; por otra parte, en el caso de fuerzas hidrostaticas que 
actuaban sobre superficies rectangulares sumergidas, se sigui6 un proce- 
dimiento similar. En el caso de cuerpos tridimensionales homogeneos, la 
magnitud AW del peso de un elemento del cuerpo era proporcional al vo- 
lumen AV de dicho elemento. Por tanto, en todos los casos que se consi- 
deraron en el capitulo 5, las fuerzas distribuidas eran proporcionales a las 
areas o a los volumenes elementales asociados con £stas. Por consiguien- 
te, la resultante de dichas fuerzas se podia obtener con la suma de las areas 
o los volumenes correspondientes y el momento de la resultante con res- 
pecto a cualquier eje dado se podia determinar al calcular los primeros 
momentos de las Areas o de los volumenes con respeeto a dicho eje. 

En la primera parte del presente capitulo se estudian fuerzas distri- 
buidas AF cuyas magnitudes no s6lo dependen de los elementos de Area 
A A sobre los cuales actuan estas, sino que tambien dependen de la dis- 
tancia que hay desde A A hasta algun eje dado. En forma mAs precisa, se 
supone que la magnitud de la fuerza por unidad de Area AF/AA varia li- 
nealmente con la distancia al eje bajo consideracidn. Como se seriala en 
la siguiente seccion, las fuerzas de este tipo se presentan en el estudio 
de la flexidn de vigas y en problemas que involucran superficies sumer- 
gidas que no son rectangulares. Si las fuerzas elementales involucradas 
estan distribuidas sobre un Area A y varfan linealmente con la distancia 
y al eje x, se demostrara que mientras que la magnitud de su resultante 
R depende del primer momento Q x = / y dA del Area A, la ubicacidn 
del punto donde se aplica R depende del segundo momento, o momen- 
to de inercia, I x = / y 2 dA de la misma area con respeeto al eje x. Se 
aprenderA a calcular los momentos de inercia de diversas areas con res- 
pecto a ejes xyy dados. Ademas, en la primera parte de este capitulo se 
introduce el momento polar de inercia Jo m / “ dA de un Area, donde 
r es la distancia desde el elemento de Area dA hasta el punto O. Para fa- 
cilitar los calculos, se establecera una relacion entre el momento de iner- 
cia I x de un Area A con respeeto a un eje x dado y el momento de iner- 
cia I x < de la misma Area con respeeto al eje centroidal paralelo x ' (teore- 
ma de los ejes paraieios). Tambien se estudiarA la transform acidn de los 
momentos de inercia de un Area dada cuando se rotan los ejes coorde- 
nados (secciones 9.9 y 9. 10). 

En la segunda parte del capitulo se aprenderA edmo determinar Ios 
momentos de inercia de varias masas con respeeto a un eje dado. Como 
se vera en la seccton 9.11, el momento de inercia de una masa dada con 
respeeto a un eje AA' se define como I = / r 2 dm, donde r es la distan- 
cia desde el eje AA' hasta el elemento de masa dm. Los momentos de 
inercia de masas se encuentran en la dinAmica en problemas que involu- 
cran la rotation de un cuerpo rigido alrededor de un eje. Para facilitar el 
cAlcuIo del momento de inercia de masa, se introducira el teorema de los 
ejes paraieios (seccion 9.12). Por ultimo, se aprenderA a analizar la trans- 
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formation de momentos de inertia de masa s cuando se rotan los ejes 
coordenados (secciones 9.16 a la 9.18). 
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de inercia, de un area 


MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS 


9.2. SEGUNDO MOMENTO, O MOMENTO DE INERCIA, 
DE UN AREA 


En la primera parte de este capitulo se estudian fuerzas distribuidas 
AF cuyas magnitudes A F son proporcionales a los elementos de 4rea 
A A sobre los cuales actuan dichas fuerzas y, que al mismo tiempo, varian 
linealmente con la distancia que hay desde A A hasta un eje dado. 

Por ejemplo, considerese una viga de section transversal uniforme, 
la cual esta sometida a dos pares iguales y opuestos que estdn aplica- 
dos en cada uno de los extremos de la viga. Se dice que una viga en 
esta s condiciones est£ en flexion pura y en la mecanica de materiales 
se demuestra que las fuerzas intemas en cualquier seccidn de la viga 
son fuerzas distribuidas cuyas magnitudes A F = ky A A varian lineal- 
mente con la distancia y que hay entre el elemento de area A A y un 
eje que pasa a t raves del centroide de la section. Dicho eje, represen- 
tado por el eje x en la figura 9.1, se conoce como el eje neutro de la 
section. Las fuerzas en un lado del eje neutro son fuerzas de compre- 
sion, mientras que las fuerzas en el otro lado son fuerzas de tension; 
sobre el propio eje neutro las fuerzas son iguales a cero. 

La magnitud de la resultante R de las fuerzas elementales AF que 
actuan sobre toda la section es 

R — j ky dA = k J y dA 

La ultima integral obtenida se conoce como el primer momento Q x de 
la secci6n con respecto al eje x; dsta es igual a yA y, por tanto, es igual 
a cero puesto que el centroide de la secci6n est& ubicado sobre el eje 
x. Por consiguiente, el sistema de fuerzas AF se reduce a un par. La 
magnitud M de dicho par (momento flector) debe ser igual a la suma 
de los momentos A M x = y AF = ky 2 A A de las fuerzas elementales. Al 
integrar sobre toda la secci6n se obtiene 

M = J ky 2 dA = k j y 2 dA 

La ultima integral se conoce como el segundo momento , o momento de 
inercia / de la secci6n de la viga con respecto al eje x y se representa con 
l x . Este se obtiene con la multiplication de cada elemento de £rea dA 
por el cuadrado de m distancia desde el eje x e integrandolo sobre la 
seccidn de la viga. Como cada producto y 2 dA es positivo, sin importar 
el signo de y , o cero (si y es cero), la integral I x siempre serA positiva. 

Otro ejemplo de un segundo momento o momento de inercia de un 
area lo proporciona el siguiente problema de hidrostitica: una eompuer- 
ta circular vertical utilizada para cerrar el escurridero de un deposito 
grande esta sumergida bajo el agua, como se muestra en la figura 9.2. 
^Cual es la resultante de las fuerzas ejercidas por el agua sobre la com- 
puerta y cual es el momento de la resultante con respecto a la lmea de 
intersection del piano de la compuerta y la superficie del agua (eje x)? 



Figura 9.1 



Figura 9.2 


f El t^rmino segundo motnento es mds apropiado que el t£rmino momento de inercia 
puesto que, por l6gica, este ultimo s6lo deberfa utilizarse para denotar integrales de masa 
(v<5asc seccitfn 9.11). Sin embargo, en la pr&ctica de la ingenierfa se utiliza el t£rinirio 
momenta de inercia para referirsc tanto a areas como a inasas. 


i 
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dl x = tj 2 dA dly = x 2 dA 


Si la compuerta fuera rectangular, la resultante de las fuerzas de 
presidn se podrfa determinar a partir de la curva de presi6n, como se 
hizo en la secci6n 5.9. Sin embargo, puesto que la compuerta es circu- 
lar, se debe utilizar un m£todo m&s general. Representando con y la 
profundidad de un elemento de area AA y con y el peso especifico del 
agua, la presidn en el elemento es p = yy y la magnitud de la fuerza 
elemental ejercida sobre A A es AF = p A A = yy A A. Por tanto, la mag- 
nitud de la resultante de las fuerzas eleinentales es 

fi = / yy dA = y j y dA 

y se puede obtener calculando el primer momento Q x = / y dA del 
&rea de la compuerta con respecto al eje x. El momento M x de la re- 
sultante debe ser igual a la suma de los momentos A M x = y AF = yy 2 
A A de las fuerzas elementales. Al integrar sobre el area de la compuer- 
ta, se tiene que 

M * = j yy 2 dA = y j y 2 dA 

Aqui la integral obtenida representa el segundo momento o momento 
de inercia l x del area con respecto al eje x. 

9.3. DETERMINACION DEL MOMENTO DE INERCIA 
DE UN AREA POR INTEGRACION 

En la seccion anterior se defmid el segundo momento o momento de 
inercia de un 6rea A con respecto a] eje x, Defmiendo de forma simi- 
lar el momento de inercia I y del 6rea A con respecto al eje y y se escri- 
be (figura 9,3a ) 


l x = \y 2 dA = J x 2 dA (9.1) 

Estas integrales, conocidas como los momentos rectangulares de iner- 
cia del irea A, se pueden evaluar con facilidad si se selecciona a dA 
como una tira delgada paralela a uno de los ejes coordenados. Para cal- 
cular 1 X) la tira se selecciona paralela al eje x, de manera que todos los 
puntos de dicha tira esten a la misma distancia y del eje x (figura 9.3 /?)• 
entonces, se obtiene el momento de inercia dl x de la tira multiplican- 
do su 4rea dA por y 2 . Para calcular la tira se selecciona paralela al 
eje y de forma que todos los puntos de dicha tira est£n a la misma dis- 
tancia x del eje y (figura 9.3c); asf, el momento de inercia dl y de la ti- 
ra es x 2 dA. 


y 


V 




Figura 9.3 


a) 


dl x - y 2 dA 
h ) 
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Momenta de inercia de un area rectangular. Como un ejem- 
plo, se procederl a determinar el memento de inercia de un rect&ngu- 
lo con respecto a su base (figura 9.4). Dividiendo el rectangulo en ti- 
ras paralelas al eje x, se obtiene 

dA = b dy dl x = y 2 b dy 



Calculo de l x e \ y con el uso de las mismas tiras elementa- 
les. La fdrmula que se acaba de derivar se puede utilizar para deter- 
minar el momento de inercia dl x con respecto al eje x de una tira rec- 
tangular que es paralela al eje y , como la tira mostrada en la figura 9.3c. 
Estableciendo b — dx v h = y en la formula (9.2), se escribe 

dl x = jy 3 dx 


y 



h 

dA*b+ 

i 

J., 


V 

♦ 

\dy 


b 

X 


Figura 9.4 


Por otra parte, se tiene que 


dl y = x 2 dA = x 2 y dx 


Por tanto, se puede utilizar el mismo elemento para calcular los mo- 
mentos de inercia l x e l y de un area dada (figura 9.5a). Los resultados 
an&logos para el £rea de la figura 9.3k se muestran en la figura 9.5 b. 



Figura 9.5 


9.4. MOMENTO POLAR DE INERCIA 

Una integral muy importante en los problemas relacionados con la tor- 
si6n de flechas cilmdricas y en los problemas relacionados con la rota- 
ci6n de placas es la siguiente 

Jo = fr*dA (9.3) 

donde r es la distancia desde O hasta el area elemental dA (figura 9.6). 

Esta integral es el momento polar de inercia del area A con respecto Figura 9.6 
al “polo” O. 

El momento polar de inercia de un area dada puede calcularse a 
partir de los momentos rectangulares de inercia l x e l y del area, si di- 
chas cantidades ya son conocidas. De hecho, si se observa que r 2 = x 2 
+ y 2 , se puede escribir 

Jo = Jr 2 dA — J ( x 2 + y 2 ) dA — J y 2 dA 4- j x 2 dA 
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esto es, 


Jo ~ I* + Iy 


(9.4) 




Figure 9.7 


9.5. RADIO DE GIRO DE UN AREA 


Considere un area A que tiene un momenta de inercia I x con respec- 
to al eje x (figura 9.7a). Imagine que se ha concentrado esta £rea en 
una tira delgada paralela al eje x (figura 9.7 h). Si el area A, concentra- 
da de esta forma, debe tener el mismo momenta de inercia con res- 
pecto a 1 eje x , la tira debe ser colocada a una distancia k x desde el eje 
x , donde k x esta definida por la relacidn 


L = krA 

Al resolver para k x , se escribe 



Se hace referenda a la distancia k x como el radio de giro del area con 
respecto al eje x. En forma similar, se pueden definir los radios de giro 
k y y ko (figura 9.7c y d); asi se escribe 


Iy = k^A ky = (9.6) 

Jo = k%A k 0 = Jlf (9.7) 


Si se reescribe la ecuacion (9.4) en terminos de los radios de giro, se 
encuentra que 


k% = k? + 


% 


(9.8) 


Ejempfo. Para el rectangulo mostrado en la figura 9.8, se calcula el 
radio de giro k x con respecto a su base. Con las formulas (9.5) y (9.2), se es- 
cribe 


k 


2 _ 



3 


K = 


h 

V3 


En la figura 9.8 se muestra el radio de giro k x del rectangulo. El radio de gi- 
ro no debe confundirse con la ordenada y = h/2 del centroide del £rea. Mien- 
tras k x depende del segundo rnornento o momenta de inercia del £rea la orde- 
nada y esta relacionada con el primer momento del drea. 



Figure 9.8 






PROBLEMA RESUELTO 9.2 


a) Determine el momento polar centroidal de inercia de un area circular por 
integracibn directa; b) utilice el resultado del inciso a) y determine el mo- 
mento de inercia de un area circular con respecto a uno de sus di&metros. 


soluci6n 



a) Momento polar de inercia. Se selecciona dA como un elemento 
anular diferencial de drea. Como todas las porciones del &rea diferencial es- 
tdn a la misma distancia desde el origen, se escribe 


djo * u 2 dA dA = 27 tu du 

Jo = I djo — I w 2 (2ttw du) — 277 I u 3 du 

* •'0 


b) Momento de inercia con respecto a un diametro. Debido a la 
simetria del area circidar, se tiene que I x * I y . Entonces, se escribe 


am 


/ = fcr* 


PROBLEMA RESUELTO 9.3 


a) Determine el momento de inercia con respecto a cada uno de los ejes 
coordenados correspondientes al drea sombreada que se muestra en la figu- 
ra (las propiedades de esta drea fueron consideradas en el problema resuel- 
to 5.4), b ) utilice los resultados del inciso a) y determine el radio de giro del 
drea sombreada con respecto de cada uno de los ejes coordenados. 


SOLUCION 


Haciendo referenda al problema resuelto 5.4, se obtienen las siguientes ex- 
presion es para la ecuacion de la curva y para el drea total: 

y = A = \ab 


Momento de incrcia l x . Se selecciona dA como un elemento dife- ww 
rencial vertical de drea. Como todas las porciones de este elemento no estdn 
a la misma distancia desde el eje x, se debe tratar al elemento como un rec- ' ** 
tangulo delgado. Entonces. el momento de inercia del elemento con respec- 
to al eje x es 

dh = h 3(k = -|^x 2 j dx = \ dx 


h = I dl, = I ^ ^x* dx = 
* •’o J a 


'o 3 


1 fo 3 x 7 


3 a 6 7 




ah' 


2.1 


Momento dc inercia l y . Se utiliza el mismo elemento diferencial ver- 
tical de drea. Como todas las porciones del elemento estdn a la misma dis- 
tancia desde el eje y, se escribe 


dlu = x 2 dA = x 2 (y dx) — x 2 j - - v | dx = -^x 4 dx 

I y = [ dL = ( -^x 4 dx = 

J * J o a 


<rb 


5 


Radios de giro k x y k, r Por definition, se tiene que 


, 2 _ h = afc : V21 = b?_ 

* A ab/3 7 


a' J fo/5 


y A abj 3 


_ 3 2 


C (L 


k,j Y* rj 





RESOL UCIO N DE PROBLEM AS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


El propdsito de esta leccidn fue introducir los momentos rectangulares y polares de inercia de 
areas y los radios de giro correspondientes. A pesar de que los problemas propuestos que se 
deben resolver pueden parecer m£s apropiados para una clase de c£lculo que para una de me- 
cdnica, se espera que los eomentarios heehos en la introduced hayan convencido al lector 
de la relevancia de los momentos de inercia para el estudio de diversos temas de ingenieria. 

1. Calculo de los momentos rectangulares de inercia l x e I t/ . Estas cantidades se 
definieron como 

l x = ft/ 2 dA l y - jx 2 dA (9.1) 

donde dA es un elemento diferencial de area dx dy. Los momentos de inercia son los se- 
gundos momentos de un area ; es por esta razon que Z r , por ejemplo, depende de la distan- 
cia perpendicular y al area dA. Conforme se estudie la seccidn 9.3, se debe recon ocer la im- 
portancia de definir con cuidado la forma via orient acion de dA. M&s aun, se deben observar 
los siguientes puntos: 

a) Los momentos de inercia de la mayoria de las areas se pueden obtener por 
medio de una sola integration . Las expresiones proporcionadas en las figuras 9.3b y c y 
en la figura 9.5 se pueden utilizar para calcular l x e I tJ . Sin importar si se realiza una sola 
integracidn o una integraci6n doble, siempre se debe mostrar en el croquis el elemento dA 
que se ha seleccionado. 

b) El momenta de inercia de un area siempre es positivo, sin importar la ubica- 
cion del &rea con respecto a los ejes coordenados. Esto se debe a que el momento de iner- 
cia se obtiene integrando el producto de dA y el cuadrado de una distancia. (Obs^rvese co- 
mo lo anterior difiere de los resultados para el primer momento del 4rea.) S6lo cuando un 
area se remueve (como en el caso de un agujero) su momento de inercia se uti lizard en los 
cilculos con un signo negativo. 

c) Como una comprobacion partial del trabajo realizado, observe que los momen- 
tos de inercia son iguales a un 4rea por el cuadrado de una longitud. Por tanto, cada t^rmino en 
la expresidn para un momento de inercia debe ser una longitud elevada a la cuarta potencia . 

2. Calculo del momento polar de inertia Jo- Jo se defmi6 como 

Jo = / r 2 dA (9.3) 

donde r 2 = x 2 + y 2 . Si el £rea dada posee simetria circular (como en el problema resuelto 
9.2), es posible expresar dA como una funci6n de r y calcular J Q con una sola integracidn. 
Cuando el drea no posee simetria circular, es mas facil calcular primero I x e l y y, entonces, de- 
terminar Jo a partir de la siguiente expresi6n 

Jo = lx + ly (9.4) 

Por ultimo, si la ecuacidn de la curva que acota al area dada est& expresada en coordenadas 
polares, entonces dA = r dr dO y se requiere una integracidn doble para calcular la integral 
para J a [v^ase el problema propuesto 9.27]. 

3. Determinatidn de los radios de giro k x y k lf y del radio polar de giro k () . Estas 
cantidades se definieron en la seccion 9.5 y se debe observar que s6lo pueden determinar- 
se una vez que se han calculado el area y los momentos de inercia apropiados. Es impor- 
tante recordiar que k x estd medido en la direcci6n de y mientras que k y estd medido en la 
direccidn de x; se debe estudiar con detalle la secci6n 9.5 hasta que se haya comprendido 
este punto. 
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Flgura P9.1 y P9.5 


9.1 a 9.4 Para el 3rea sombreada que muestra cada figura, determine 
por integracidn di recta el momento de inertia respecto al eje y. 

9.5 a 9.8 Para el 4rea sombreada que muestra cada figura, determine 
por integraci6n directa los momentos de inertia respecto al eje x. 



Flgura P9.2 y P9.6 


y 
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Flgura P9.3 y P9.7 
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Figura P9.9 y P9.12 


9.9 a 9.1 1 Para el Irea sombreada que muestra cada figura, determine 
por integraci6n directa el momento de inertia respecto al eje x. 

9.12 a 9.14 Para el area sombreada que muestra cada figura, deter- 
mine por integration directa los momentos de inertia respecto al eje y. 
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Figura P9.10 y P9.13 
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Flgura P9.11 y P9.14 
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9.15 y 9.1.6 Para el £re a sombreada que muestra cada figure deter- 
mine el momento de inercia y el radio de giro respecto al eje x. 




= K7 


a 

Flgura P9.16 y P9.18 


9.17 y 9.18 Para el area sombreada que muestra cada figura, deter- 
mine el momento de inercia y el radio de giro respecto al eje y. 

9.1 9 Para el drea sombreada que muestra la figura, determine el me- 
mento de inercia y el radio de giro respecto al eje x. 



9.20 Para el &rea sombreada que muestra la figura, determine el mo- 
in en to de inercia y el radio de giro respecto al eje y. 

9.21 Para el rectangulo mostrado en la figura, determine el momento 
polar de inercia v el radio de giro polar respecto al punto medio de uno de 
sus lados m&s a) largos, b) cortos. 

9.22 Para el &rea sombreada que muestra la figura, determine el mo- 
mento polar de inercia y el radio de giro polar respecto al punto P. 

9.23 y 9.24 Para el &rea sombreada que muestra la figura, determine 
el momento polar de inercia y el radio de giro polar respecto al punto P. 



~ t 
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Figura P9.21 



Figura P9.22 
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P 

Figura P9.24 


Figura P9.23 


to|^ 


484 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia 9.25 a) Determine por integraci6n directa el momento polar de iner- 

cia del area que muestra la figura respecto al punto O. h) Use el resultado 
del inciso a) para determinar los momentos de inercia del £rea dada respecto 
a los ejes x y y. 




9.26 a) Muestre que el radio de giro polar k Q del area que muestra la 
figura es aproximadamente igual al radio medio R m = (R i + R 2 )/2 para 
valores pequenos del espesor t = R 2 — R\ . b) Determine el porcentaje de 
error generado al utilizar R m en lugar de k 0 para los siguientes valores 
d 

9.27 Para el area sombreada que muestra la figura, determine el mo- 
mento polar de inercia y el radio de giro polar respecto al punto O. 

9.28 Para el tri&ngulo isosceles que muestra la figura, determine el 
momento polar de inercia y el radio de giro polar respecto al punto O. 



*9.29 Utilice el momento polar de inercia del tri&ngulo isosceles del pro- 
blema 9.28, y demuestre que el momento polar de inercia centroidal de un 
&rea circular de radio r es 7rr 4 /2. ( Sugerencia : A medida que el &rea de un 
cfrculo se divide en un numero creciente de sectores circulares del mis mo ta- 
mano, ^cual es la forma aproximada que debe tener cada sector circular?) 

*9.30 Demuestre que el momento polar de inercia centroidal de un 
&rea dada A no puede ser menor que A 2 /2tt. ( Sugerencia : Compare el mo- 
mento de inercia del &rea dada con el momento de inercia de un cfrculo que 
tenga la misma £rea y el mismo centroide.) 


9.6. TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS 
O TEOREMA DE STEINER 

Considere el momenta de inercia / de un area A con respecto a un eje 
AA f (figura 9.9). Si se representa con y la distancia desde un elemento 
de 4rea dA hasta AA', se escribe 

/ = J y 2 dA 

Ahora, se dibuja a trav^s del centroide C del area un eje BB ' que es 
paralelo a AA\ dicho eje es llamado eje centroidal. Representando con 
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y' la distancia desde el elemento dA hasta BB', se escribe y = y’ + d y 
donde d es la distancia entre los ejes AA' y BB\ Sustituyendo por y en 
la integral anterior, se escribe 

/ = | y 2 dA = J (*/' + d) 2 dA 
= J y' 2 dA + 2d J y dA 4- d 2 J dA 

La primera integral representa el momenta de inercia I del £rea con 
respecto al eje centroidal BB'. La segunda integral representa el pri- 
mer momenta del £rea con respecto a BB'; como el centroide C del 
area est£ localizado sobre dicho eje, la segunda integral debe ser igual 
a cero. Finalmente, se observa que la ultima integral es igual al area 
total A. Por tanto, se tiene 


I ~ f;+ Ad 2 (9.9) 

Esta fdrmula expresa que el momenta de inercia l de un &rea_con 
respecto a cualquier eje dado AA ' es igual al momento de inercia 1 del 
4rea con respecto a un eje centroidal BB ' que es paralelo a AA' mds 
el producto del area A y el cuadrado de la distancia d entre los dos 
ejes. Este teorema se conoce como el teorema de los ejes paralelos o 
teorema de Steiner. Sustituyendo k 2 A por I y k 2 A por /, el teorema 
tambi^n se puede expresar de la siguiente forma 

k 2 = k 2 + d 2 (9.10) 

Se puede utilizar un teorema similar para relacionar el momento 
polar de inercia Jo de un area, con respecto a un punto O, con el mo- 
mento polar de inercia /c, de la misma area con respecto a su centroi- 
de C. Denotando con d la distancia entre O y C, se escribe 

Jo =Jc + Ad 2 o ko = kc + d 2 


(9.11) 
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Ejempio 1. Como una aplicaci6n del teorema de los ejes parale- 
los, se procedera a determinar el rnomento de inercia I T de un area 
circular con respecto a una lmea tangente al circulo (figura 9.10). En 
el problema resuelto 9.2 se encontro que el rnomento de inercia dc 
un area circular con respecto a un eje centroidal es 7 = rr 4 . Por tan- 
to se puede escribir 

I T = 7 + Ad 2 = j7rr 4 4* (7 rr 2 )r 2 = \ir r 1 

Ejempio 2. El teorema de los ejes paralelos tambien se puede 
utilizar para determinar el rnomento centroidal de inercia de un area 
cuando se conoce el rnomento de inercia del area con respecto a un 
eje paralelo. Por ejempio, considere un area triangular (figura 9.11). 
En el problema resuelto 9.1 se encontro que el rnomento de inercia 
del triangulo con respecto a su base AA r es igual a jn bh 3 Con el teo- 
rema de los ejes paralelos, se escribe 

I\a> = Ibb' + Ad 2 

hr = W - Ad 2 = ±bh 3 - \bh(\hf = jskh* 

Es necesario resaltar que el producto Ad 2 fue restado del rnomento 
de inercia dado, con el fin de obtener el rnomento centroidal de iner- 
cia del triangulo. Observe que diclio producto se surna cuando se pa- 
sa de un eje centroidal a un eje paralelo, pero debe restarse cuando 
se pasa a un eje centroidal. En otras palabras, el rnomento de inercia 
de un 4rea siempre es menor en relacidn a un eje centroidal que con 
respecto a cualquier otro eje paralelo. 

En la figura 9.11 se observa que el rnomento de inercia del trian- 
gulo con respecto a la linea DD ' (la cual se ha dibujado a traves de 
un v^rtice del triangulo) se puede obtener escribiendo 

W = W + Ad' 2 = ighh* + \bh(lhf = \bh* 

Observe que l DD - no se habria podido obtener directamente a par- 
tir de El teorema de los ejes paralelos s6lo se puede aplicar si 
uno de los dos ejes paralelos pasa a traves del centroide del drea. 


9.7. MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS COMPUESTAS 



Fotografia 9.1 En la figura 9.13 se tabularon 
los datos de una pequena muestra de todas las 
formas de acero laminado que se encuentran con 
facilidad. En la fotografia se muestran dos 
ejemplos de vigas de patfn ancho que se usan 
en la construccidn de edificios. 


Un &rea compuesta A que esta constituida por varias dreas componen- 
tes Ai, A 2 ,A 3 , . . . Como la integral que representael rnomento de iner- 
cia de A puede subdividirse en integrales evaluadas sobre A ls A 2 , 
A3, . . . , el rnomento de inercia de A con respecto a un eje dado se ob- 
tiene sumando los momentos de las areas A 1# A 2 , A 3 , . . . con respecto 
al rnismo eje. Por tanto, el rnomento de inercia de un £rea que consta 
de varias de las formas comunes mostradas en la figura 9.12, se puede 
obtener con las fbrmulas proporcionadas en dicha figura. Sin embar- 
go, antes de sumar los momentos de inercia de las areas componentes, 
es posible que se tenga que utilizar el teorema de los ejes paralelos pa- 
ra pasar cada rnomento de inercia al eje deseado. Esto se muestra en 
los profile mas resueltos 9.4 y 9.5. 

En la figura 9.13 se proporcionan las propiedades de las seccio- 
nes transversales de varias formas (o perfiles) estructurales. Como se 
senalo en la seccidn 9.2, el rnomento de inercia de una seccion de 
una viga con respecto a su eje neutro esta relacionado con el c&lculo 
del rnomento flector en esa seccion de la viga. Por tanto, la determi- 
nacion de los momentos de inercia es un prerrequisito para el an£li- 
sis V el diseno de elementos estructurales. 



Figure 9.12 Momentos de inercia de formas goem&ricas comunes. 


9.7. Momentos de inercia 
de areas compuestas 
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Es necesario senalar que el radio de giro de un area compuesta no 
es igual a la suma de los radios de giro de las areas componentes. Para 
determinar el radio de giro de un area compuesta, es necesario que 
primero se calcule el momento de inercia del area. 



Figure 9.13A Propiedades de secciones de acero laminado (sistema de unidades de uso comun en Estados Unidos).* 
*Cortesfa del American Institute of Steel Construction, Chicago, Illinois 
f Altura nominal en pulgadas y peso en libras por pie 
jAltura, ancho y espesor en pulgadas 
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Figure 9.1 3B Propiedades de secciones de acero laminado (unidades del SI). 
tAltura nominal en millmetros y masa en kilogramos por metro 
| Alhira, ancho y espesor en millmetros 
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PROBLEMA RESUELTO 9.4 


La resistencia de una vij*a W14 X 30 de acero laminado se incrementa unien- 
dole una placa de 9 X j in. a su patfn superior, como se muestra en la figu- 
ra. Determine el momento de inercia y el radio de giro de la seccidn com- 
puesta con respecto a un eje que es paralelo a la placa y que pasa a travds del 
centroide C de la secci6n. 


SOLUCION 


Secci6n 

Area, in. 2 

y, in. 

FA, in. 3 

Placa 

6.75 

7.295 

49.24 

Forma de patfn ancho 

8.85 

0 

0 


2A = 15.60 


YyA = 49.24 


YlA=lyA Y( 15.60) = 49.24 Y = 3.156 in. 


Para la forma de patln ancho, 

I* = l x + AY 2 = 291 + (8.85)(3.156) 2 = 379.1 in 4 
Para la placa, 


I x . =l x + Ad 2 = (w)(9)<f) 3 + (6.75K7.295 - 3.156) 2 = 116.0 in. 4 


Para el &rea compuesta, 


h> = 379.1 4- 116.0 = 495.1 in 4 L = 495 in 4 ◄ 


Radio de giro. Se tiene que 


2 = / ?1 = 495.1 in 4 

x A 15.60 in. 2 


k x * = 5.63 in. ^ 






k '-' S . 


Se coloca el origen O de las coordenadas en el centroide de la forma de patfn 
ancho y se calcula la distancia Y al centroide de la seccidn compuesta uti- 
lizando los mdtodos del capftulo 5. El &rea de la forma de patfn ancho hace 
referencia a la figura 9.13A. El 4rea y la coordenada y del centroide de la 
placa est&n dados por 

A = (9 in.)(0.75 in.) = 6.75 in 2 
y = |(13.84 in.) + £(0.75 in.) = 7.295 in. 








mm 


Momento de inercia. Se utiliza el teorema de los ejes paralelos para 
determinar los momentos de inercia de la forma de patfn ancho y de la pla- 
ca con respecto al eje r'. Este eje es centroidal para la seccidn compuesta pe- 
ro no para cualquiera de los elementos considerados en forma separada. El 
valor de I x para la forma de patfn ancho se obtiene a partir de la figura 9.13A. 


SShfeV 'H 



ifip 

■Mm 









- 240 mm - 






240 mm - 


IP 


120 mm 

L. 




SOLUCION 

El 6rea dada puede obtenerse restandole un semicirculo a un rect<£ngulo. Los 
momentos de inertia del rect&ngulo y del semicirculo ser£n calculados en 
forma separada. 





a - 38.2 mm 


Momcnto de incrcia del rcctangulo. Haciendo referencia a la figura 
9.12, se obtiene 

l x — ~ 3 bh A = 3(240 mm)(]20 mm) 3 = 138.2 X 10 r> mm’ 

Momento de inercia del semicirculo. Haciendo referencia a la fi- 
gura 5.8, se determina la ubicaci6n del centroide C del semicirculo con res- 
.A' pecto al dicimetro AA'. 

(4)(90 mm) 


4r 


a = 


= 38.2 mm 


fr = 81.8 mm 3lr 3lr 

2 La distancia b desde el centroide C hasta el eje x es 

h = 120 mm — a — 120 mm — 38.2 mm = 81.8 mm 

Ahora, en referencia a la figura 9.12, se calcula el momento de inercia del 
semicirculo con respecto al diametro AA f ; ademjis, se calcula el drea del se- 
micirculo. 

Iaa’ - iirr 4 = *w(90 mm) 4 = 25.76 X 10 6 mm 4 
A = = |-7r(90 mm) 2 = 12.72 X 10 3 mm 2 

Con el teorema de los ejes paralelos, se obtiene el valor de /,■: 

Iaa 1 Ijc* "1" 

25.76 X 10 6 mm 4 = l x . + (12.72 X 10 3 mm 2 )(38.2 mm) 2 
I x ■ = 7.20 X 10 6 mm 4 

De nuevo, con el teorema de los ejes paralelos, se obtiene el valor de I x : 

I x = l x ■ + Ah 2 = 7.20 X 10 6 mm 4 + (12.72 X 10 3 mm 2 )(8L8 mm) 2 
= 92.3 X 10 6 mm 4 

Momento dc inercia del area dada. Si se le resta el momento de 
inercia del semicirculo al momento de inercia del rectangnlo, se obtiene 

I x = 138.2 X 10 6 mm 4 - 92.3 X 10 6 mm 4 

I. = 45.9 X 10° mm' 1 ◄ 


RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta leccion se introdujo el teorema de los ejes paralelos y se ilustro conio se 
puede utilizar dicho teorema para facilitar el calculo de momentos y momentos po- 
lares de inercia de areas compuestas. Las areas consideradas en los problemas pro- 
puestos que se presentan a continuacidn consistiran de formas comunes v de for- 
mas de acero laminado. Ademas, se utilizard el teorema de los ejes paralelos para 
localizar el punto de aplicacion (el centro de presion) de la resultante de las fuer- 
zas hidrost&ticas que actuan sobre un area plana que esta sumergida. 

1. Aplicacion del teorema de los ejes paralelos. En la seccidn 9.6 se derivo el 
teorema de los ejes paralelos 

7 - 7 + Ad 2 (9.9) 

el cual establece que el momento de inercia 7 de un area A eon respecto a un eje 
dado es igual a la suma del momento de inercia 7 de esa misma &rea con respecto 
a un eje centroidal paralelo v el producto Ad 2 , donde d es la distancia entre los dos 
ejes. Es importante que se recuerden los puntos siguientes cuando se utilice el teo- 
rema de los ejes paralelos. 

a) El momento centroidal de inercia I de un area A puede obienerse res- 
tandole el producto Ad 2 al momento de inercia 7 del &rea con respecto a un eje 
paralelo. Por tanto, como notamos en el ejemplo 2 _y se ilustro en el problema re- 
suelto 9.5 se concluye que el momento de inercia 7 es menor que el momento de 
inercia 7 de la misma cirea con respecto a cualquier otro eje paralelo. 

b) El teorema de los ejes paralelos solo se puede aplicar si uno de los 
dos ejes involucrados es un eje centroidal . Como se senalo en el ejemplo 2, pa- 
ra calcular el momento de inercia de un area con respecto a un eje que no es cen- 
troidal cuando se conoce el momento de inercia de dicha area con respecto a otro 
eje que no es centroidal , es necesario calcular primero el momento de inercia del 
area con respecto a un eje centroidal paralelo a los dos ejes dados. 

2 . Calculo de los momentos y momentos polares de inercia de areas com - 
puestas. Los problemas resueltos 9.4 y 9.5 ilustran los pasos que se deben seguir 
para resolver problemas de este tipo. Como en todos los problemas que involucran 
^reas compuestas, se debe mostrar en un esquema las formas comunes o las for- 
mas de acero laminado que constituyen los distintos elementos del area dada, al 
igual que las distancias entre los ejes centroidales de los elementos y los ejes con 
respecto a los cuales se calculan los momentos de inercia. Ademas, es importante 
que se tomen en cuenta los siguientes puntos: 





•V. 


till 


a) El momento de inercia de un area siempre es positwo , sin importar la 
position del eje con respecto al cual se ealcula dicho momento de inercia. Como 
se senalo en los comentarios para la lection anterior, solo cuando se remueve un 
area (como en el caso de un agujero) se debe utilizar su momento de inercia en los 
calculos con un signo negativo. 

b) Los momentos de inercia de una semielipse y de un cuarto de elipse 
se pueden determinar con la division del momento de inercia de una elipse entre 
2 y entre 4, respectivamente. Sin embargo, se debe senalar que los momentos de 
inercia que se obtienen de esta forma son con respecto a los eyes de sxmetria de la 
elipse . Para obtener los momentos centroidales de inercia para estas formas, se de- 
be utilizar el teorema de los ejes paralelos. N6tese que este comentario tambien se 
aplica a un semicirculo y a un cuarto de circulo y que las expresiones proporciona- 
das para estas formas en la figura 9.12 no son momentos centroidales de inercia. 


c) Para calcular el momento polar de inercia de un area compuesta, se 
pueden utilizar las expresiones para J Q proporcionadas en la figura 9.12 o se pue- 
de emplear la relation 


Jo - /* + ly (9.4) 

lo cual depende de la forma del area dada. 

d) Antes de calcular los momentos centroidales de inercia de un area dada, 
es posible que sea necesario localizar primero el centroide del area con los meto- 
dos del capitulo 5. 

3 . Localizacion del punto de aplicacion de la resultante de un sistema de 
fuerzas hidrostaticas. En la section 9.2 se encontro que 

R = y j y dA = yyA 
M x = 7 j y 2 dA = 7 l x 

donde y es la distancia desde el eje x hasta el centroide del &rea plana que esta 
sumergida. Como R es equivalente al sistema de fuerzas hidrostaticas elementales, 
se concluye que 

2M X : tj P R = M x 

donde y F es la profundidad del punto de aplicaci6n de R. Entonces, 
yp(yyA) = yl x o = 

Para finalizar, se recomienda estudiar con detalle la notacion utilizada en la figura 
9.13 para las formas de acero laminado, puesto que es probable volverla a encon- 
trar en cursos de ingeniena posteriores. 


Problemas 


9.31 y 9.32 Para el irea sombreada que muestra la figura, determine 
el momento de inercia y el radio de giro del area respecto al eje x. 
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Figura P9.32 y P9.34 
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9.33 y 9.34 Para el area sombreada que muestra cada figura, deter- 
mine el momento de inercia y el radio de giro del area respecto al eje y. 

9.35 y 9.36 Para el &rea sombreada que muestra cada figura, deter- 
mine los momentos de inercia respecto a los ejes x y y. 


y 

—2 o— 


a. 


4 

a 


O 1 


Figura P9.3S 



Figura P9.36 



9.37 Para la figura que se muestra, determine el area sombreada y su 
momento de inercia respecto al eje centroidal paralelo AA' si los momentos 
de inercia respecto a AA' y BB' son, respectivamente, 2.2 X 10 6 mm 4 y 4 X 
10 6 mm 4 , y d\ = 25 mm y d 2 =10 mm. 

9.38 Si el &rea sombreada de la figura es igual a 6 000 mm 2 y su mo- 
mento de inercia respecto a AA' es de 18 X 10 6 mm 4 , determine su momen- 
to de inercia respecto a BB ' para d\ = 50 mm y d 2 — 10 mm. 
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9.39 Si tii = 2 a, determine la distancia a y el momento polar de iner- 
cia centroidal del area sombreada de 24 in. 2 que se muestra en la figura, al 
ser d 2 = 2 in. y los momentos polares de inercia del drea respecto a los pun- 
tos A y B de 256 in 4 y 190 in. 4 , respectivamente. 



9.40 El momento polar de inercia centroidal J c del drea sombreada 
de 30 in. 2 que se muestra en la figura es de 52.5 in. 4 . Si d\ = d 2 = 2.5 in., 
determine a) la distancia a para que = 3 J A , b) el momento polar de iner- 
cia J B . 

9.41 a 9.44 Para el area que muestra cada figura, determine los mo- 
mentos de inercia l x e l y respecto a los ejes centroidales paralelo y perpen- 
dicular al lado AB, respectivamente. 


21 mm 21 mm 


3 in. 




* 



Figure P9.41 


40 mm 30 mm 



Figure P9.44 


9.45 y 9.46 Para el area que muestra cada figura, determine el mo- 
mento polar de inercia respecto a a) el punto O y b) el centroide del drea. 



Dirrumsiones en mm 

Figure P9.45 



Figura P9.46 
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9.47 y 9.48 Para el drea que muestra cada figura, determine el mo- 
mento polar de inercia respecto a a) el punto O, b) el centroide del area. 



t 

4.8 in. 


4.8 in. 

J_ 

2.3 in 

T~ 


Flgura P9.47 





9.49 Para formar la seccion que muestra la figura, dos angulos de 6 X 
4 X g in. se sueldan entre si. Determine los momentos de inercia v lo$ ra- 
dios de giro de la seeci6n respecto a los ejes centroidales senalados. 

9.50 Con el proposito de formar la seccion de la colunma que mues- 
tra la figura, se utilizan dos canales y dos placas. Determine los momentos 
de inercia y los radios de giro de la seccidn combinada respecto a los ejes 
centroidales senalados. 



9.51 Tal como indica la figura, se sueldan dos canales CIO X 20 a una 
secci6n laminada S de 10 X 35. Para la seccidn combinada, determine los 
momentos de inercia y los radios de giro respecto a los ejes centroidales x 

yy- 


9.52 Tal como indica la figura, se sueldan dos canales a una placa de 
acero d X 300 mm. Determine el aneho d para el cual la relation de los mo- 
mentos de inercia centroidales de la seccidn J x /I y es 16. 

y 
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9.53 Tal.como indica la figura, se sueldan dos Angulos L76 X 76 X 6.4 
mm a un canal C250 X 30. Determine los momentos de inercia de la sec- 
ci6n coTtibinada respecto a los ejes centroidales panilelo y perpendicular al 
alma del canal, respectivamente. 



9.54 Para tormar una viga asim^trica como la que muestra la figura, 
se sueldan dos Angulos L3 X 3 X j in. y dos Ij6 X 4 X ^ in. a una placa de 
acero de 0.8 in. de espesor. Determine los momentos de inercia de la sec- 
ci6n combinada respecto a sus ejes centroidales x y y. 

9.55 Tal como indica la figura, dos Angulos L127 X 76 X 12.7 mm se 
sueldan a una placa de acero de 10 mm. Si /„ = 3 I x> determine la distancia 
b v los momentos centroidales de inercia I T e J tf de la seccibn combinada. 




9.56 Un canal y un Angulo se sueldan a una placa de acero a X 0.75 
in. Si el eje centroidal y se localiza como indica la figura, determine a) el an- 
cho a, b) los momentos de inercia respecto a los ejes centroidales x y y. 



9.57 y 9.58 Cada figura muestra un panel que conforma uno de los 
extremos de una pila, la cual se llena con agua hasta la lfnea AA' . Con refe- 
renda a la seccidn 9.2, determine la profundidad del punto de aplicacibn de 
la resultante de las fuerzas hidrostAticas que actiian sobre el panel (centra 
de presidn). 



Figura P9.57 


Figura P9.58 


Semielipst* 
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Flgura P9.59 


9.59 y 9.60 Cada figura muestra un panel que conforma uno de los 
extremos de una pila, la cual se llena con agua hasta la lfaea AA'. Con refe- 
renda a la section 9.2, determine la profundidad del punto de aplicacion de 
la resultante de las fuerzas hidrost&ticas que actuan sobre el panel (centro 
de presion). 


A 


Figura P9.60 




Flgura P9.61 


9.61 La cubierta para un acceso de 250 X 550 mm en un tanque de 
almacenamiento de petroleo se fija al tanque por medio de cuatro pemos 
como indica la figura. Si la densidad del petrdleo es de 920 kg/m 3 y el cen- 
tro de la cubierta esta localizado 3 m por debajo de la superficie, determine 
la fuerza adicional sobre cada perno debida a la presion del petroleo. 

9.62 Una compuerta vertical trapezoidal, como la mostrada en la 
figura, se emplea como una v&lvula automitica que se mantiene cerrada por 
medio de dos resortes localizados a lo largo del canto AB. Si cada resorte 
ejerce un par de 8 laps • ft, de magnitud, determine la profundidad nece- 
saria d del agua para que la compuerta se abra. 



Figura P9.62 


*9.63 Determine la coordenada x del centroide para el volumen 
mostrado en la figura. (Sugerencia\ La altura y el volumen es proporcional a 
la coordenada x; considere una analogfa entre esta altura y la presion del agua 
sobre una superficie sumergida.) 



Figura P9.63 


9.8. Producto de mercia 
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*9.64 Determine la coordenada x del centroide para el volumen 
rnostrado en la figura; este volumen se obtuvo al intersecar un cilindro cir- 
cular con un piano oblicuo. ( Sugerencia : La altura y del volumen es propor- 
cional a la coordenada X; con side re una analogia entre esta altura y la pre- 
$i6n del agua sobre una superficie sumergida.) 



Figure P9.64 


x 


*9.65 Muestre que el sistema de las fuerzas hidrostAticas que actiian 
sobre un Area plana A sumergida puede reducirse a una fuerza P sobre el 
centroide C y a dos pares. I>a fuerza P es perpendicular al area y su magni- 
tud es P = yAy sen 0, donde y esel peso espedfico del liquido y los pares 
son M*' = (yl x ‘ sen 0)i y M y ' = (yl x y sen 0)j, donde l x y = / x'y'dA (vea la 
secci6n 9.8). Advierta que los pares son independientes de la profundidad a 
la cual estA sumergida el Area. 

*9.66 Muestre que la resultante de las fuerzas hidrostAticas que ac- 
tuan sobre un Area plana A sumergida es una fuerza P perpendicular al area 
y con magnitud de P = yAy sen 0 = pA, donde y es el peso especifico del 
liquido y p es la presion que actua sobre el centroide C del Area. Ademds, 
demuestre que P es una fuerza que actua sobre el pun to C p , llamado centro 
de presion, cuyas coordenadas son x f> = l^/Ay y y v = I x /Ay, donde = / 
xy dA (vea la seccion 9.8). Tambien demuestre que el valor de la diferencia 
de ordenadas y v — y es igual a ^ /y y que, por tanto, depende de la pro- 
fundidad a la cual estd sumergida el area. 


*9.8. PRODUCTO DE INERCIA 

La integral 

l xy = | xy dA (9.12) 

que se obtiene al multiplicar a cada elemento dA de un area A por sus 
coordenadas x y y, e integrando sobre toda el area (figura 9.14), es co- 
nocida como el producto de inercia del Area A respecto a los ejes x v 
y. A diferencia de los momentos de inercia I x e / f/ , el producto de iner- 
cia l xy puede ser positivo, negativo o cero. 

Cuando uno o ambos ejes xy y son ejes de simetrfa del Area A, el 
producto de inercia es igual a cero. Por ejemplo, considerese la sec- 
cion en forma de canal que muestra la figura 9.15. Puesto que esta 
seccidn es simetrica respecto al eje x , con cada elemento dA de coor- 
denadas .t y y se puede asociar un elemento dA' de coordenadas x y 
—y. Desde luego, las contribuciones a I xy de cualquier par de elemen- 
tos seleccionados de esta forma se cancela y, por tanto, la integral (9.12) 
se reduce a cero. 

Para los productos de inercia, es posible derivar un teorema de ejes 
paralelos similar al establecido en la seccidn 9.6 para momentos de iner- 
cia. Considere un area A y un sistema de coordenadas rectangulares x y 



y 

Figura P9.65 
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Figura 9.14 
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y (figura 9.16). A traves del centroide C del area, cuyas coordenadas son 
x y t/, se dibujan dos ejes centroidales x' y tf que son paralelos, respecti- 
vamente, a los ejes x y y . Representando con x y y las coordenadas de un 
elemento de area dA con respecto a los ejes originales y con x' y y* las 
coordenadas del mismo elemento con respecto a los ejes centroidales, 
se escribe x — x' + x y y = y* + y . Al sustituir las relaciones anteriores 
en la ecuacion (9.12), se obticne la siguiente expresion para el produc- 
to de inercia I xy . 

I xlf = J xy dA * | (x* + x)(t/' + y) dA 

= J x'y' dA + y j x' dA + x J y' dA + xy J dA 

La primera integral reprcsenta el producto de inercia I x y del £rea A 
con respecto a los ejes centroidales x' y if . Las dos integrales siguientes 
representan los primeros momentos del area con respecto a los ejes 
centroidales; dichas integrales se reducen a cero puesto que el cen- 
troide C est£ localizado sobre esos ejes. La ultima integral es igual al 
4rea total A. Por tan to, se tiene que 


Ixy Ix’y‘ ^ 


(9.13) 


*9.9. EJES PRINCIPALES Y MOMENTOS PRINCIPALES 
DE INERCIA 

Considere el 6rea A y los ejes coordenados x y y (figura 9. 17). Suponien- 
do que los momentos y el producto de inercia 

l x = j y 2 dA I y = j x 2 dA I xy = J xy dA (9.14) 

del area A son conocidos, se desea determinar los momentos v el pro- 
ducto de inercia l x % I ( y e I x y de A con respecto a nuevos ejes x' y y 
que se obtienen rotando los ejes originales alrededor del origen a traves 
de un angulo 9. 

Primero se deben senalar las siguientes relaciones entre las coor- 
denadas x\ y' y x, y de un elemento de £rea dA: 

x = x cos 0 + y sen 9 y f = y cos 9 — x sen 6 

Si se sustituye y f en la expresidn para /*', se escribe 

I x > — J" (y‘) 2 dA = j (y cos 6 - x sen 6) 2 dA 

= eos 2 9 j y 2 dA — 2 sen 9 cos 9 j xy dA + sen 2 9 J x 2 dA 



Figura 9.17 


Con las relaciones (9.14), se escribe 9 - 9 - principles y momenlos principals 5 Q 1 

de inercia 

lx’ = lx cos 2 0 - 2 I xy sen 0 cos 0 + I y sen 2 0 (9.15) 

En forma similar, se obtienen las siguientes expresiones para l t y e I x y 
Iy = l x sen 2 0 + 2 I xy sen 0 cos 0 + I y cos 2 0 (9.16) 

I x y = (/* _ l y ) sen 0 cos 0 + I xy (cos 2 0 - sen 2 0) (9.17) 

Recordando las relaciones trigonom£tricas 

sen 20 = 2 sen 0 cos 6 cos 20 = cos 2 0 - sen 2 0 


cos 2 0 = 


1 + cos 20 


sen 2 0 = 


1 - cos 20 


Se pueden escribir las ecuaciones (9.15), (9.16) y (9.17) de la siguien- 
te forma: 



L + L 

lx - U 



1 if 

2 

+ 0 ' cos 26 - I„j sen 26 

(9.18) 


I x + U 



v = 

2 

— - — L cos 26 + l xv sen 26 

(9.19) 

II 

Km* 

h ~ l« 

9 

sen 26 + 1 ^ cos 26 

(9.20) 


Si se simian las ecuaciones (9.18) y la (9.19), se observa que 

1 X ' + ly’ = /* + /, (9.21) 

Este resultado pudo haberse anticipado puesto que ambos iniembros 
dc la ecuacion (9.21) son iguales al inomento polar de inercia J a . 

Las ecuaciones (9.18) v (9.20) son las ecuaciones parametricas de 
un circulo. Esto significa que si se selecciona un conjunto de ejes rec- 
tangulares y se grafica un punto M de abscisa I x > y ordenada I x >y y para 
cualquier valor dado del parametro 0 , todos los puntos que se obtienen 
de esta forma estar&n localizados sobre un circulo. Para establecer esta 
propiedad, se elimina 0 de las ecuaciones (9.18) y (9.20); lo anterior se 
lleva a cabo transponiendo el t^rmino (I x + I y )/ 2 en la ecuackSn (9.18), 
elevando al cuadrado ambos miembros de las ecuaciones (9.18) y (9.20) 
y sumando las expresiones obtenidas. Asi se escribe 



Estableciendo 

^ y R= J(^kzkJ + 1% (9.23) 

se escribe la identidad (9.22) de la siguiente forma 

(/«• - V>n.) 2 + l*'y' = K 2 (9.24) 

£sta es la ecuacidn de un circulo de radio R que tiene su centro en el pun- 
to C cuvas coordenadas x y y son Z prom y 0, respectivamente (figura 9. 18 a). 
Se observa que las ecuaciones (9.19) y (9.20) son las ecuaciones parame- 
tricas del mismo circulo. Adem£s, debido a la simetria del circulo con res- 
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Figure 9.18 


pecto al eje horizontal, se habria obtenido el mismo resultado si en lugar 
de graficar M se hubiera graficado un pun to N de coordenadas ly y — / r * v ' 
(figura 9.186). Esta propiedad se utilizara en la seccion 9.10. 

Los dos puntos Ay B donde el eirculo antes mencionado interseca 
el eje horizontal (figura 9. 18a) son de interes especial: el punto A corres- 
ponde al maximo valor del momento de inercia I x > mientras que el pun- 
to B corresponde al minimo valor para dicha cantidad. Ademas, ambos 
puntos corresponden a un valor de cero para el producto de inercia 7 x y . 
Por tanto, los valores 6 m del parametro 0 que corresponden a los puntos 
A y B pueden obtenerse tomando 7 x y = 0 en la ecuacion (9.20). De es- 
ta forma se obtiene 1 

21 

tan 2d m = f 2 - (9.25) 

*x ly 

Esta ecuacion define dos valores de 20 m que estan separados 180° y, por 
tanto, dos valores 6 m que estan separados 90°. Uno de estos valores co- 
rresponde al punto A en la figura 9.18a y tambi£n corresponde a un eje 
a trav&s de O en la figura 9.17 con respecto al cual el momento de iner- 
cia del drea dada es maximo, el otro valor corresponde al punto B y a un 
eje a traves de O con respecto al cual el momento de inercia del area es 
minimo. Los dos ejes definidos de esta forma son perpendiculares en- 
tre si, se conocen como los ejes principales del drea con respecto a Oy 
los valores correspondientes 7 m &< e / mfn del momento de inercia se lla- 
man momentos principales de inercia del area con respecto a O. Como 
los dos valores 0 m definidos por la ecuacirin (9.25) se obtuvieron estable- 
ciendo 7 x y = 0 en la ecuaci6n (9.20), el producto de inercia de un area 
dada con respecto a sus ejes principales es igual a cero. 

A partir de la figura 9.18a se observa que 

I max = Tprom R ^rrifn = fproni — R (9.26) 

Con el uso de los valores para 7 proni y R correspondientes a las formu- 
las (9.23), se escribe 

- L ^ LL ± + 1% 0 - 27 ) 

A menos que se pueda decidir por inspeccidn cudl de los dos ejes prin- 
cipales corresponde a 7 m4x y cudl corresponde a 7 m {n , es necesario susti- 
tuir uno de los valores de 0 m en la ecuacion (9.18) para poder deter- 
minar cual de los dos corresponde al mdximo valor del momento de 
inercia del drea con respecto a O. 

Haciendo referencia a la seccirin 9.8, se observa que si un drea 
posee un eje de simetria a traves de un punto O, dicho eje debe ser 
un eje principal del drea con respecto a O. Por otra parte, un eje prin- 
cipal no tiene que ser necesariamente un eje de simetria; sin importar 
si un area posee o no ejes de simetria, esta tendra dos ejes principales 
de inercia con respecto a eualquier punto O. 

Las propiedades que se acaban de establecer son vdlidas para cual- 
quier punto O localizado dentro o fuera del drea dada. Si se selecciona 
el punto O de manera que eoincida con el centroide del drea, eualquier 
eje que pasa a traves de O es un eje centroidal; los dos ejes principales 
de un drea con respecto a su centroide reciben el nombre de ejes cen- 
troidales principales del drea . 


*Esta relation tambien se puede obtener al diferenciar / x - en la ecuacidn (9. 18) y tomando 
dljdfi = 0. 



PROBLEMA RESUELTO 9.6 

Determine el producto de inercia del tri&ngulo rect£ngulo mostrado en la 
figura, a) con respecto a los ejes x y y, y h) en relaci6n con los ejes cen- 
troidales que son paralelos a los ejes x y y. 




SOLUCION 

a) Froducto dc inercia l„ f . Se selecciona una tira rectangular verti- 
cal como el elemento diferencial de area. Con el teorema de los ejes para- 
lelos, se escribe 

dixy = dl x y + x,ty,i dA 

Como el elemento es simetrico con respecto a los ejes x' y t/\ se observa que 
dl x y ‘ = 0. Con base en la geometria del triangulo se obtiene 


= dA = ydx = h(l-jJ 

*ei = x = bj = jh[\ - 

Integrando dl xy desde x = 0 hasta x = b, se obtiene 

Irtf j dl x y j x e iy c i dA — j x(^)h ^1 dx 

_ L 2 f h ( X %2 %3 \ j I 2 ! x2 X 3 X 4 

~ h Jo (2 " ~b + 2b 2 ! " X ~ 1 I 4 3 b + 8b 2 . 


/,, = kb 2 h 2 ◄ 


Las coordenadas del centroide del 


b) Producto de inercia l x y 
triangulo con respecto a los ejes x y y son 

x = \b y = \h 

Con la expresion para l„j obtenida en el inciso a), se aplica el teorema de los 
ejes paralelos y se escribe 

I xy = hy + xyA 
±b*h 2 = l xY + (^h)dbh) 

■ = U 2 h 2 - U 2 h 2 


l x y 24 c 






1 75 in 


1.25 in. 


= 12 


j i , 


PROBLEMA RESUELTO 9.7 


Para la seccidn mostrada en la figura se han calculado los valores de los mo- 
mentos de inercia con respecto a los ejes x y y y se sabe que dichas cantida- 
des son iguales a 


L = 10.38 in.' 1 I y = 6.97 in. 1 


Determine: a) la orientacion de los ejes principals de la seccion con respecto 
a O v b) los valores de los momentos principales de inercia de la seccion con 

respecto a O. 


SOLUCION 


Primero se calcula el producto de inercia con respecto a los ejes x y y. El 
<Srea se divide en tres rect&ngulos, como se muestra en la figura. Se observa 
que para cada uno de los rectangulos. el producto de inercia / x y con res- 
pecto a ejes centroidales paralelos a los ejes x y y es igual a cero. Con el uso 
del teorema de los ejes paralelos I xy = / x y + xyA, se encuentra que, para 
cada uno de los rectangulos, I XiJ se reduce a xyA. 


Rectangulo 

Area, in. 2 

x, in. 

X, in. 

xyA, in. 4 

I 

1.5 

-1.25 

+ 1.75 

-3.28 

II 

1.5 

0 

0 

0 

III 

1.5 

+ 1.25 

-1.75 

-3.28 





2xyA = -6,56 


I xy = 'ZxyA = -6.56 in. 4 


a) Ejes principales. Como se conocen las magnitudes de I x , I y e 
se utiliza la ecuacidn (9.25) para determinar los valores de S m : 


tan 2« yri = 


2(— 6.56) 


l x - I y 10.38 - 6.9’ 


- = +3.85 


2 e m = 75.4° y 255.4° 

0," = 37.7° 


cribc 


b) Momentos principales de inercia. Con la ecuacidn (9.27), se es- 


r - h + -f. It h ~ ly V + / 2 

JfnAx.inn* £ “ y ^ J ^ 


10.38 + 6.97 


± ^ 10.38 - 6.97 j* + ( _ 6 56) 2 


15.45 in. 4 Z mfn = 1.897 in. 4 


Observe que los elementos del £rea de la seccidn est£n distribuidos m£s cerca 
del eje b que del eje a ; se concluye que l a = 7 miix = 15.45 in 4 e = / mfn = 
1.897 in. 4 . Esta conclusion se puede verificar sustituyendo 0 * 37.7° en las 
ecuaciones (9.18) y (9.19). 
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RESOLU CIO N DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En los problemas propuestos correspondientes a esta Iecci6n se continuara trabajando con 
momentos de inercia y se utilizardn varias tecnicas para calcular productos de inertia . A pe- 
sar de que en general los problemas propuestos son sencillos de resolver, es importante to- 
mar en cuenta los siguientes puntos; 

1. Calcular el products de inercia l x , f por integration. El producto de inercia se de- 
finio como 

I xy = fxydA (9.12) 

y $e establecid que su valor puede ser positivo, negativo o cero. El producto de inercia se 
puede calcular directamente a partir de la ecuaci6n anterior con una integraci6n doble o 
puede detenninarse empleando una sola integracidn, como se hizo en el problema resuel- 
to 9.6. Cuando se aplique esta ultima tecniea y se utilice el teorema de los ejes paralelos, es 
importante recordar que x e i y y e \ en la ecuacion 

dl xy — dl x >y> + x e iy r \ dA 

son las coordenadas del centroide del elemento de drea dA. Por tanto, si dA no estd en el 
primer cuadrante, una o ambas coordenadas seran negativas. 

2. Calcular Ion producto* de inertia de areas compuestas. Los productos de inercia 
de areas compuestas se pueden calcular a partir de los productos de inercia de sus partes 
componentes utilizando el teorema de los ejes paralelos 

htj = \y + xyA (9.13) 

La tecnica apropiada que se dehe utilizar para problemas de este tipo se ilustra en los pro- 
blemas resueltos 9.6 y 9.7. Ademds de las reglas habituales para problemas que involucran 
areas compuestas, es esencial que se recuerden los puntos siguientes. 

a) Si cualquiera de los ejes centroidales de un area componente es un eje de si - 
metria para dicha area 9 el producto de inertia Z x y para el area bajo consideration 
es igual a cero. En este sentido, J x y es igu ill a cero para dreas componentes como cfrcu- 
ios, semicirculos, rectdngulos y tridngulos isdsceles que poseen un eje de simetria paralelo 
a uno de los ejes coordenados. 

b) Se debe prestar mucha atencion a los signos de las coordenadas x y y de cada 
drea componente cuando se use el teorema de los ejes paralelos [problema resuelto 9.7]. 

3 . Determination de los momentos de inertia y de los productos de inertia para 
ejes coordenados que ban sido rotados . En la secci6n 9.9 se derivaron las ecuaciones 
(9.18), (9.19) y (9.20) a partir de las cuales pueden calcularse los momentos de inercia y el 
producto de inercia para ejes coordenados que han sido rotados alrededor del origen O. Pa- 
ra aplicar estas ecuaciones, es necesario conocer un conjunto de valores l x> I (J e I X(J para una 
orientation dada de los ejes y se debe recordar 6 que es positivo para rotaciones de los ejes 
en un sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj y negativa para rota- 
ciones de los ejes en un sentido a favor del movimiento de las manecillas del reloj. 

4. Calculo de los momentos principals de inertia. En la seccidn 9.9 se mostr6 que exis- 
te una orientation en particular de los ejes coordenados, para la cual los momentos de iner- 
cia alcanzan sus valores mdximo y mfnimo, J mix e y para la cual el producto de inertia es 
igual a cero. La ecuacidn (9.27) se puede utilizar para calcular estos valores, que se conocen 
como los momentos principales de inercia del drea con respecto a 0 y su orientation estd de- 
finida por la ecuaciOn (9.25). Para determiner cual de los ejes principales corresponde a I m ^ 
y cudl a 1^, se puede seguir el procedimiento que se describe despuOs de la ecuaciOn (9.27) 
o tambiOn se puede observar con respecto a cudl de los dos ejes principales estd mas cerca del 
drea distribuida; dicho eje corresponde a I miu [problema resuelto 9.7]. 





Problemas 



9.67 a 9.70 Para el area que muestra cada figura. determine por in- 
tegracion directa el producto de inercia respecto a los ejes x y y. 




Flgura P9.69 



Figura P9.70 


9.71 a 9.74 Utiliee el teorema de los ejes paralelos para determinar, 
respecto a los ejes centroidales x y ?/, el producto de inercia del area que 
muestra la figura. 






Figura P9.73 

506 


Figura P9.74 



Problemas 507 


9.75 a 9.78 Utilice el teorema de los ejes paralelos para determinar, 
respecto a los ejes centroidales x y y, el producto de inercia del £rea que 
muestra la figiira. 



Figure P9.75 



9. 79 Determine los momentos y el producto de inercia del cuarto de 
elipse mostrado en el problema 9.67 respecto a un nuevo sistema de ejes, el 
cual se obtiene al rotar los ejes x y y alrededor de O en un ingulo de a) 45° 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj, b) 30° en el mis mo senti- 
do que las manecillas del reloj. 

9.80 Determine los momentos y los productos de inercia del drea mos- 
trada en el problema 9.72 respecto a nuevos ejes centroidales, los cuales se 
obtienen al rotar los ejes x y y en un Angulo de 45° en el mismo sentido que 
las manecillas del reloj. 

9.81 Determine los momentos y los productos de inercia del area mos- 
trada en el problema 9.73 respecto a nuevos ejes centroidales, los cuales se 
obtienen al rotar los ejes x y y en un angulo de 30° en el mismo sentido que 
las manecillas del reloj. 

9.82 Determine los momentos y los productos de inercia del £rea mos- 
trada en el problema 9.75 respecto a nuevos ejes centroidales, los cuales se 
obtienen al rotar los ejes x y y en un Angulo de 60° en sentido contrario al 
de las manecillas del reloj. 

9.83 Determine los momentos y los productos de inercia de la seccidn 
transversal del angulo L76 X 51 X 6.4 mm mostrado en el problema 9.74 
respecto a nuevos ejes centroidales, los cuales se obtienen al rotar los ejes x 
y y en un Angulo de 45° en el mismo sentido que las manecillas del reloj. 

9.84 Determine los momentos y los productos de inercia de la seccitfn 
transversal del Ingulo L5 X 3 X 2 - in. mostrado en el problema 9.78 respec- 
to a nuevos ejes centroidales, los cuales se obtienen al rotar los ejes x y y en 
un angulo de 30° en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 




508 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia 9.85 Para el cuarto de elipse del prohlema 9.67. determine la orien- 

tation de los ejes principales que pasan por el origen y los valores correspon- 
dientes de los momentos de inercia. 

9.86 a 9.88 Para el Area indicada, determine la orientation de los ejes 
principales que pasan por el origen y los valores correspondientes a los mo- 
mentos de inercia. 

9.86 Area del problema 9.72 

9.87 Area del problema 9.73 

9.88 Area del problema 9.75 

9.89 y 9.90 Para la seccion transversal del Angulo indicado, determine 
la orientacidn de los ejes principales que pasan por el origen y los valores 
correspondientes a los momentos de inercia. 

9.89 La seccion transversal del Angulo L76 X 51 X 6.4 mm del 

problema 9.74 

9.90 La seccion transversal del Angulo L5 X 3 X ^ in. del proble- 
ma 9.78 


*9.10. CIRCULO DE MOHR PARA MOMENTOS 
Y PRODUCTOS DE INERCIA 

El circulo utilizado en la seccidn anterior para ilustrar las relaciones 
que existen entre los momentos y productos de inercia de un area 
dada respecto a ejes que pasan por un punto fijo O fue presentado ini- 
cialmente por el ingeniero alemAn Otto Mohr (1835-1918), y se cono- 
ce como circuit) de Mohr. Se demostrara que si se conocen los momen- 
tos y productos de inercia de un area A respecto a dos ejes rectangulares 
.r y y que pasan por un punto O, el circulo de Mohr se puede utilizar 
para determinar grAficamente a) los ejes principales y los momentos 
principales de inercia del area respecto a O, h) los momentos y el pro- 
ducto de inercia del area respecto a cualquier otro par de ejes rectan- 
gulares x' v y ' que pasen por O. 

Considere un area dada A y dos ejes coordenados rectangulares x 
y y (figura 9.19a). Suponiendo que los momentos de inercia I x e I y y 
el producto de inercia l xy son conocidos estarAn representados en un 
diagrama al graficar un punto X de coordenadas I x e I xy y un punto Y 
de coordenadas l y y —l xy (figura 9.19k). Si l xy es positivo, como se su- 
puso en la figura 9.19a, el punto X estarA localizado por encima del eje 
horizontal, y el punto Y se ubicara por debajo de dicho eje, como in- 
dica la figura 9.19k. Si I xy es negative, X se localizara por debajo del 
eje horizontal y Y por encima de ese eje. Uniendo X y Y mediante una 
Iinea recta, se representa con C el punto de intersection de la linea XY 
con el eje horizontal v se traza un circulo cuyo centre sea C y su diA- 
metro XI 7 . Al advertir que la abscisa de C y el radio del circulo son 
iguales, respectivamente, a las cantidades Z prom y R definidas median- 
te la formula (9.23), se coneluye que el circulo obtenido es el circulo 
de Mohr para el Area dada respecto al punto O. Por tanto, las abscisas 
de los puntos A y B donde el circulo corta al eje horizontal represen- 
tan, respectivamente, los momentos principales de inercia l m & x e Z m f„ 
del Area. 

Tambien se observa que, puesto que tan (XCA) = 2 l xy /(I x — I y ), el 
angulo XCA es igual en magnitud a uno de los angulos 2 6 m que satis- 
facen la ecuacidn (9.25); por tanto, el Angulo 6 nn que define al eje prin- 
cipal Oa en la figura 9.19a y corresponde al punto A en la figura 9.19k, 
es igual a la mitad del Angulo XCA del circulo de Mohr. Ademas, se ob- 



serva que si I x > I y e I xy > 0, como en el caso que se considera aqui, la 
rotation que lleva a CX hasta CA es en el sentido del inovimiento de 
las rnanecillas del rcloj. En estas condiciones, el angulo 6 m que se ob- 
tiene a partir de la ecuacidn (9.25), el cual define el eje principal Oa en 
la figura 9.19a, es negativo; por tanto, la rotation que lleva a Ox hasta 
Oa tambi^n es en el sentido del movimiento de las rnanecillas del re- 
loj. Se concluye que los sentidos de rotacion en ambas partes de la fi- 
gura 9.19 son los mismos. Si se requiere una rotation en el sentido de 
las rnanecillas del reloj a traves de un angulo 2 0 m para llevar a CX has- 
ta CA en el circulo de Mohr, entonces una rotacion en el sentido de las 
rnanecillas del reloj a traves de un angulo 6 m llevard a Ox hasta el eje 
principal corresponds nte Oa en la figura 9.19a. 

Como el circulo de Mohr est& definido en forma unica, el mismo 
circulo se puede obtener con side rando los momentos y el producto de 
inercia del area A respecto a los ejes rectangulares x f y y f (figura 9.19a). 
Entonces, el punto X' de coordenadas I x > e I x y y el punto Y' de coor- 
dcnadas I y < y — l x y est&n localizados sobre el circulo de Mohr y el an- 
gulo X'CA en la figura 9.19fo debe ser igual al doble del dngulo x'Oa 
en la figura 9.19a. Puesto que, como se senald anteriormente, el angu- 
lo XCA es igual al doble del ingulo xOa, se concluye que el Angulo XCX' 
en la figura 9.19b es el doble del angulo xOx ' en la figura 9.19a. El di£- 
mctro X' Y' define a los momentos v al producto de inercia I x > , I y ’ e Z^y 
del &rea dada con respecto a los ejes rectangulares x f y if que forman 
un angulo 0 con los ejes x y t/, se puede obtener rotando a traves de un 
angulo 26 al diametro X> T , el cual corresponde a los momentos 
y al producto de inercia l x , l y e I xy . Se obser\ r a que la rotacidn que lle- 
va al diametro XY hasta el diametro X'Y' en la figura 9.19b tiene el mis- 
mo sentido que la rotacion que lleva a los ejes xy y hasta los ejes x' y 
if en la figura 9.19a. 

Es necesario senalar que el uso del circulo de Mohr no esta limi- 
tado a las soluciones graficas, esto es, a las soluciones basadas en dibu- 
jar y medir los distintos parametros involucrados. Simplemente, al hacer 
un bosquejo del circulo de Mohr y con la trigonometria se pueden de- 
rivar las distintas relaciones que se requieren para la solucion num^rica 
de un problema dado (v6ase problema resuelto 9.8). 
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PROBLEMA RESUELTO 9.8 


Para la seccidn mostrada en la figura, se sabe que los momentos y el pro- 
ducto de inercia con respecto a los ejes x y y estdn dados por 


I v = 7.24 X 10 6 mm 4 


l y - 2.61 


X 1() 6 mm 4 


I„j = -2.54 X 10' 


|fi mm 4 


Con el uso del circulo de Mohr, determine: a) los ejes principals de la sec- 
ci6n con respecto a O, b) los valores de los momentos principals de inercia 
de la seccidn con respecto aOyc) los momentos y el producto de inercia de 
la seccidn con respecto a los ejes x y y* que forman un Angulo de 60° con 
los ejes x y y. 


SOLUCION 


nadas I x * 7.24, « -2. .54 y el punto Y de coordenadas l y = 2.61, -I, 




I plom = OC = j(7 x + 7„) = |(7.24 X 10 6 + 2.61 X 10 6 ) = 4.925 X 10 6 mm 4 


CD = hi, - 7J = |(7.24 X 10 6 - 2.61 X 10 6 ) = 2.315 X 10 6 mm 4 


R = V(CD) 2 + (DX) 2 = V(2.315 X 10 fi ) 2 + (2.54 X 10 6 ) 2 
= 3.437 


X 10 6 mm 4 


7 raiix = OA = OC + CA = I pTom 


+ R = (4.925 + 3.437)10 6 mm 4 


7 mlix = S.36 X ](f mm 1 


l mi „ = OB = OC - BC = 7 prom - 7? = (4.925 - 3.437) 10 b mm 4 


^prom 


/ = 1.49 X 1 (f 


7 , = OF oc + CF = 4.925 X 10 6 mm 4 


(3.437 X 10 6 mm 4 ) 


= OG = OC -GC = 4.925 


X 10 6 mm 4 


J xV = FX' = (3.437 X 10 6 mm 4 ) sin 72.4° 


I xV = 3.28 X Mr 


Dibujo del circulo de Mohr. Primero se grafica el punto X de coorde- 


+2.54. Uniendo los puntos X y Y con ima lfnea recta, se define el centro C del 
circulo de Mohr. La abscisa de C, la cual representa / pr om , y el radio R del circu- 
lo se pueden medir directamente o se pueden calcular de la siguiente forma: 


a) Ejes principales. Los ejes principals de la section corresponden 
a los puntos A y B en el circulo de Mohr y el Angulo a trav£s del cual se debe 
rotar CX para llevarlo a CA define el angulo 20 m . As! se tiene que 

DX 2 54 

tan 2 0 m = — = = 1097 28 m = 47. 6°^ 9 m = 23.S C ^ ◄ 


CD 2.315 

Por tanto, el eje principal Oa correspondiente al valor mdximo.del momen- 
to de inercia se obtiene rotando el eje x a trav£s de 23.8° en sentido contra- 
rio al del movimiento de las manecillas del reloj; el eje principal Oh corres- 
pondiente al valor mlnimo del momento de inercia se puede obtener rotando 
el eje y a trav^s del mismo Angulo. 

h) Momentos principales de inercia. Los momentos principales de 
inercia estdn representados por las abscisas de los puntos Ay B. Por tanto, se 
tiene que 


c) Momentos y producto dc inercia con respecto a los ejes x y y \ 
En el circulo de Mohr, los puntos X' y Y' corresponden a los ejes x r y y\ 
aqu^llos se obtienen rotando CX y CY a trav£s de un dngulo 20 = 2(60°) = 
120° en sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj. Las 
coordenadas de X' y Y' proporcionan los momentos y el producto de inercia 
buscados. Observe que el £ngulo que CX ' forma con la horizontal es <f> = 
120° — 47.6° = 72.4°, se escribe 


cos 72.4° 
I x > = 5.96 X 10 6 Him 4 ◄ 
- (3.437 X 10 6 mm 4 ) cos 72.4° 
L' = 3.89 X 10 6 rmn 4 ◄ 



RESOLUCION D E PR OBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En los problemas propuestos correspondientes a esta leccidn se utilizara el circulo 
de Mohr para determinar los momentos y productos de inercia de un drea dada para di- 
ferentes orientaciones de los ejes coordenados. Aunque en algunos casos el uso del 
cfrculo de Mohr puede no ser tan directo como sustituir la informacibn necesaria en las 
eeuaciones apropiadas [ecuaciones (9.18) a la (9.20)], este m^todo de solution tiene la 
ventaja de que proporciona una representacidn visual de las relaciones que existen entre 
las distintas variables. Adem3s, el cfrculo de Mohr muestra todos los valores de los mo- 
mentos y productos de inercia que son posibles para un problem a dado. 

Uso del circulo de Mohr . La teorfa correspondiente al circulo de Mohr fue presen- 
tada en la seccidn 9.9 y su aplicacidn se expuso en la section 9.10 y en el problema re- 
suelto 9.8. En el problema resuelto se presentaron los pasos que deben seguirse para 
determinar los ejes principales, los momentos principales de inercia y los momentos y 
el producto de inercia con respecto a una orientacidn especificada de los ejes coorde- 
nados. Cuando se utiliza el circulo de Mohr para resolver problemas, es importante 
recordar los siguientes puntos. 

a) El circulo de Mohr estd completamente definido par las cantidades R e 
iprom* las cuales representan, respectivamente, el radio del circulo y la distancia desde el 
origen O hasta el centro del cfrculo C. Estas cantidades pueden obtenerse a partir de las 
ecuaciones (9.23) si se conocen los momentos y el producto de inercia para una orienta- 
ci6n dada de los ejes. Sin embargo, el cfrculo de Mohr tambi6n puede definirse por me- 
dio de otra combination de valores conocidos [problemas 9.105, 9.108 v 9.109]. Para 
estos casos, puede ser que sea necesario reallzar primero una o mas suposiciones, como 
seleccionar una ubicacidn arbitraria para el centro del cfrculo cuando 7 prom es descono- 
cida, asignarle magnitudes relativas a los momentos de inertia (por ejemplo, I x > I y ) y o 
seleccionar el signo del producto de inercia. 

h) El punto X de coordenadas (l xy I xy ) y el punto Y de coordenadas ( I —l x ,j) 
estan localizados sobre el circulo de Mohr y son completamente opuestos. 

c) Como los momentos de inercia dehen ser positivos , todo el cfrculo de Mohr 
debe estar localizado a la derecha del eje l xy ; por tanto se concluye que Z prom > R para 
todos los casos. 

d) Conforme los ejes coordetiados se rot an a traces de un dngulo 9> la rotacidn 
asociada del didmetro del cfrculo de Mohr es igual a 26 y es en el mismo sentido (a favor 
o en contra del movimiento de las manecillas del reloj). Se recomienda que los puntos 
conocidos sobre la circunferencia del cfrculo sean identificados con una letra mayuscula 
apropiada, como se hizo en la figura 9.19 b y en los cfrculos de Mohr del problema resuel- 
to 9.8. Esto permitir& determinar, para cada valor de 0, el signo del producto de inercia 
correspondiente, asi como el momento de inercia que est& asociado con cada uno de los 
ejes coordenados [problema resuelto 9.8, incisos a ) y c)]. 

Aun cuando se ha presentado al cfrculo de Mohr dentro del contexto especffico del estu- 
dio de los momentos y productos de inercia, la t6cnica del circulo de Mohr tambi£n se 
puede aplicar para la soluci6n de problemas an&logos pero ffsicamente distintos en me- 
cdnica de materiales. Este uso multiple de una t^cnica especffica no es unico y en el es- 
tudio de la ingenierfa se pueden encontrar varios m^todos de solucidn que pueden apli- 
carse a di versos problemas. 




Problemas 


9.91 Utilice el circulo de Mohr para determinar los momentos y el 
produeto de inercia del cuarto de elipse mostrado en el problema 9.67 res- 
pecto a un nuevo sistema de ejes, el eual se obtiene al rotar los ejes x y ij al- 
rededor de O en on angiilo de a) 45° en sentido contrario al de las maneci- 
llas del reloj, h) 30° en el mismo sentido que las manecillas del reloj. 

9.92 Utilice el circulo de VIohr para determinar los momentos y el 
produeto de inercia del drea mostrada en el problema 9.72 respecto a nue- 
vos ejes centroidales. los cuales se obtienen al rotar los ejes x y y en un an- 
gulo de 45° en el mismo sentido que las manecillas del reloj. 

9.93 Utilice el circulo de Mohr para determinar los momentos y el 
produeto de inercia del area mostrada en el problema 9.73 respecto a nue- 
vos ejes centroidales, los cuales se obtienen al rotar los ejes x v y en un an- 
gulo de 30° en el mismo sentido que las manecillas del reloj. 

9.94 Utilice el circulo de Mohr para determinar los momentos y el 
produeto de inercia del Area mostrada en el problema 9.75 respecto a nue- 
vos ejes centroidales, los cuales se obtienen al rotar los ejes x y y en un iin- 
gulo de 60° en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 

9.95 Utilice el circulo dc Mohr para determinar los momentos v el 
produeto de inercia de la seccibn transversal del dngulo L76 X 51 X 6.4 nun 
mostrado en el problema 9.74 respecto a nuevos ejes centroidales, los cua- 
les se obtienen al rotar los ejes x v ij en un dngulo de 45° en el mismo sen- 
tido que las manecillas del reloj. 

9.96 Utilice el circulo de Mohr para determinar los momentos y el 
produeto de inercia de la seccibn transversal del iingulo L5 X 3 X } in. 
mostrado en el problema 9.78 respecto a los nuevos ejes centroidales que se 
obtienen al rotar los ejes x v y en un iingulo de 30° en sentido contrario al 
de las manecillas del reloj. 

9.97 Para el cuarto de elipse del problema 9.67, utilice el circulo de 
VIohr para determinar la orientacibn de los ejes principales que pasan por el 
origen y los valores correspondientes de los momentos de inercia. 

9.98 a 9.1 04 Utilice el circulo de Mohr y determine, para el iirea in- 
dicada, la orientacibn de los ejes principales que pasan por el origen y los 
valores correspondientes de los momentos de inercia. 

9.98 Area del problema 9.72 

9.99 Area del problema 9.76 

9.100 Area del problema 9.73 

9.101 Area del problema 9.74 

9.102 Area del problema 9.75 

9.103 Area del problema 9.71 

9.104 Area del problema 9.77 

(Los momentos de inercia I x e l XJ para el area del problema 9.104 se deter- 
minaron en el problema 9.43.) 

9.1 05 Los momentos v el produeto de inercia de la seccibn transversal 
de un dngulo L102 X 76 X 6.4 mm respecto a un sistema de ejes coordena- 
dos xv y que pasan por el punto C son, respectivamente, / s = 0.166 X 10* 
mm 4 , I y = 0.453 X 10* mm 4 e I xtJ < 0, con el valor mini mo del momento 
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de inertia del &rea respecto a cualquier eje que pase por C igual a / mfn = 
0.051 X_ 10 6 mm 4 . Utilizando el cfrculo de Mohr, determine a) el producto de 
inercia l xlJ del drea, h) la orientaci6n de los ejes principales, c) el valor de / mjSx . 


9.106 y 9.107 Utilice el cfrculo de Mohr y determine, para la section 
transversal del Angulo de acero laminado que muestra cada figura, la orien- 
tacidn de los ejes centroidales principals y los valores correspondientes de 
los monientos de inercia. (Las propiedades de la secci6n transversal se espe- 
cifican en la figura 9.13.) 


y 


0.75 in.— ► 
0.5 in.— — 


L5 x 3 x | 



Figura P9.106 


*9.108 Los momentos de inercia respecto a los ejes centroidales rec- 
tangu lares x y y de cierta <£rea son, respectivamente, I x = 640 in. 4 e I y = 280 
in. 1 . Si despu^s de rotar respecto al centroide los ejes x y y en un Angulo de 
60°, en el mismo sentido que las manecillas del reloj, el valor del producto 
de inercia relativo a los ejes rotados es de —180 in. 4 , utilice el cfrculo de 
Mohr para determinar a) la orientaci6n de los ejes principals, h) los mo- 
mentos de inertia centroidales principales. 

9.109 Se sabe que para un Irea dada = 300 in. 4 e “ -125 in 4 , 
donde x y tj son ejes rectangulares centroidales. Si el eje que corresponde al 
valor miximo del producto de inercia se obtiene al rotar, respecto al punto C, 
el eje .t en 67.5° en sentido contrario al de las manecillas del reloj, use el 
cfrculo de Mohr para determinar a) el momento de inercia I x del £rea, b) los 
momentos de inercia centroidales principales. 

9.1 1 0 Utilice el cfrculo de Mohr y demuestre que, para cualquier poh- 
gono regular (tal como un pent&gono) a) el momento de inercia respecto a 
cualquier eje que pase por el centroide siempre es el mismo, b) el producto 
de inercia respecto a cualquier par de ejes rectangulares que pasen por el cen- 
troide siempre es cero. 

9.111 Utilice el cfrculo de Mohr para demostrar que la expresion l x A y > 
— I x y ' es independiente de la orientacidn de los ejes x f v if donde l x , l y e 
l X 'y' representan, respectivamente, los momentos y el producto de inercia de 
un area dada respecto a los ejes rectangulares x* y y' que pasan por el punto 
O. Demuestre tambten que la expresidn anterior es igual al cuadrado de la lon- 
gitud de una Ifnea tangente al cfrculo de Mohr v trazada desde el origen del 
sistema de ejes coordenados. 

9.112 Utilizando la propiedad de invariabilidad establetida en el proble- 
ma anterior, exprese el producto de inercia I ^ de un area A, respecto a los dos 
ejes rectangulares que pasan por el punto O, en t^rminos de los momentos de 
inercia l x e I y de dicha area y los principales momentos de inercia / mfn e J mAx de 
A alrededor de O. Si el momento de inercia maximo es de 524 X 10' 1 mm 4 , apli- 
que la formula obtenida para calcular el producto de inercia I xy para la seccion 
transversal del Angulo de 76 X 51 X 6.4 mm que se muestra en la figura 9.13B. 
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MOMENTOS DE INERCIA DE MASAS 


9.11. MOMENTO DE INERCIA DE UNA MASA 

Considere una pequena masa Am que esta montada sobre una barra 
de masa insignifieante, la cual puede rotar libremente alrededor de un 
eje AA ' (figura 9.2G<z). Si se aplica un par al sistema, la barra y la ma- 
sa, las cuales se supone que estaban en reposo, comienzan a girar al- 
rededor de AA' . Los detalles de este movimiento seran estudiados pos- 
teriormente en dinamica. Por ahora solo se desea indicar que el tiempo 
requerido para que el sistema alcance una velocidad de rotaei6n dada 
es proporcional a la masa Am y al cuadrado de la distancia r. Por tan- 
to, el producto r 2 Am proporciona una medida de la inercia del siste- 
ma, esto es, una medida de la resistencia que ofrece el sistema cuan- 
do se trata de ponerlo en movimiento. Por esta razon, el producto r 2 
Am es Ilamado el momento de inercia de la masa Am con respecto al 
eje AA'. 


Ahora considere un cuerpo de masa m, el cual se hara girar alre- 
dedor de un eje AA' (figura 9.20fc). Si se divide el cuerpo en elemen- 
tos de masa A mi, A m 2 , etc., se encuentra que la resistencia que ofre- 
ce el cuerpo al movimiento de rotacidn se mide por la suma r x A m\ + 
r| Am 2 + ■**. Por tanto, esta suma define el momento de inercia del 
cuerpo con respecto al eje AA ' . Al incrementar el numero de elemen- 
tos se encuentra que, en el limite, el momento de inercia es igual a la 
integral 



a) 

Figura 9.20 


b) 



(9.28) 
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El radio de giro k del cuerpo con respecto al eje AA' est& definido 
por la relation 


/ = k 2 m o 



(9.29) 


En este sentido, el radio de giro k representa la distancia a la cual se 
debe concentrar toda la masa del cuerpo si su momenta de inercia con 
respecto a AA' debe permanecer inalterado (figura 9.20c). Sin impor- 
tar si la masa m se consent en su forma original (figura 9.20 b) o si se 
concentra como se muestra en la figura 9.20c, £sta reactionary de la 
misma forma a una rotaci6n o giro con respecto a AA'. 

Si se utilizan las unidades del SI, el radio de giro k estd expresado 
en metros y la masa m est£ expresada en ldlogramos, por tanto, la unidad 
empleada para el momenta de inercia de una masa es kg • m 2 . Si se 
utilizan las unidades de uso comun en Estados Unidos, el radio de giro 
se expresa en pies y la masa en slugs (esto es en lb ■ s 2 /ft), por tanto, 
la unidad derivada empleada para el momenta de inercia de una masa 
es lb • ft * s 2f 

El momento de inercia de un cuerpo con respecto a un eje coor- 
denado puede expresarse en terminos de las coordenadas x, y y z del 
elemcnto de masa dm (figura 9.21). Por ejemplo, observe que el cua- 
drado de la distancia r desde el elemento dm hasta el eje y es igual a 
z 2 + x 2 , se expresa el momento de inercia del cuerpo con respecto al 
eje y como 


I y = J r 2 dm = j (z 2 4* x 2 ) dm 

Se pueden obtener expresiones similares para los momentos de iner- 
cia respecto a los ejes x y z. A si se escribe 


9.1 1 Momento de inercia de una masa 



Figura 9.21 


/, = J (y 2 + z 2 ) dm 

/ y = j (z 2 + i 2 ) dm (9.30) 

I s = j {x 2 + y 2 ) dm 


Cuando se convierte el momento de inercia de masa de unidades de uso comun en Es- 
tados Unidos o las unidades del SI, se debe recordar que la unidad base libra utilizada en 
la unidad derivada lb - ft • s 2 es una unidad de fuerza (no de masa) y por tanto, debe con- 
vertirse a newtons. A si se tiene que 

1 lb • ft • s 2 = (4.45 N)(0.3048 m){l s) 2 = 1.356 N ■ m ■ s 2 



Fotografia 9.2 Como se expondrS en el curso 
de din£mica, el comportamiento rotacional del eje 
que se muestra en la fotografia depende del 
momento de inercia de masa del eje con 
respecto a su eje de rotacibn. 


o, como I N = 1 kg * in/s 2 , 


1 lb ■ ft ■ s 2 = 1.356 kg • m 2 
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V 



Figura 9.22 


9.12. TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS 

Considere un cuerpo de masa m. Sea Oxtjz un sistema de coordenadas 
rectangulares cuvo origen est& localizado en el punto arbitrario O y sea 
Gx'tj'z' un sistema de ejes centroidales paralelo, esto es, un sistema cu- 
yo origen esta en el centre de gravedad G del cuerpo* y cuvos ejes x' , 
if y z son paralelos a los ejes x , y y z, respectivamente (figura 9.22). 
Representando con x, y yz las coordenadas de G con respecto a Oxtjz , 
se escriben las siguientes relaciones entre las coordenadas x, y y z del 
elemento dm con respecto a Oxtjz y las coordenadas x\ if y z r de di- 
cho elemento con respecto a los ejes centroidales Gx't/V: 

x = x* + x ij = if + y z = z' + z (9.31) 

Con las ecuaciones (9.30) se puede expresar el momento de inercia del 
cuerpo con respecto al eje x de la siguiente forma: 

I\ = ( y 2 + ~ 2 ) dm — j [(y # + y) 2 + (z* + z ) 2 ] dm 

= (y r2 + z' 2 ) dm + 2 y ^ if dm + 2z j z r dm + (y 2 + z 2 ) j dm 

La primera integral en la expresion anterior representa el momento de 
inercia I x > del cuerpo con respecto al eje centroidal x # ; la segunda y la 
tercera representan, respectivamente, el primer momento del cuerpo 
con respecto a los pianos z'x' y xy\ como ambos pianos contienen al 
punto G, las dos integrales son iguales a cero ; la ultima integral es igual 
a la masa total m del cuerpo. Por tanto, se escribe. 



Figura 9.23 


J, - ~l x > + m(y 2 + z 2 ) (9.32) 


y, en forma similar, 

I y “ I y > + m(z 2 + x 2 ) I z = L + mix 2 + y 2 ) (9.32 ; ) 

Con base en la figura 9.22 se puede verificar que la sum a z 2 + x 2 
representa el cuadrado de la distancia OB entre los ejes y y ?/'. En for- 
ma an&loga, y 2 + z 2 y x 2 + y 2 representan, respectivamente, los cua- 
drados de la distancia entre los ejes x y x' y entre los ejes z y z\ Por 
tanto, representando con d la distancia entre un eje arbitrario AA' y 
un eje centroidal paralelo BB r (figura 9.23) se puede escribir la siguien- 
te relacion general entre el momento de inercia / del cuerpo con res- 
pecto a AA' y su momento de inercia I con respecto a BB': 

I = I + md 2 (9.33) 

Expresando los momentos de inercia en terminos de los radios de giro 
correspondientes, tambien se puede escribir 

k 2 = k 2 + d 2 (9.34) 


donde kyk representan, respectivamente, los radios de giro del cuerpo 
con respecto a AA' y BB'. 


* Observe que el t£rmino centrouhl se usa para definir el eje que pasa por el centro de 
gravedad G del cuerpo. aunque no coincida G con el centroide del volumen del cuerpo. 


9.13. MOMENTOS DE INERCIA DE PLACAS DELGADAS 9.13. Momentos de inercia de placas 

delgadas 

Considere una placa dclgada de espesor uniforme ri la ciial esta hecha 
de material homogeneo de densidad p (densidad = masa por unidad dc 
volumen). El momcnto de inercia de masa de la placa con respecto a 
un eje AA' contenido en el piano de la placa (figura 9.24c) esta dado 
por 

f AA masa “ j 1 chll 
Como dm = pt dA , se escribe 

l A. A\ masa = pt j r* (JA 

Pero r reprcsenta la distancia que hay desde el elemento de 4rea dA 



Figure 9.24 


hasta cl eje AA'; por tanto, la integral es igual al momenta dc inercia 
del area de la placa con respecto a AA * . Asi se tiene que 

f AA\ masa ” * P^AA\ &rea (9.3o) 

En forma similar, para un eje BB' que esta contenido en el piano de 
la placa y que es perpendicular a AA' (figura 9.24B), sc tiene que 

masa = P^BB\ area (9.36) 

Ahora, considerando al eje CC' que es perpendicidar a la placa y 
que pasa a traves del punto de interseccidn C de AA' y BB' (figura 
9.24c), se escribe 

foC\ inasa Ptfc, iireu (9.3/) 

donde J c es el mornento polar de inercia del area de la placa con res- 
pecto al punto C. 

Recordando la relacidn J c = Iaa 1 + I BB > que existe entre el mo- 
menta polar de inercia v los momentos rectangulares de inercia de un 
area se escribe la siguiente rclacidn entre los momentos de inercia de 
masa de una placa delgada: 

Icc = Iaa' + Ihb* (9.38) 
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Flgura 9.25 




dl y = dl tJ ' + x 2 dm = (~^ rl + 

dL = dL' + x 2 dm = r 2 + x^jdm 

Figura 9.27 Determinacion del momento 
de inercia de un cuerpo de revoluci6n. 


Placa rectangular. En el caso de una placa rectangular de la- 
dos ayb (flgura 9.25), se obtienen los siguientes momentos de inercia 
de masa con respecto a ejes que pasan a trav£s del centro de gravedad 
de la placa: 

I, AA\ masa P^AA' area P^( 12*^ 

IbB', masa = P^HH area = P *( ) 

Observando que el producto pabt es igual a la masa m de la placa, se 
escriben los momentos de inercia de masa de una placa rectangular 
delgada de la forma siguiente: 

W = i™ 2 Ibb' = -fimb 2 (9.39) 

Ice = Iaa ■ + W = i z m{a 2 + b 2 ) (9.40) 

Placa circular. En el caso de una placa circular o disco de ra- 
dio r (figura 9.26), se escribe 

I AA\ masa “ pt^AA area pt{~7Tr 4 ) 

Obscrvando que el producto pnr^t es igual a la masa m de la placa v 
que Iaa* — 1bb‘> se escriben los momentos de inercia de masa de una 
placa circular de la siguiente forma: 

f AA f = ^BB' = (941) 

Ice = I a A' + Ibb' = {rnr 2 (9.42) 

9.14. DETERMINACION DEL MOMENTO DE INERCIA 
DE UN CUERPO TRIDIMENSIONAL POR INTEGRACION 

El momento de inercia de un cuerpo tridimensional se obtiene eva- 
luando la integral I — J r 2 dm. Si el cuerpo esta hecho de material ho- 
mogeneo de densidad p, el elemento de masa dm es igual a pdV y se 
puede escribir / = p f r 2 dV . Esta integral solo depende de la forma 
del cuerpo. Por tanto, para calcular el momento de inercia de un cuer- 
po tridimensional sera necesario llevar a cabo una triple integracion o, 
cuando menos, una doble integracirin. 

Sin embargo, si el cuerpo posee dos pianos de simetria, es posible 
determinar el momento de inercia del cuerpo con una sola integracion 
seleccionando como elemento de masa dm una placa delgada que es per- 
pendicular a los pianos de simetria. Por ejemplo, en el caso de cuerpos 
de revolution, el elemento de masa sera un disco delgado (figura 9.27). 
Con la formula (9.42), el momento de inercia del disco con respecto al 
eje de revolucidn se puede expresar como se indica en la flgura 9.27. Por 
otra parte, el momento de inercia del disco con respecto a cada uno de 
los otros dos ejes coordenados se obtiene con la frirmula (9.41) y el teo- 
rema de los ejes paralelos. Integrando las expresiones obtenidas de esta 
forma, se obtienen los elementos de inercia del cuerpo. 

9.15. MOMENTOS DE INERCIA DE CUERPOS COMPUESTOS 

En la figura 9.28 se rnuestran los momentos de inercia de algunas for- 
mas comunes. Para un cuerpo que consiste de varias de esta s formas 
simples, se puede obtener el momento de inercia de dicho cuerpo con 
respecto a un eje dado calculando primero los momentos de inercia de 
las partes que lo constituyen con respecto al eje deseado v sum£ndo- 
los despues. Como en el caso de las areas, el radio de giro de un cuerpo 
compuesto no se puede obtener sumando los radios de giro de las partes 
que lo constituyen. 


9.15. Momentos de inercia de cuerpos 
compoestos 
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Barra delgada 



I v = I z = ±mL* 

Placa rectangular delgada 

!/ 

c 

C 


'i 

u 

X 

f, = jjm(b* + e*) 

l »=Ti mct 

l - = r 2 "‘ b2 

Prisma rectangular 

^ y\ 

Mm 

- 1 

X 

I x = -^m(b 2 + c 2 ) 
It, = ^ + a 2 ) 

U ~ rn(a 2 + b 2 ) 

Disco delgado 

y 

/ 

h = \mr* 

I v = h=\>nr2 

Cilindro circular 



X 

I t = jma 2 

[ y = l. = ^m(3^ + L 2 ) 

Cono circular 

y l 

l x = f 0 mc2 

ly = /, = |m(^-a 2 + h 2 ) 

Esfera 

y 

a 

^ X 

I x = l IJ = l z =$ma* 


Figura 9.28 Momentos de inercia de masa de formas geometricas comunes. 



PROBLEMA RESUELTO 9.9 


Determine el momento de inercia de una barra delgada de longitud L y masa 
m eon respecto a un eje que es perpendicular a la barra y que pasa a trav^s 
de uno de sus extremos. 




SOLUCION 


Si se selecciona el elemento diferencial de masa mostrado en 
cribe 




PROBLEMA RESUELTO 9.10 


Para el prisma rectangular homogeneo mostrado en la figura, determine el 
momento de inercia con respecto al eje z. 




SOLUCION 


Se selecciona como elemento diferencial de masa a la placa delgada mostrada 
en la figura; por tanto, 

dm = phc dx 

Haciendo referenda a la seccidn 9.13 ? se encuentra que el momento de iner- 
da del elemento con respecto al eje z* esta dado por 

dl-> = -fib 2 dm 

Con la aplicacitin del teorema de los ejes paralelos, se obtiene el momento 
de inercia de masa de la placa con respecto al eje z. 

dl z * dl z ’ 4- x 2 dm = j^b 2 dm + x 2 dm = (* fib 2 + x 2 ) pbc dx 

Integrando desde x — 0 basta x = a, se obtiene 

I z = f dl z = | (-j jb 2 + x 2 ) pbc dx — pabc(-fib 2 + 


Como la masa total del prisma es m = poke , se puede escribir 

L = m(-fih 2 + |o 2 ) /. = -fiin(4a 2 + b' 1 } 4 

Se obserca que si el prisma es delgado, b es pequeno en comparaci6n con a 
y la expresion para J z se reduce a 3 ma 2 , la cual es el resultado obtenido en 
el problema resuelto 9.9 cuando L — a. 


PROBLEM A RESUELTO 9.11 

Determine el momento de inereia de un cono circular recto con respecto a: 

a) su eje longitudinal, b) un eje que pasa a trav£$ del £pice del cono y que 
es perpendicular a su eje longitudinal y c) un eje que pasa a traves del cen- 
troide del cono v que es perpendicular a su eje longitudinal. 


~ *A 


SOLUCI6N 

Se selecciona el elemento diferencial de masa mostrado en la figura. 

r = op dm = pirT dx = pir^jx 2 dx 
h h 

a) Momento de inereia l x . Con el uso de la expresidn derivada en 
la seccidn 9.13 para un disco delgado, se calcula el momento de inereia de 
masa del elemento diferencial con respecto al eje x. 

dl x = \r i dm - (pnj^x 2 <bj = dx 

Integrando desde x = 0 hasta x — h, se obtiene 

I f Jr (* I ° 4 4 , I a * h* i 4 

= J dl„ = ^ ipn-^x dx = Jpf^r = -^fma h 

Como la masa total del cono es m = 3 pTTa~h, se puede escribir 


h = = 7 'oa 2 (^pim 2 h) = To rrw 2 l x =* , 3 d 


ma 


b ) Momento de inereia I y . Se utiliza el mismo elemento diferen- 
cial. Aplicando el teorema de los ejes paralelos y con la expresidn derivada 
en la seccidn 9.13 para un disco delgado, se escribe 

dl y = dl y > + x 2 dm = \r 2 dm + x 2 dm = (^r 2 -I- x 2 ) dm 

Si se sustituyen las expresiones para r v para dm en la ecuacidn anterior, se 
obtiene 

dl y = + *) = + ^ * 

f H?(' J? + * '% 

Con la introduccidn de la expresi6n para la masa total del cono rn, se rees- 
cribe Iy de la forma siguiente: 

Iy = | (\a 2 + h 2 )^pTra 2 h I tJ = pn{^a 2 + /r) 4 

c) Momento dc inereia l y ". Se aplica el teorema de los ejes parale- 
los y se escribe 

Iy = Iy" + m.t 2 

Resolviendo para l rj « y recordando de la figura 5.21 que x — f/i, se tiene que 
Iy" = I y - mx 2 = j m(\a 2 + h 2 ) - m(f/i ) 2 

l," = ^m{n 2 + 7/1 2 ) ◄ 


PROBLEMA RESUELTO 9.12 


Una pieza de acero consta de un prisma rectangular de 6 X 2 X 2 in. y dos 
1 in cilindros de 2 in. de diametro y 3 in. de longitud, como se muestra en la figura. 
Si se sabe que el peso especifico del acero es de 490 lb/ft 3 , determine los mo- 
mentos de inercia de la pieza con respecto a los ejes coordenados. 



soluci6n 












-2.5 


Calculo de las masas 
Priftma 



V = (2 in.)(2 in.)(6 in.) = 24 in. 3 
W = (24 in. 3 )(490 lb/ft 3 )f -rTT-f = 6.81 lb 
6.81 lb 


= 0.211 lb • s 2 /ft 


32.2 ft/s 2 

Cada uno de los cilindros 

V = ir(l in.) 2 (3 in.) = 9.42 in. 3 

W = (9.42 in. 3 )(490 lb/ft 3 )/ - ’ = 
\ 12 in. / 




2.67 lb 


Wm, 


32.2 ft/s 2 


= 0.0829 lb • s 2 /ft 


Momentos de inercia. A parti r de la figura 9,28 se calculan los mo- 
rnentos de inercia de cada una de las partes que constituyen la pieza, utilizando 
el teorema de los ejes cuando sea necesario. Observe que todas las longitudes 
deben estar expresadas en pies. 


Prisma 

h = I z = 1^(0.211 lb ■ s 2 /ft)[(£ ft) 2 + (•& ft) 2 ] = 4.88 X 10 -3 lb • ft • s- 
1 = ^(0.211 lb ■ s 2 /ft)[(£ ft) 2 + (£ ft) 2 ] = 0.977 X 10" 3 lb • ft • s 2 




PROBLEMA RESUELTO 9.13 
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Una placa delgada de acero de 4 mm de espesor se corta y se dobla para for- 
mar la pieza de maquinaria mostrada en la figura. Si se sabe que la densidad 
del acero es 7 850 kg/m 3 , determine los momentos de inercia de la pieza con 
respecto a los ejes coordenados. 




.so 


100 




100 . 


.so 


Dimensiones en mm 


SOLUCION 


. r = 0 08 ni 


Se observa que la pieza consta de una placa semicircular y de una placa rec- 
tangular a la cual se le ha removido una placa circular. 

Calculo de las masas. Placa semicircular 


V, = ^nrh = {it (0.08 m) 2 (0.004 m) = 40.21 X 10 -6 m 3 


mi = pVj = (7.85 X 10 3 kg/m 3 )( 40.21 X 10~ 6 m 3 ) = 0.3156 kg 
Placa rectangular 

V 2 = (0.200 m)(0.160 m)(0.(KM m) = 128 X 10“ 6 


m 


m 2 = pV 2 = (7.85 X 10 3 kg/m 3 )(128 X 10“ 6 m 3 ) = 1.005 kg 

Placa circular 




V 3 = it ah = ir (0.050 m) z (0.004 m) = 31.42 X 10 -6 m' 


h = 0 2 m 


a - 0.05 m 


m 3 = pV 3 = (7.85 X 10 3 kg/m 3 )(31.42 X 10~ 6 m 3 ) = 0.2466 kg 

Momentos de inercia. Con el uso del m£todo presentado en la sec- 
ci6n 9.13 se calculan los momentos de inercia de cada uno de los componentes. 

Placa semicircular . A partir de la figura 9.28, se observa que para una 


z d = 0 . 101 " 


placa circular de masa m y radio r, se tiene que 

l x - |mr 2 t y = I x • {mr 2 

Debido a la simetria, se observa que para una placa semicircular 
I x = |({ror 2 ) = h = ^({mr 2 ) 

Como la masa de la placa semicircular es mi = {m, se tiene que 

I x = {ro,r 2 = {(0.3156 kg)(0.08 in) 2 = 1.010 X 10“ 3 kg • m 2 
l y = h^ {({mr 2 ! = jmir 2 = {(0.3156 kg)(0.08 m) 2 = 0.505 X 10 

Placa rectangular 

I x = ^mzc 2 = -jj(l 005 kg)(0.16 m) 2 = 2.144 X 10~ 3 kg • m 2 
I z = {m 2 fc 2 = {(1.005 kg)(0.2 m) 2 = 13.400 X 10" 3 kg ■ m 2 
ly = l x + h = (2.144 + 13.400)(10 -3 ) = 15.544 X 10 -3 kg • m 2 
Placa circular 

I x = {m.-y* 2 = {(0.2466 kg)(0.05 m) 2 — 0.154 X 10 -3 kg • m 2 
l y * {myj 2 + m^] 2 

= {(0.2466 kg) (0.05 m) 2 + (0.2466 kg)(0.1 m) 2 = 2.774 X 10“ 3 kg 
I. = {myz 2 + m 3 d 2 = {(0.2466 kg)(0.05 m) 2 + (0.2466 kg)(0.1 m) 2 
= 2.620 X 10“ 3 kg ■ m 2 

Pieza completa 


kg 


m 


m 


I x = (1.010 + 2.144 - 0.154)(10 -3 ) kg • nr 


ly = (0.505 + 15.544 - 2.774)(10 -3 ) kg 
I, = (0.505 + 13.400 - 2.620K10 -3 ) kg • 


l x = 3.00 x 10 3 kc • 

• * I 


m 


/ (/ = 13.28 X 10“ kg 
/. = 11.29 X 1CT 3 


kg« 
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yssssu 


RESOLUTION DE P R O B L E M A S 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta lection se estudid el momento de inertia de masa y el radio de giro de un 
cuerpo tridimensional eon respecto a un eje dado [ecuaciones (9.28) y (9.29)]. Tam- 
bidn se derivo el teorema de los ejes paralelos para ser utilizado con momentos de 
inercia de masa y se expuso el c£lculo de los momentos de inercia de masa de pla- 
cas delgadas y de cuerpos tridimensionales. 

/. Cdlculo de los momentos de inercia de masa . Para formas simples, el mo- 
mento de inercia de masa I de un cuerpo con respecto a un eje dado puede cal- 
culate directamente a parti r de la definition dada en la figura 9.28 [problema re- 
suelto 9.9]. Sin embargo, en la mayorfa de los casos es necesario dividir el cuerpo 
en placas delgadas, calcular el momento de inercia de una placa delgada tipica con 
respecto al eje dado — con el teorema de los ejes paralelos si es necesario — e in- 
tegrar la expresidn obtenida. 

2. Aplicacion del teorema de los ejes paralelos . En la seccion 9.12 se derivd 
el teorema de los ejes paralelos para momentos de inercia dc masa 

l = l + md 2 (9.33) 

el cual establece que el momento de inercia 1 de un cuerpo de masa m con respec- 
to a un eje dado es igual a la suma del momento de inercia I de dicho cuerpo con 
respecto a un eje centroidal paralelo y el producto md 2 , donde d es la distancia en- 
tre los dos ejes. Cuando se calcula el momento de inercia dc un cuerpo tridimen- 
sional con respecto a cada uno de los ejes coordenados, d 2 sc puede reemplazar 
por la suma de los cuadrados de distancias medidas a lo largo de los otros dos ejes 
coordenados [ecuaciones (9.32) y (9.32')], 

3* Evasion de errores relacionados con las unidades. Para evitar errores, es 
esencial ser consistente en el uso de las unidades. Por tanto, todas las longitudes 
deben expresarse en metros o pies, segun convenga y, para problem as en los que 
se utiliza el sistema de unidades de uso comun en Estados Unidos, las masas deben 
expresarse en lb * s 2 /ft. Ademas, se recomienda en forma enfatica que se incluyan 
las unidades a lo largo de la realization de todos los c&lculos [problemas resueltos 

9.12 y 9.13]. 

4 . Cdlctdo del momento de inercia de masa de placas delgadas . En la seccion 

9.13 se demostro que el momento de inercia de masa de una placa delgada con res- 
pecto a un eje dado puede obtenerse multiplicando el momento de inercia de area 
correspondiente a la placa por la densidad p y el espesor t de la misma [ecuaciones 
(9.35) a la (9.37)]. Observe que como el eje CC' en la figura 9.24c es perpendicular 
a la placa , I CC t masa esta asociado con el momento polar de inercia ] Ci area- 

En lugar de calcular directamente el momento de inercia de una placa delga- 
da con respecto a un eje dado, en algunos casos se encontrara que es conveniente 
calcular primero su momento de inercia con respecto a un eje que es paralelo al 
eje especificado y despues aplicar el teorema de los ejes paralelos. Ademis para de- 




terminar el momenta de inercia de una placa delgada con respeeto a un eje per- 
pendicular a la misma, puede ser deseable determinar primero sus momentos de 
inercia con respeeto a dos ejes perpendiculares que estdn en el piano para despu^s 
utilizar la ecuacidn (9.38). Por ultimo, se debe recordar que la masa de una placa 
de area A, espesor t y densidad p es m = ptA. 

5. Determination del momento de inercia de un cuerpo por medio de una 
sola integration directa . En la seccion 9.14 se expuso y en los problemas resuel- 
tos 9.10 y 9.11 se ilustrd c6mo se puede usar una integracidn para calcular el mo- 
mento de inercia de un cuerpo que puede ser dividido en diversas placas delgadas 
paralelas. Para estos casos, es necesario expresar la masa del cuerpo en terminos 
de la densidad y de las dimensiones del mismo. Como en los problemas resueltos, 
el cuerpo ha sido dividido en placas delgadas perpendiculares al eje x, se tendran 
que expresar las dimensiones de cada placa como funciones de la variable x . 

a) En el c aso especial de un cuerpo de revolution, la placa elemental es 
un disco delgado y se deben utilizar las ecuaciones proporcionadas en la figura 9.27 
para determinar los momentos de inercia del cuerpo [problema resuelto 9.11]. 

h) En el caso general , cuando el cuerpo no es un cuerpo de revolution , 
el elemento diferencial no es un disco, es una placa delgada de forma diferente y 
no se pueden utilizar las ecuaciones de la figura 9.27. Por ejemplo, vease el pro- 
blema resuelto 9.10 en el que el elemento fue una placa rectangular delgada. Para 
configuraciones mas complejas se pueden usar una o mis de las siguientes ecua- 
ciones, las cuales estan basadas en las ecuaciones (9.32) y (9.32') de la seccion 9.12. 

dl x = dl x * + (y% +- z%) dm 
dl y = dl y > + (z% + xf/) dm 
dl z = dl z < + (Xei + y%) dm 

donde las primas se utilizan para denotar los ejes centroi dales de cada placa ele- 
mental y donde x e j y y e i y z c \ representan las coordenadas del centroide de dicha pla- 
ca elemental. Los momentos centroidales de inercia de la placa se determinan de 
la forma descrita anteriormente para una placa delgada: haciendo referencia a la fi- 
gura 9.12 de la p&gina 487, se calculan los momentos de inercia de £rea correspon- 
dientes de la placa y se multiplica el resultado por la densidad p y por el espesor t 
de la placa. Adem&s, si se ha dividido el cuerpo en placas delgadas perpendicula- 
res al eje x y se debe recordar que se puede obtener dl x ’ sumando dl y ’ y dl z > en lu- 
gar de calcularlo directamente. Por ultimo, al usar la geometrfa del cuerpo se ex- 
presa el resultado obtenido en terminos de la variable unica x y se integra en x. 

6. Calculo del momento de inertia de un cuerpo compuesfo. Como se es- 
tableci6 en la seccidn 9.15, el momento de inercia de un cuerpo compuesto con res- 
pecto a un eje dado es igual a la suma de los momentos de inercia de las partes 
que lo constituven con respeeto a ese mismo eje. Los problemas resueltos 9.12 y 
9.13 ilustran el metodo apropiado de solucion. Tambien se debe recordar que el 
momento de inercia de una parte componente sera negativo s6lo si dicha parte es 
removida (como en el caso de un agujero). 

A pesar de que los problemas propuestos en esta leccion sobre cuerpos compues- 
tos son relativamente faciles, es necesario trabajar con cuidado para evitar errores 
en los cdlculos. Ademas, si alguno de los momentos de inercia que se necesiten no 
est&n proporcionados en la figura 9.28, sera necesario derivar las formulas reque- 
ridas con el uso de las tecnicas de esta leccion. 



Problemas 


9.1 1 3 En la figura se muestra una placa delgada y semicircular con ra- 
dio a y masa m. Determine su momento de inercia de masa respecto a a) el 
eje centroidal BB\ b) el eje centroidal CC' que es perpendicular a la placa. 


A' 




Figura P9.114 


A' 



A 

Figura P9.115 


9.114 En la figura se muestra un anillo cortado a partir de una placa 
uniforme delgada. Represente con m la masa del anillo y determine su me- 
mento de inercia de masa respecto a a) el eje centroidal A A* del anillo, b) el 
eje centroidal CC' perpendicular al piano que contiene al anillo. 

9.115 El cuarto de anillo de masa m que se muestra en la figura se 
cort6 a partir de una placa delgada uni forme. Si r } = ^r 2 determine el mo- 
mento de inercia de masa del cuerpo respecto a a) el eje AA \ b) el eje cen- 
troidal CC' perpendicular al piano que contiene al cuarto de anillo. 



9.116 En la figura se muestra un componente de maquina que fue 
cortado a partir de una placa delgada uniforme. Represente mediante m la 
masa del componente y determine su momento de inercia de masa respec- 
to a a) el eje AA\ b) el eje centroidal CC ' perpendicular al piano que con- 
tiene al componente. 
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9.117 En la figura se muestra un triangulo isosceles de base b y altu- 
ra h que fue cortado a partir de una placa delgada de masa m. Determine el 
momento de inercia de masa del triangulo respecto a a) los ejes centroida- 
les AA' y BB' localizados en el piano de la placa, b) el eje centroidal CC ' 
perpendicular a la placa. 

9.11 8 En la figura se muestra un triingulo isdsceles de base b y altura 
h que fue cortado a partir de una placa delgada de masa m. Determine el 
momento de inercia de masa del triangulo respecto a los ejes DD' y EE ' 
paralelos a los ejes centroidales AA' v BB\ respectivamente, v ubicados a 
una distancia d del piano de la placa. 

9.119 Para la placa delgada de fonna trapezoidal y masa m que mues- 
tra la figura, determine su momento de inercia de masa respecto a a) el eje 
.t, h ) el eje y. 



Figura P9.119 y P9.120 


9. 120 Para la placa delgada de forma trapezoidal y masa m que mues- 
tra la figura, determine su momento de inercia de masa respecto a a) el eje 
centroidal CC perpendicular a la placa, h) el eje AA' paralelo al eje x v lo- 
calizado a una distancia de 1.5 <i desde la placa. 

9.121 Un solido homogeneo de revolucion y masa m se obtuvo al ro- 
tar respecto al eje x la enjuta parabolica que muestra la figura. Use integra- 
cion directa y exprese en terminos de m y b el momento de inercia de ma- 
sa respecto al eje ,t del sdlido obtenido. 

9.1 22 Respecto al eje z del cono circular derecho truncado que mues- 
tra la figura, determine por integracidn di recta el momento de inercia de ma- 
sa si el radio de la base es r ( = 2 r 2 y se supone que el cono tiene densidad 
uniforme y masa m. 




Figura P9.121 



Figura P9.122 
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h 

Figura P9.126 



9. 123 El drea que muestra la figura se rota respecto al eje x para for- 
mar un s6lido homog^neo de revoluci6n de masa m. Determine por integra- 
cidn di recta el momento de masa de inercia del srilido respecto a a) el eje x . 
b) el eje y. Exprese las respuestas en t6rminos de my a. 

9.124 Si la piramide mostrada en la figura tiene masa m y densidad 
uniforme, determine por integracidn directa su momento de inercia de ma- 
sa respecto al eje x. 



9.125 Si la piramide mostrada en la figura tiene masa m y densidad 
uniforme, determine por integracidn directa su momento de inercia de ma- 
sa respecto al eje y. 

9.126 Si el paraboloide de masa m mostrado en la figura tiene densi- 
dad uniforme, determine por integracion directa su momento de inercia de 
masa y el radio de giro respecto al eje y. 

*9.127 Un alambre delgado de acero se dobla en la forma indieada por 
la figura. Representando con m la masa por unidad de longitud del alam- 
bre, determine por integracion directa su momento de inercia de masa res- 
pecto a cada uno de los ejes coordenados. 

9.128 En la figura se muestra una placa triangular delgada de masa to 
y soldada a un bloque a lo largo de su base AB. Si la placa forma un dngulo 
0 con el eje y , determine por integraci6n directa el momento de inercia de 
masa de la placa respecto a a) el eje x, b) el eje y t c) el eje z. 



Figura P9.128 
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9.129 E n la figura se muestra la seccion transversal de la rueda de un 
eje delantero. Determine su momento de inercia de masa y el radio de giro 
respecto al eje AA'. (Considere que los pesos especfficos del bronce, del ace- 
ro v del plastico duro son, respectivamente, de 0.310 lb/in. 3 ; de 0.284 lb/in. 3 , 
y de 0.043 lb/in. 3 .) 


0.4 in. 



H — 1.5 in. — *■] 


Figura P9.129 



L9lS mm — 

Figura P9.130 


9. 130 Para el rodillo loco de seccidn transversal como indica la figu- 
ra ; determine el momento de inercia de masa y el radio de giro respecto al 
eje AA\ (Considere que las densidades del bronce, del aluininio y del neo- 
preno son, respectivamente, de 8 580 kg/m 3 , de 2 770 kg/m 3 y de 1 250 
kg/m 3 .) 

9.131 Dados el espesor t y la masa m del cascardn hemisferico delga- 
do que muestra la figura, determine el momento de inercia de masa y el ra- 
dio de giro respecto al eje .r. (Sugerencia: Suponga que el cascardn se formd 
al remover un hemisferio de radio r de un hemisferio de radio r -I- t. En las 
expresiones resultantes, no tome en cuenta los t^rminos que contengan f 2 y 
f 3 , pero mantenga aquellos t^rminos que contengan t.) 

9.132 Para el anillo homog^neo de densidad p que muestra la figura, 
determine a) el momento de inercia de masa respecto al eje BB \ b) el valor 
de di para el cual, dados a 2 y h> //?« es m&ximo, c) el valor eorrespondien- 
te de Ibb - 



Figura P9.131 



Figura P9.132 


530 


Fuerzas distribuidas: momentos de inercia 



Figura P9.133 



Flgura P9.135 


9.133 El cornponente de acero de una maquina mostrado en la figu- 
ra se forma a partir de la remocidn de un hemisferio de la base de un cono 
truncado. Si la densidad del acero es de 7 850 kg/m 5 , determine el momen- 
to de inercia de masa del cornponente respecto al eje ij. 

9.134 Despu6s de un periodo de uso, una de las hojas de una desfi- 
bradora se ha gastado como indica la figura y su peso se ha redueido a 0.4 
lb. Si los momentos de inercia de la hoja respecto a los ejes AA' y BB’ son, 
respectivamente, de 0.6 X 10 * lb • ft ■ s 2 y 1.26 X ]()' lb • ft • s 2 , deter- 
mine a) la ubicacidn del eje centroidal GG\ b ) el radio de giro respecto a 
GG'. 



Figura P9.134 


9. 135 En la figura se muestran las tazas v los brazos de un anemdme- 
tro fabricados con un material de densidad p. Si el momento de inercia de 
masa de un cascardn semiesferico delgado de masa m y espesor t respecto a 
su eje centroidal GG ' es 5ma 2 / 12, determine a) el momento de inercia de 
masa del anemdmetro respecto al eje AA', b) la relacidn de a a l para la cual 
el momento de inercia de masa centroidal de las tazas sea igual al 1 por cien- 
to del momento de inercia de masa de las tazas respecto al eje AA'. 

9.136 En la figura se muestra un agujero cuadrangular ccntrado que 
sc extiende a lo largo del cornponente de aluminio de una maquina. Deter- 
mine a) el valor de a para que sea injlximo el momento do inercia de masa 
respecto al eje AA', el cual biseca la pared superior del agujero, b) los valo- 
res correspondientes del momento de inercia de masa y del radio de giro res- 
pecto al eje AA'. (La densidad del aluminio es de 2 800 kg/m 3 .) 




Figura P9.136 


9.137 El cornponente de m&quina que muestra la figura esta fabrica- 
do a partir de una hoja de acero con 0.08 in. de espesor. Si el peso espeeffi- 
co del acero es de 490 lb/ft 3 , determine el momento de inercia de masa del 
cornponente respecto a cada uno de los ejes coordenados. 


Figura P9.137 
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9.138 Una hoja do acero con 3 mm de espesor se corta y dobla para 
formar la cornponente de m&quina mostrada en la figura. Si la densidad del 
acero es de 7 850 kg/m 3 , determine el momento de inereia de masa del com- 
ponente respecto a cada uno de los ejes coordenados. 


y 



Flgura P9.138 


y 



Flgura P9.139 


9.139 Una hoja de acero con 2 mm de espesor se corta y dobla para 
formar el cornponente de miquina mostrado en la flgura. Si la densidad del 
acero es de 7 850 kg/tn 3 , determine el momento de inereia de masa del corn- 
pone nte respecto a cada uno do los ejes coordenados. 


9. 140 Para el marco de ancla fabricado on acero galvanizado de 2 mm 
de espesor que muestra la figura, determine el momento de inereia de ma- 
sa del ancla respecto a cada uno de los ejes coordenados. (La densidad del 
acero galvanizado es de 7 530 kg/m 3 .) 

9.141 Una hoja de acero de 0.1 in. de espesor se corta y dobla para 
formar el cornponente de niaquina mostrado en la flgura. Si la densidad del 
acero es de 490 lb/ft 3 , determine el momento de inereia de masa del com- 
ponente respecto a cada uno de los ejes coordenados. 


y 



Figura P9.141 


*9.142 La pieza para techo que muestra la figura esta formada a par- 
tir de una hoja de cobre de 0.8 mm de espesor. Si el peso especffico del co- 
bre es de 8 940 kg/m 3 , determine el momento de inereia de masa de la pie- 
za respecto a cada uno de los ejes coordenados. 



Figura P9.140 


y 



Figura P9.142 
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Figure P9.143 


9.143 El elemento de m^quina que muestra la figura est£ hecho de 
acero. Determine el momento de inercia de masa del ensamble respecto a 
a) el eje x, b) el eje !/, c) el eje z. (El peso especffico del acero es de 0.284 
lb/in. 3 .) 

9.144 Para el elemento de maquina de acero mostrado en la figura, 
determine el momento de inercia de masa respecto al eje y. (La densidad 
del acero es de 7 850 kg/m' 3 .) 



Figure P9.144 y P9.145 


y 



Figura P9.146 



9.145 Para el elemento de maquina de acero mostrado en la figura, 
determine el momento de inercia de masa respecto al eje z. (La densidad 
del acero es de 7 850 kg/m 3 .) 

9.146 Para la fundicidn de aluminio con la forma indicada por la figu- 
ra, y sabiendo que el peso especifico del aluminio es de 0.100 lb/in. 3 , deter- 
mine el momento de inercia de masa respecto al eje z. 



Figura P9.147 


9.147 Para el elemento de m&quina de acero que muestra la figura, 
determine el momento de inercia de masa respecto a a) el eje x, b) el eje y y 
c ) el eje z. (El peso especifico del acero es de 490 lb/ft 3 .) 

9.148 Un alambre de aluminio con masa por unidad de longitud de 
0.049 kg/m se utiliza para formar un cfrculo v los elementos rectos mostra- 
dos en la figura. Determine el momento de inercia de masa del ensamble 
respecto a cada uno de los ejes coordenados. 


Figura P9.148 


9.149 El arreglo mostrado en la figura se obtuvo a partir de alam- 
bre de acero de 3 mm de diametro. Si la den si dad del acero es de 7 850 
kg/m 3 , determine el momento de inercia de masa del alambre respecto a ca- 
da uno de los ejes eoordenados. 


9.16. Momento de inercia de un cuerpo 
con respecto a un eje arbitrario 
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Figure P9.149 


9. 150 El arreglo mostrado en la figura se obtuvo a partir de alambre 
homogeneo con peso por unidad de longitud de 0.041 lb/ft. Determine el 
momento de inercia de masa del alambre respecto a cada uno de los ejes 
eoordenados. 



Figure P9.150 


*9.16. MOMENTO DE INERCIA DE UN CUERPO CON 
RESPECTO A UN EJE ARBITRARIO QUE PASA POR EL 
PUNTO O. PRODUCTOS DE INERCIA DE MASA 

En esta secci6n se ver& c<5mo puede calcularse el momento de inercia 
de un cuerpo respecto a un eje arbitrario OL que pasa por el origen 
(figura 9.29) si ya se han determinado tanto los momentos de inercia 
de dicho cuerpo respecto a los tres ejes eoordenados como otras can- 
tidades, las cuales se definir^n a continuacidn. 

El momento de inercia Iq L de x, y y z de r respecto al eje OL es 
igual a f p 2 dm, donde p representa la distancia perpendicular desde 
el elemento de masa dm hasta el eje OL. Si se representa mediante X 
al vector unitario localizado a lo largo de OL, y con r al vector de po- 
sicidn del elemento dm, puede advertirse que la distancia perpendicu- 
lar p es igual a r sen 6, que es la magnitud del producto vectorial X X 
r. Por tanto, se escribe 

Iol = j p 2 dm = | |X X r| 2 dra (9.43) 



x 


Figura 9.29 


Expresando |X x r| 2 en tdrminos de las componentes rectangulares del 
producto vectorial, se tiene que 

lot. = J [UxJ/ - A,,*) 2 + (A y z - A : y) 2 + (A,x - A^) 2 ] dm 

donde las componentes A x , \ y y A* del vector unitario X representan 
los cosenos directores del eje OL, y las componentes x, y y z de r re- 
presentan las coordenadas del elemento de masa dm. Al expandir los 
t^rminos elevados al cuadrado, y reordenando t^rminos, se escribe 

Iol = j ( y 2 + 2 2 ) dm + \ y j ( z 2 + x 2 ) dm + A? J (x 2 + y 2 ) dm 

— 2A x A y J xy dm — 2AyA z I yz dm — 2A Z A* I zx dm (9.44) 
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(9.44) representan, respectivamente, los momentos de inercia I X1 I y e U 
del cuerpo respecto a los ejes coordenados. Las ultimas tres integrates 
en (9.44) involucran productos de las coordenadas, las cuales reciben el 
nombre de productos de inercia del cuerpo con respecto a los ejes x y t/, 
a los ejes y y z y a los ejes zyx, respectivamente. Asi se escribe 



Si se reescribe la ecuacidn (9.44) en terminos de las integrates definidas 
en las ecuaciones (9.30) y (9.45), se tiene que 

Iol = + I,/ 2 y + ~ 2 I X ,M V ~ 2 W* ~ (9-46) 

Es necesario senalar que la definicion de los productos de inercia 
de masa proporcionada en las ecuaciones (9.45) es una extensten de la 
definicion del producto de inercia de un area (seccidn 9.8). Los produc- 
tos de inercia de masa se reducen a cero bajo las mismas condiciones de 
simetrfa que lo hacen los productos de inercia de dreas, y el teorema 
de los ejes paralelos para productos de inercia de masa est& expresado 
por relaciones similares a la fdrmula derivada para el producto de iner- 
cia de un &rea. Sustituvendo en las ecuaciones (9.45) las expresiones pa- 
ra x, y y z dadas en las ecuaciones (9.45), se encuentra que 

h y * hy + 

/yz = Iy z ’ + myz (9.47) 

Izx = hx + mix 

donde x, y yzson las coordenadas del centro de gravedad G del cuerpo 
e I x ' y ', l y ’ z • e 7 z v representan los productos de inercia del cuerpo con 
respecto a los ejes centroidales x\ t/ f y z f (figura 9.22). 



Figure 9.30 


*9.17. ELIPSOIDE DE INERCIA. EJES PRINCIPALES DE INERCIA 

Suponga que se determina el momento de inercia del cuerpo conside- 
rado en la seccion anterior con respecto a bastantes ejes OL que pa- 
san a tra\tes del pun to fijo O y que se grafica un punto p en cada eje 
OL a una distancia Op = 1/V/ol desde O. El lugar geontetrico de 
los puntos Q obtenidos de esta manera forman una superficie (figura 
9.30). La ecuaci6n de dicha superficie se puede obtener sustituyendo 
l/(Op) 2 en lugar de /ol en la ecuaci6n (9.46) y despites multiplican- 
do ambos lados de la ecuacten por (Op) 2 . Observando que 

(Op) A, = x (Op)Ay = y (Op) A 2 = z 

donde x, y y z representan las coordenadas rectangulares de p, se es- 
cribe 

l x x 2 4- I y y 2 + Lz 2 — 2 l xy xy — 2I yz yz - 2 l zx zx = 1 (9.48) 

La ecuacion obtenida es de una superficie cuadrdtica. Como el mo- 
mento de inercia l LO es distinto de cero para cada eje OL, ningtfn punto 
P puede estar a una distancia infinita a partir de O. Por tanto, la su- 
perficie cuadritica obtenida es un elipsoide. Este define el momento 


de inercia del cuerpo con respecto a cualquier eje que pasa a traves de 
O v se conoce como el elipsoide de inercia del cuerpo en O. 

Se observa que si se rotan los ejes en la figura 9.30, cambian los 
coeficientes de la ecuacion que define al elipsoide, puesto que di- 
ehos coeficientes son iguales a los momentos y productos de inercia del 
cuerpo con respecto a los ejes coordenados rotados. Sin embargo, el 
elipsoide en si pennanece inalterado puesto que su forma depende s6- 
lo de la distribucion de la masa en el cuerpo dado. Suponga que se se- 
leccionan como ejes coordenados a los ejes principales x\ if y z' del 
elipsoide de inercia (figura 9.31). Se sabe que la ecuaci6n del elipsoi- 
de con respecto a dichos ejes coordenados tiene la siguiente forma 

Z,*' 2 + I t/ y f2 + I **' 2 = 1 (9.49) 

la cual no contiene productos de las coordenadas. Comparando las 
ecuaciones (9.48) y (9.49), se observa que los productos de inercia del 
cuerpo con respecto a los ejes x\ if y z ' deben ser iguales a cero. Los 
ejes x\tf' y z* se conocen como los ejes principales de inercia del cuer- 
po en O. Observese que, dado un cuerpo con forma arbitraria y un 
pun to O, siempre es posible encontrar ejes que sean principales de 
inercia del cuerpo en O, esto es, ejes con respecto a los cuales los pro- 
ductos de inercia del cuerpo sean iguales a cero. De hecho, sin impor- 
tar cual sea la forma del cuerpo, los momentos y productos de inercia 
del mismo con respecto a los ejes x,yyz que pasan a traves de O de- 
finiran un elipsoide y dicho elipsoide tendra ejes principales que, por 
definicidn, son los ejes principales de inercia del cuerpo en O. 

Si se utilizan los ejes principales de inercia x\ y ' y z' como ejes co- 
ordenados, la expresidn obtenida en la ecuacidn (9.46) para el mo men to 
de inercia de un cuerpo con respecto a un eje arbitrario que pasa a 
traves de O se reduce a 

Z OL = IA* + V A y + l Al (9.50) 

La determination de los ejes principales de inercia de un cuerpo 
con forma arbitraria es algo compiieada y sera expuesta en la siguien- 
te seccidn. Sin embargo, existen muchos casos en los que se pueden 
identificar dichos ejes de forma inmediata. Por ejemplo, considere el 
cono homogdneo de base eliptica mostrado en la figura 9.32; dicho co- 
no posee dos pianos de simetrfa mutuamente perpendiculares entre si 
OAA' y OBB\ A partir de la definicidn (9.45), se observa que si se se- 
leccionan los pianos x f y’ y y'z f de manera que coincidan con los dos 
pianos de simetria, todos los productos de inercia seran iguales a cero. 
Por tan to, los ejes x\ xj y z seleccionados de esta forma son los ejes 
principales de inercia del cono O. En el caso del tetraedro regular ho- 
mogdneo OABC mostrado en la figura 9.33, la linea que une la esqui- 
na O con el centro D de la cara opuesta es un eje principal de inercia 
en O y cualquier lfnea a traves de O que sea perpendicular a OD tam- 
bien es un eje principal de inercia en O. Esta propiedad resulta evi- 
dente si se observa que al rotar al tetraedro a traves de 120° alrededor 
de OD permanecen inalteradas su forma y la distribucion de su masa. 
Se concluye que el elipsoide de inercia en O tambi^n permanece inal- 
terado bajo dicha rotacion. Por tanto, el elipsoide es un cuerpo de re- 
volucion cuyo eje de rotacion es OD y la linea OD, al igual que cual- 
quier linea perpendicular a 6sta que pasa a traves de O, debe ser un 
eje principal del elipsoide. 


9.17. Elipsoide de inercia. Ejes principales 
de inercia 



Figura 9.31 



Figura 9.32 


C 



/\ 

Figura 9.33 


535 


536 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia *9.18. DETERMINACION DE LOS EJES Y LOS MOMENTOS 

PRINCIPALES DE INERCIA DE UN CUERPO DE FORMA 
ARBITRARIA 

El metodo de andlisis descrito en esta section debe utilizarse en ca- 
sos donde el cuerpo bajo consideration no tenga una propiedad de si- 
metna obvia. 

Considere el elipsoide de inercia del cuerpo en un punto dado O 
(figura 9.34); sea r el radio vector de un punto P sobre la superflcie 
del elipsoide y sea n el vector unitario normal a la superficie en P. Se 
observa que los unicos puntos donde ryn son eolineales son los pun- 
tos Pj, P 2 y P.j, donde los ejes principales intersecan la portion visible 
de la superficie del elipsoide y los puntos correspondientes que estan 
en el otro lado del elipsoide. 



Figura 9.34 


Se debe recordar que en el c^lculo se establece que la direccidn 
de la normal a la superficie cuya ecuacidn es /(x, y, z) = 0 en un punto 
P(x, y y z) esta definida por el gradiente V/ de la funci6n/ en dicho 
punto. Por tanto, para obtener los puntos donde los ejes principales in- 
tersecan la superficie del elipsoide de inercia, se debe escribir que r y 
V/ son eolineales, esto es. 


V/= (2K)r (9.51) 

donde K es una constante, r = xi + yj + zk, y 



Hecordando la ecuacidn (9.48), se observa que la funci6n/(x, r/, z) co- 
rrespondiente al elipsoide de inercia es 

f(x, y, z) = I x x 2 + I,,y 2 + l z z 2 - 2 I XIJ xy - 2 I y3 yz - 2 l zx zx - 1 

Al sustituir a r y a V/ en la ecuacion (9.51) y tambien los coeficientes 
de los vectores unitarios, se escribe 


-l xy x + I y y - l lfZ z = Ky 


(9.52) 


Al dividir cada uno de los t^rminos entre la distancia r desde O hasta 
P, se obtienen ecuaciones similares que involucran los eosenos direc- 
tores A x , \ y y A c : 


^zx^z ZCA X 

"* I xy K + jft/Ay — Z, /z A 3 = KX y (9.53) 

~hx Ar — ZyzAy + /’A, = KA, 

Si se transponen los t^rminos del lado derecho se llega a las siguien- 
tes ecuaciones lineales homog£neas: 


(l x - K)\ x - I s Ji y - l zx k z = 0 

-I*y K + (/* ” ^)A V - V, = 0 (9.54) 

A, - l yz \ y + (I z - K)\ z = 0 


Para que este sistema de ecuaciones tenga una solucion distinta de A x = 
\ tJ = A. — 0, su discriminante debe ser igual a cero: 




-4 

ly — K 

"V 


-/ 


sx 



(9.55) 


A] expandir este determinante y camhiar signos, se escribe 

K 3 - (7* + ly + ZJK 2 + (7 t / y + lyl 7 + 7,7, - 1% ~ l 2 y Z ~ 1%)K 

- (l r IyL - U 2 Z - Iyli - I Z I% - 21 XIJ I, JZ I ZI ) = 0 (9.56) 

£sta es una ecuaci6n cubica en K que proporciona tres rafces reales 
positivas K u K 2 y K 3 . 

Para obtener los eosenos directores del eje principal correspond 
diente a la ralz K\, se sustituye Ki en lugar de K en las ecuaciones 
(9.54). Puesto que ahora dichas ecuaciones son linealmente dependien- 
tes, s6lo pueden usarse dos de £sta s para determinar a A x , A f/ v A.. Sin 
embargo, se puede obtener una ecuacion adicional recordando, a par- 
tir de la seccidn 2.12, que los eosenos directores deben satisfacer la re- 
lation 

A 2 + A 2 + A 2 = 1 (9.57) 


Si se repite este procedimiento con K 2 y K 3 , se obtienen los eosenos 
directores de los otros dos ejes principales. 

Ahora se demostrara que las ratces K ]y K 2 y K 3 dela ecuacion ( 9.56) 
son los mementos principales de inercia del cuerpo dado. Para esto, se 
sustituye en las ecuaciones (9.53) la raiz K\ en lugar de K y los valores 
de los eosenos directores (AJi, (A Ji y (AJi en lugar de los valores co- 
rrespondientes de A x , \ y y A~; las tres ecuaciones ser&n satisfechas. 
Ahora se multiplica cada tOrmino en la primera, la segunda y la tercera 
ecuacion por (AJi, (A r/ )i y (AJi, respectivamente, y se suman las ecua- 
ciones obtenidas asi. De esta manera, se escribe 


7j( A*)! + 7 2 (A y )? + /f(A ; ) 2 - 27 vy (A t ) l (A, / ) l 

- 27 yi (A y ),(A x ), - 27 or (A,),(A l ) 1 = X t [(A x )? + (A y )f + (A*)?] 

Si se recuerda la ecuacion (9.46), se observa que el lado izquierdo de 
esta ecuacion representa el momento de inercia del cuerpo con res- 
pecto al eje principal de inercia correspondiente a Kj; por tanto, dicho 
valor es el momento principal de inercia correspondiente a esa rafz. 
Por otra parte, recordando la ecuaciOn (9.57), se observa que el lado 
derecho se reduce a K\. Por tanto, el propio K\ es el momento princi- 
pal de inercia. De la misma forma, se puede demostrar que K 2 y K 3 
son los otros dos momentos principales de inercia del cuerpo. 
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y los momentos principales de inercia 
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Considere un prisma rectangular de masa m y lados a, h y c. Determine: 
a) los momentos y productos de inercia del prisma con respecto a los ejes 
coordenados mostrados y b) el momento de inercia de dicho cuerpo con res- 
pecto a la diagonal OB. 


'.ffc 


$$0mm 
:: as 




SOLUCION 


a) Momentos y productos de inercia con respecto a los ejes coor- 
denados. Momenta* de inercia . Al introducir los ejes centroidales x\ 
y y z\ respecto a los euales estin dados los momentos de inercia en la figura 
9.28, se aplica el teorema de los ejes paralelos. 

h = h' + m (y 2 + ? 2 ) = T 2 rn(h 2 + c 2 ) + m(^b 2 + jc 2 ) 

f v - l m\h 2 + c 2 ) ^ 

En forma similar, l tf = 4m(c 2 + a 2 ) L. - ) mid 1 + b 2 ) < 

Productox de inercia . Debido a la simetrfa, los productos de inercia 
con respecto a los ejes centroidales x\ t/ y z f son iguales a cero y dichos ejes 
son ejes princi pales de inercia. Utilizando el teorema de los ejes paralelos, 
se tiene que 

I xy = I x y + mxy = 0 + m{\a){\b) /„, = \ mab ^ 

En forma similar, /,... = \mhc ! ,=\mca ^ 


mmm 


mmm 


b) Momento dc inercia con respecto a OB. Recordando la eeua 
cion (9.46), se tiene que: 

J OB ~ h^x + "I" ~ ~ ~ 

donde los cosenos directores de OB son 




y " (a 2 Hh b 2 + c 2 ) ,/2 5 " (a 2 + b 2 + c 2 ) 1/2 

Si se sustituyen los valores obtenidos para los momentos y productos de iner- 
cia y para los cosenos directores en la ecuacidn para I OB , se tiene que 


mc 2 a 2 } 


Solut ion alterna . El momento de inercia l OB puede obtenerse di- 
rectamente a partir de los momentos principaJes de inercia I x ' } e l z >, puesto 
que la Ifnea OB pasa a trav^s del centroide O'. Como los ejes x\ y f y z* son 
ejes principals de inercia, se utiliza la ecuacidn (9.50) y se escribe 

Iob = IxK + V A * + l ^ 

= 2 , , 2 , 2 + + + + T^ 2 + ^ 2 ^ 2 I 


. '.•••;• 
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PROBLEMA RESUELTO 9.15 

Si para el prisma rectangular del problema resuelto 9.14 se tiene que a = 3c 
y b = 2c, determine: a) los momentos principales de inercia en el origen O 
y b) los ejes principales de inercia en 0. 


SOLUCION 

«) Momentos principales dc inercia en cl origen O. Si se susti- 
tuyen a — 3c y b = 2c en la solucidn del problema resuelto 9.14. se tiene lo 
siguiente 


h = f me 2 

hy = ? WC 2 


F _ 10 .2 

ly 3 

lyz ~ \mc 2 


r _ 13 2 

/ x = 

I — 1 
*ix 4 mC 


Sustituyendo los valores de los momentos y productos de inercia en la 
ecuaci6n (9.56) y agrupando tdrminos semejantes, se ohtiene 

( 2 lL yy\s 2 “\ V 2 J- / ^479 2 4 \y 5 #j 9 3 6 

i\ ( j 1TIC )/v ■ [ W 6 J A i ^ TTt C v 

Entonces se resuelve para las rafees de esta ecuacion; a partir de la exposi- 
ci6n de la seccibn 9.18, se concluye que dichas rafees son los momentos prin- 
cipales de inercia del cuerpo en el origen. 

Kj = 0.568867mc 2 K 2 = 4.20885mc 2 Ks = 4.55562 me 2 


K , = 0.569m<; 


K 2 = 4.21mc 2 


= 4.56mr 2 


b) Ejes principales dc inercia cn O. Para determinar la direccibn 
de un eje principal de inercia, primero se sustituye el valor correspondiente 
de K en dos de las ecuaciones (9.54); las ecuaciones resultantes junto con la 
ecuacibn (9.57) forman un sistema de tres ecuaciones a partir del cual 
se pueden determinar los eosenos directores del eje principal correspondien- 
te. Por tanto, para el primer momento principal de inercia K] se tiene lo si- 
guiente: 


(f - 0.568867) mc 2 (K)\ - \rnc\Xy\ - fmc 2 ( A,)i = 0 
-fmc 2 (A*)i 4- (-y - 0.568867) mc 2 (A y ) ] - \ mc 2 (\ z ) } = 0 

(A*) 2 + (A^? 4- (A 3 )? = 1 

Si se resuelve el sistema de ecuaciones se obtiene 

(A*), = 0.836600 (A,,)! - 0.496001 (Aj l = 0.232557 

Entonces, los Angulos que forma el primer eje principal de inercia con los 
ejes coordenados son 

(0J! = 33.2° (fly), = 60.3° UU, * 76.6° ◄ 

Si se utiliza sucesivamente el mismo conjunto de ecuaciones con K 2 y Kz, se 
encuentra que los Angulos asociados con el segundo y con el tercer momen- 
to principal de inercia en el origen son, respectivamente, 


(0 C ) 2 “ 37.8° 


(0,,)* = N6.6 0 


[ 0,) 2 = 98 . 0 ° 


( 0 J 3 = 82 . 8 ° ( 0 (y ) : j = 76 . 1 ° ( 0 J 3 * 164 . 3 ° 


RESOLUTION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPENDIENTE 


En esta Ieccion se definieron los productos inertia de masa de un cuerpo I tJZ e 
L x y se mostro como se determinan los momentos de inereia de dicho cuerpo con 
respecto a un eje arbitrario que pasa a traves del origen O. Tambien se aprendio 
como determinar en el origen O los ejes principales de inereia de un cuerpo y los 
corresponds ntes momentos principales de inereia. 

1. Determinacion de los productos de inereia de masa de un cuerpo com - 
puesto. Los productos de inereia de masa de un cuerpo compuesto con respecto 
a los ejes coordenados pueden expresarse como la suma de los productos de iner- 
cia de las partes que constituven dicho cuerpo con respecto a esos mismos ejes. Pa- 
ra cada una de las partes que constituyen al cuerpo, se puede utilizar el teorema 
de los ejes paralelos y escribir las ecuaciones (9.47) 

hy = + rnxy 1 yjs = 7 yV + rnyz I zx = l z v + rnzx 

donde las primas representan los ejes centroidales de cada una de las partes com- 
ponentes y donde x y y y z representan las coordenadas de sus centros de gravedad. 
Se debe recordar que los productos de inereia de masa pueden ser positivos, nega- 
tivos o cero. Ademds, se debe estar seguro de tomar en cuenta los signos de x , y 
yz. 

a) Con base en las propiedades de simetria de una parte componente , 
se puede deducir que dos o los tres productos de inereia de masa centroidales de 
dicha parte son iguales a cero. Por ejemplo, se puede verificar que para una placa 
delgada paralela al piano xy; para un alambre que se encuentra en un piano para- 
lelo al piano xy ; para un cuerpo con un piano de simetria paralelo al piano xy , v 
para un cuerpo con un eje de simetria paralelo al eje z, los productos de inereia 
I y * z > e l z - x > son iguales a cero. 

Para placas rectangulares, circulares o semicirculares con ejes de simetria 
paralelos a los ejes coordenados; para alambres rectos paralelos a un eje coordena- 
do; para alambres circulares y semicirculares con ejes de simetria paralelos a los 
ejes coordenados, y para prismas rectangulares con ejes de simetria paralelos a 
los ejes coordenados, todos los productos de inereia J*y, I y z » e $ on iguales a 
cero. 

b) Los productos de inereia de masa que son distintos a cero se pueden 
calcular a partir de las ecuaciones (9.45). Aun cuando, en general, se requiere de 
triple integracion para determinar un producto de inereia de masa, se puede utili- 
zar una sola integracion si el cuerpo dado puede dividirse en una serie de placas 
delgadas paralelas. Entonces, los calculos son similares a los expuestos en la Ieccion 
anterior para los momentos de inereia. 




2. Cdlculo del momento de inercia de un cuerpo con respecto a t in eje ar- 
hitrario OL. En la section 9. 16 se derivd una expresi6n para el momento de iner- 
tia I OL , la cual esta dada en la ecuacion (9.46). Antes de calcular I LO> primero se 
deben determinar los momentos y productos de inercia de masa del cuerpo con 
respecto a los ejes coordenados dados, asi como los cosenos directores del vector 
unitario A a lo largo de OL. 

3m Cdlculo de los momentos principales de inercia de un cuerpo y determi- 
nacion de sus ejes principales de inercia . En la section 9.17 se vio que siem- 
pre es posible encontrar una orientacidn de los ejes coordenados para la cual los 
productos de inercia de masa son iguales a cero. Dichos ejes se conocen como 
los ejes principales de inercia y los momentos de inertia corresponds ntes se cono- 
cen como los momentos principales de inercia del cuerpo. En muchos casos, los 
ejes principales de inercia de un cuerpo pueden determinarse a partir de sus pro- 
piedades de simetrfa. El procedimiento requerido para determinar los momentos 
principales y los ejes principales de inercia de un cuerpo que no tiene propiedades 
de simetrfa obvias, se presents en la seccidn 9.18 y se ilustro en el problema re- 
suelto 9.15. Dicho procedimiento consta de los siguientes pasos. 

a) Expandir el determinante en la ecuacion (9.55) y resolver la ecuacion 
cubica residtante. La solution puede obtenerse por prueba y error o, de preferen- 
ce, con una calculadora cientffica avanzada o con un programa computational apro- 
piado para tal fin. Las raices K ls K 2 y K 3 de esta ecuacion son los momentos princi- 
pales de inercia del cuerpo. 

b) Para determinar la direccion del eje principal correspondiente a K /? 
se sustituye ese valor en lugar de K en dos de las ecuaciones (9.54) y se resuelven 
dichas ecuaciones con la ecuacion (9.57) para encontrar los cosenos directores del 
eje principal correspondiente a K\. 

c) Repetir este procedimiento con K 2 y K :i para determinar las direcciones 
de los otros dos ejes principales. Como una comprobacion de los c&lculos realiza- 
dos, se puede verificar que el producto escalar de algunos de los dos vectores uni- 
tarios que vaya a lo largo de los tres ejes que se obtuvieron sea igual a cero y que, 
por tanto, dichos ejes sean perpendiculares entre si. 

d) Cuando un momento principal de inercia es aproximadamente igual 
al momento de inercia con respecto a un eje coordenado > los valores calcula- 
dos de los cosenos directores correspondientes serin muy sensibles al numero de 
cifras significativas usadas en los calculos. Por tanto, para estos casos, se sugiere ex- 
presar los resultados intermedios en t^rminos de seis o siete cifras significativas pa- 
ra evitar posibles errores. 


Problemas 


9.151 Para el componente de acero de ima maquina mostrado en la 
figura, determine los productos de inereia de masa l XJZ e I zx . (El peso es- 
pecifico del acero es de 490 lb/ft 3 .) 



Flgura P9.151 



Figura P9.152 


9.152 Para la fundicion de aluminio que muestra la figura, detennine 
los productos dc inereia de masa l xtJt l tJZ e l zx . (El peso e specif ico del alumi- 
nio es de 0.100 lb/in. 3 .) 

9.153 y 9.154 Para el componente de imiquina de alurninio colado 
que muestran las figuras, detennine los productos de inereia cle masa l xxr / v - 
e L y . (La densidad del alurninio es de 2 700 kg/m 3 .) 


y 



Figura P9.153 
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6 mm 

Figura P9.154 
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9.155 a 9,1 57 La section de una hoja de acero con espesor de 3 mm 
se corta y dobla para forinar el componente de maquina que muestran las fi- 
guras. Si la densidad del acero es de 7 860 kg/m 3 , determine los productos 
de inertia de masa I xtfy 1 X/Z e l zx del componente. 



i 


Figure P9.155 


'J 



Figure P9.157 




Figura P9.158 



9.158 La section de una hoja de acero con espesor de 0.08 in, se cor- 
ta y dobla para forinar el componente de maquina mostrado en la figura. Si 
el peso especifico del acero es de 490 lb/ft \ determine los productos de iner- 
tia de masa 1^, l XJZ e /»- del componente. 

9.159 y 9.160 Para el arreglo mostrado en cada figura, el cual se ob- 
tuvo a partir de alambrc de latdn con peso por unidad de longitud u\ deter- 
mine los productos de inercia de masa l xy , I XJZ e l zx . 




Figura P9.159 


Figura P9.160 
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9.161 Para el arreglo mostrado en la figura, el cual se obtuvo a parti r 
de un alambre de aluminio de 0.075 in. de diametro, determine los produe- 
tos de inercia de masa I„ f , L z e L x . El peso especffico del aluminio es de 
0.10 lb/in 3 . 


0.5 m 



Figura P9.162 



Figura P9.164 




9.162 Para el arreglo mostrado en la figura, el cual se obtuvo a parti r 
de alambre homogeneo con masa por unidad de longitud de 1.8 kg/m, de- 
termine los productos de inercia de masa I xy , I yz e 1 ZX . 

9.163 Complete la obtencion de las ecuaciones (9.47), las cuales ex- 
presan el teorema de los ejes paralelos para productos de inercia de masa. 

9.164 Para el tetraedro homogeneo de masa m que muestra la figura, 

a) determine por integraci6n directa el producto de inercia de masa l~ Xy 

b) con base en el resultado del inciso a) deduzca l tJZ e l XXJ . 



z x 

Figura P9.165 


9.165 En la figura se muestra un cilindro homogeneo de masa m. De- 
termine el momento de inercia de masa del cilindro respecto a la lfnea que 
une al origen, O, y al punto A localizado sob re el perfmetro de la superficie 
superior del cilindro. 

9.166 En la figura se muestra un cono homogeneo de masa m. De- 
termine el momento de inercia de masa del cono respecto a la lfnea que une 
el origen, O, y el punto A. 


Figura P9.166 


9.167 Para el elemento de maquina del problema 9.143, determine su Probiemas 545 

momento de inereia de masa respecto a la linea que une el origen, O, v el 
punto A. 



Flgura P9.167 


9.168 Determine el momento de inereia de masa para el elemento de 
maquina de acero mostrado en los probiemas 9.147 v 9.151 respecto a un 
eje que pasa por el origen y forma angulos iguales con los ejes x y y y z. 

9.169 La placa delgada y doblada que muestra la figura tiene densi- 
dad uniforme v un peso W, determine su momento de inereia de masa res- 
pecto a la h'nea que une el origen, O, v el punto A. 



x 


Flgura P9.169 



Flgura P9.170 


9.170 Una hoja de metal con espesor t y densidad p se corta v dobla 
para formar el elemento mostrado en la figura. Determine su momento de 
inereia de masa respecto a una linea que une los puntos A y B. 

9.171 Para los componentes de maquina de los probiemas 9.138 y 
9.157, determine el momento de inereia de masa respecto a un eje que pa- 
sa por el origen v esta caracterizado mediante el vector unitario X = ( — 4i H- 

8J + 10/9. 

9.172 a 9.174 Para el arreglo del problema indicado, determine su 
momento de inereia de masa respecto a un eje que pasa por el origen v es- 
t<i caracterizado mediante el vector unitario X = (— 3i — 6j + 2k)/7, 

9. 1 72 Problema 9. 150 

9.173 Problema 9.149 

9.174 Problema 9.148 

9.175 Para el prisma rectangular que muestra la figura, determine los 
valores de las relaciones b/a v eja necesarios para que el elipsoide de iner- 
cia del prisma se transforme en una esfera cuando la inereia se calcule en el 
punto a) A, h) B. 



Flgura P9.175 
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x 

Figura P9.177 


9.176 Para el cono recto del problema 9.11, determine el valor de la 
relacidn a/h necesario para que el elipsoide de inercia del cono se transfor- 
me en una esfera cuando la inercia se calcule en a) el apice del cono, b) el 
centro de la base del cono. 

9.177 Para el cilindro circular homog£neo de radio a v longitud L que 
niuestra la figura, determine el valor de la relaci6n a/L necesario para que 
el elipsoide dc inercia del cilindro se transforme en una esfera cuando la 
inercia se calcule en a) el centroide del cilindro, b) el pun to A. 

9. 1 78 Dados un cuerpo cualquiera y tres ejes rectangulares x, y v 
demuestre que el momento de inercia de masa del cuerpo respecto a cual- 
quiera de los tres ejes no puede ser mayor a la suma de los momentos de 
inercia de masa del cuerpo alrededor de los otros dos ejes. Esto es, pruebe 
que se cumple la desigualdad /* ^ I tf + L asi como las otras desigualdades 
respectivas. Ademas, compruebe que si el cuerpo es un sdlido homogtmeo 
de revolucion entonces I XJ ^ ^ I x , donde x es el eje de revolucion y y el eje 
transversal. 


9.179 Considere un cubo de masa m y lados de longitud a. a) De- 
muestre que el elipsoide de inercia ubicado en el centro del cubo es una es- 
fera, y utilice esta propiedad para determinar el momento de inercia de ma- 
sa del cubo respecto a una de sus diagonales. b) Pruebe que el elipsoide de 
inercia ubicado en una de las esquinas del cubo es un elipsoide de revolu- 
cion, y determine los momentos principales de inercia de masa del cubo en 
dicho punto. 



9. 180 Dado un cuerpo homogeneo de masa m y forma arbitraria, asi 
como los tres ejes rectangulares x, y y z con origen en O, demuestre que la 
suma de los momentos de inercia I x + I f/ + I z no puede ser menor a la su- 
ma de los momentos de inercia de una esfera del mismo material y masa m 
con centro en O. Ademas, use el resultado del problema 9.178 para mostrar 
que si el cuerpo es un solido de revolucidn, donde x es el eje de revolucion, 
su momento de inercia de masa I y alrededor del eje transversal y no puede 
ser menor a 3m^ 2 /10, donde a es el radio de una esfera con igual masa y del 
mismo material. 

*9.181 En la figura se muestra un cilindro circular homogeneo de ma- 
sa m. El diametro OB de la cara superior forma un angulo de 45° con los 
ejes x y z. a) Determine los momentos principales de inercia de masa del ci- 
lindro en el origen O. b) Encuentre los angulos que los ejes principales de 
inercia en O forman con los tres ejes coordenados. c) Dibuje el cilindro v 
muestre la orientacion que sus ejes principales de inercia tienen respecto a 
los ejes x, y y z. 

9.182 a 9.186 Para el eomponente que se describe en el problema 
indicado, determine a) los momentos principales de inercia de masa en el 
origen, b) los ejes principales de inercia en el origen. Trace el cuerpo y mues- 
tre la orientacion que sus ejes principales de inercia tienen respecto a los 
ejes x, y v s. 

' *9.182 Problema 9.167 
*9.183 Problemas 9.147 y 9.151 
*9.184 Problema 9.169 
*9.185 Problema 9.170 
*9.186 Problemas 9.150 y 9.172 


REPASO Y RESUMEN 
DEL CAPITULO 9 


En la primera mitad tie este capftulo se expuso la deterroinaciOn 
de la resultante R de las fuerzas iF distribuiaas sol ire an area plana 
A cuando las magnitudes de diehas fuerzas son proporaoaales, 
tanto a las &eas AA de los eleroentos sobre las euales actdan, romo 
a las distancias y desde dichos elementos hasta un eje dado x. por 
consiguiente, se tiene AF — ky AA. Se eaeontrd que la m.. ^titud 
de la resultante R es proporrionaf al primer moment© Q x *= }y dA 
del &rea A, mientras que el tnomento de R con respecto al eje x 
es proporcional al segundo momento o memento de inerxM, I t ~ 

Ijr de A con respecto al mismo eje [seceiOn 9.2], 

' 

Los mementos rectonguUires de inercia I x e I y de un drea [sec- 
tion 9.3] se obtuvieron al evaluar las integrates 


I, ~ ftfdA f x*dA 


(9:i) 


•ais 


Estos cdlculos se pueden reducir a una sola integration seleccio- 
nando dA como una bra delgada paralela a uno de los ejes coor- 
denados. TambiOn se debe recordar que es posibie calcular l x e / y 
a partir de la misma tira elemental (figura 9.33) utilizando la for- 
mula para el momento de inercia de un 4rea rectangular [proble- 
ma resuelto 9.3]. 



Figure 9.35 


El momento polar de inercia de un drea A con respecto al polo 
O [seccidn 9.4] se deftnid como 

Jo = fr*dA (9.3) 

donde r es la distancia que hay desde O hasta el eteraento de tonea 
dA (figura 9.36). Observe que r 3 « x* A- if 1 establedO la relation 

Jo =* It + ly (9.4) 


Momentos recta ngu I a res de inercia 



Figure 9.36 


Momento polar de inercia 
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Radio de giro 


El radio de giro de un dree A coo respecto al eje i {seocbSn 
95] se defuuo convo la dlstancia k x . don de l z * fcj?A. Con defiei- 
cjones simitares como los radios de giro de A con respect© al eje y 

y con respecto a O. se obtuvo 



Teorema de los ejes paralelos 



Areas compuestas 


En la secci6n 9.6 se present6 el teorema de los ejes paralelos, el cual 
estableee qee el momenta de inercia 1 de un toe a con respecto a un 
eje dado AA' (figure 9.37) esigualal momenta de inercia/ del toea con 
respecto al eje centrbfctal BB' que es pafiifefo AA r ihds el producto del 
toea A y el cuackado de la tlistanda d eotre fos dos ejes; 

f m I * Ad? (9.9) 

La formula anterior tambidn puede utilizarse para determinar el 
momento de inercia I de ua toea con respecto a un eje centroidal 
BB' cuando se conoce su momento de inercia l con respecto de 
un eje paraleb AA' . Sin embargo, en este caso se debe restar el 
producto Ad 1 del moment© de inereb I conocido. 

Una relaci6n similar se cumple entre el momento polar de iner- 
da jo de un £rea con respecto a un punto O y el momento polar 
de inercia J c de la missta toea con respecto a su centroide C. Re- 
presentando con d la distanda entre O y C, se tiene 

Jo-Jc + At? ( 9 . 11 ) 

E3 teorema de fe* ejes paralelos se paede uS&zar en forma 
efecSva paw calctdar ei memento de inercia de on Area compues- 
to con respecto a un eje dado ^seedSn 9.7}. Considerando cada 
Area componente por separado, primero se calcula el momento de 
inercia de cada Area con respecto a su eje centroidal, con ia nrfbr- 
mactiSn proporcionada en las figuras 9.12 y 9,13 cuando sea posi- 
ble. Entonces se aplica el teorema de los ejes paralelos para deter- 
minar el momento de inercia de cada una de las Areas componentes 
con respecto al eje deseado y se suntan los valores obtenidos de 
esta forma [problemas resuekos 9 4 y 9>3]. 


Producto de inercia Las seceiones 9.8 a la 9.10 eriarvwron dedicadas a la transfor- 

maci6n de los momentos de inercia de un area mediante una 
rotacion de ejes coordenados. En primer Jugai, se defini6 el pro- 
ducto de inercia de un Area A como 

l„j =* f xy dA (9.12) 

y se demostr6 que J*y - 0 si el Area A es siua#&1ca cob respecto a 
uno de ambos ejes coordenados. Tambi^n se d&fiv6 el teorema de 
bs ejes paralelos para prvductos de inercia. Se obtnvo 

“ hy + iyA (9.13) 

donde iUi es el producto de inercia del Area con respecto a los ejes 
cent new dales x f y y ’ que son paralelos a los ejes xyy 9 respectivamen- 
te. x y y son las ooordenadas del centroide del Area [seccUta 9.8). 


Flgura 9.38 


En la see cfefe 9.9 se determinaron los monjentos y e] produc- 
to de Mercia I x > , e l x y de un 6rea con respecto a los ejes x f y 
y f q«c fueron obtenidos rotando los ejes coordenados xy y origi- 
nales a trav^s de un 4ngulo 8 en sentido eontrario al del movimien* 
to de la* manecitlas del reioj (figure 9.38). Se expresd l x > y I y > e^y 
en termirtos de los moment os y el producto de inercia I x% l y e t x y 
ericnlados eon r e sp e cto g Ids ejes x y y origin alei Se dbtereu qnfe 


fe " + — r-^ cos » - sea 4 




(9.18} 


% 


l*y 


; £ 






sen2$ (9.19) 


a 

A 


; 

fc„«*29 


(as®) 


Los e/es principals del drea con respecto a O se definieron co- 
mo los dos ejes perpendiculares entire sf respecto a los cuales los 
moment os de inereia de an irea sod m&dmo y mfntmo Los vdo- 
res correspondfentes de 9, icp ea ejiUid os por se obtuvieron a 

partly de la formula 

jjiifc.jffo*- .- '^Jr. . . 

2f«y 


• f '/./ •••• i 


tan 2ft„ = 4r: 


(9.25) 


Los valores fn&dmo y mfnimo i 
los momentos ] 
obtuvo 


h~ly 

de / son llamados 
fipea con respecto a O; se 




m h ± /y 

fji'V J ii> 

Oafafi ;Lr ;7#r;> 


(9.27) 


Tambten se seftafo que el valor correspondiente del producto de 
inerda es cero 


La transform acton de los momentos y el producto de inereia 
del Area bajo rotacton de ejes puede representarse con gr&iicas al 
dibnjar el circulo de Mohr (seccfon 9.10}. Dados los momentos y 
el producto de inereia I„ / v e del Area con respecto a los ejes 


Rotacion de ejes 


Ejes principales 


Momentos principales de inereia 


Circulo de Mohr 
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Figura 9.39 


Momentos de inercia de masas 



Figura 9.40 


coordenados x y y se grafican las puntos X (l x , 1^) y Y U r -1^) y 
se dibuja la linea que une estos dot puntos (figura 9.39). Esta Ifnea 
es un dilmetro del rirculo de Mohr y, por tanto, define dicho 
cfrculo. Cooforme se rotan los ejes coordenados a trav^s de un An- 
gulo 0, el di&metro rota a trav6s del doble de dicho dngulo y las co- 
ordenadas de X' y Y' proporcionan los nuevos valores l x -, /„• e I x y 
de las momentos y el pndsEte de inercia del drra. Adem4s, el An- 
gulo 0„, v las coordenadas de los puntos Ay B definen los ejes prin- 
ciples a y b y los momentos principales de tnerda del 4rea [pro- 
blema resuelto 9.8). 

. 

La segunda parte del capftulo estuvo dedicada a calcular los 
momentos de inercia de masas, los cuales aparecen en din&nica en 
probiemas que involucran la rotackin de un cuerpo rfgido alrede- 
dor de un eje. El memento de inercia de masa de un cuerpo con 
respecto a un eje AA' (figura 9.40) se definkS como 

/ *= f r* dm (9.28) 

- • • r •? •! . ... J 

donde res la disUnda desde AA' basta el eiemento de masa [sec- 
cido 9.11]. El radio de giro del cuerpo de definkS oomo 








li 






. u'jliOv 

(9.29) 


Los momentos de inercia de un cuerpo con respecto a los ejes 
coordenados se expresaron de la siguiente manera 






h * J (y + £ 2 ) dm 







+ x 2 ) dm (9.30) 

ip? - i ••• 

dm 


Repaso y resumen del capitulo 9 55^ 


Se vio que el teorema de las eyes paralelos tambi£n se aplica a 
los momentos de inertia de masa [ section 9.12]. Por tanto. el tno- 
mer&B de inercia i de ub eueipo co» respeeto a un eje arbitrario Teorema de los ejes paralelos 
A A’ (figura 9.41) puede expresarse como 

I - i + m<? (9.33) 

donde I es el momento de inercia del cuerpo con respeeto al eje 
cenirol&ai 88' que es pardelo al eje AA\ m es la masa del cuerpo 
y d es la distaneia entre k>s dos ejes. 




Figure 9.41 


Figure 9.42 


Figura 9.43 



Los momentos de inercia de pUtcas delgadas se pueden obtener 
a partir de los momentos de inercia de sus Areas [seccidn 9. 13]. Se 
encontrd que para una place rectangular los momentos de inercia 
con respeeto a los ejes mostrados (figura 9.42) son 

Jaa=1I"W 2 hB=j2mb a (9,39) 

Icc ■ = Iaa • + Ibb ■ - 4 m(a 2 + h 2 ) (940) 

inientras que para una placa circular (figura 9.43) estirn dados por 

lAA=/BB=?mr* (941) 

Icc' ~ Iaa' "*■ Ibb 1 ~ j mr 2 (9.42) 

Cuando un cuerpo posee dos pianos de stmetria, es posible uti- 
lizar una sola integration para determiner su momento de inercia 
con respeeto a un eje dado si se selecciona al elemento de masa 
dm como una place delgada [problemas resuekos 9.10 y 9.11]. Por 
otra parte, cuando un cuerpo consta de t arias formas g eomdtri- 
cas carmines, su momento de inercia con respeeto a un eje dado 
puede obtenerse con las formulas proporcionadas en la figura 9.28 
con el teorema de los ejes paralelos [problemas resueltos 9.12 y 
9.13], 

En la ultima parte del capftulo se aprendi6 a determinar el 
momento de inerda de im cuerpo con respeeto atm eje arbitrario 
OL que se dibuja a travSs del origen O (secci6n 9.16]. Si se pre- 


Momentos de inercia de placas delgadas 


Cuerpos compuestos 


Momento de inercia con respeeto a un eje 
arbitrario 
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sen tan eon A r , A y y A. las componentes del vector unitario A a Io 
largo de OL (figura 9.44) y se lntmducen los productos de inercia 

*= j *y dm * j yz dm — j zx dm (9.45) 

se encontrb que el momenta de inercia del cuerpo con respecto a 
OL se pueden expresar como 

k>L * /A 2 + + /A 2 - 2 LyM 9 - 2/j^AyA. - VJi A (9 46) 



Figura 9.44 


Elipsoide de inercia 


Ejes principales de inercia 
Momenos principales de inercia 



Figura 9.45 

Graficando an punto Q a lo largo de cada eje OL a una distan- 
cia OQ — lA^Iot desde O [seccion 9.17], se obtuvo la superfide de 
un elipsoide, conoddo como el elipsoide de inercia del cuerpo en el 
punta O. Los ejes principales x', y' y z' de este elipsoide (figura 
9.43) son los efts principles de inercia del cuerpo; esto es, lew pro- 
duces de inercia £,y» Ly e h e del cuerpo con respecto a dfchos 
ejes son iguales a cero. Exist en muchas situaciones en las cuales se 
pueden deducir lbs ejes principales de inercia de un cuerpo a partir 
de las propiedades de simetria de este tfltfmo. Entonces, si se selec- 
donan los ejes principales como bs ejes coordeuados, se puede ex- 
presar a 1 0 l como 


loL 13 h' A*' + /y'Ay + L'Aj' 


una 


(9.58) 


donde /,■. I y e son los momentos principales de inercia del cuer- 
po en O. 

- .. - >i-t >***•;: 

Cuando no se pueden obtener los ejes principales de inercia por 
ifwpecdbn [seedbn 9.17], es necesario resolver la eaiadtin cribiea 

JC 3 - (/, + /, + i e )K* + (U v + i y h + iji &>* 

- (My/, - h& U% - 2/xy/yAJ = 0 (9.56) 


AG 


Se enoontriS (seccidn 9.16] que las rafees K t , K 2 y Ka de esta 
ecuackSn son los momentos principales de inercia del cuerpo dado. 
Entonces, se determinan los cosenos directores (A)i> (A)t y (A e ) t 
del eje principal correspowdiente al momenta principal de inercia 
K\ sustituyendo Kj en las ecuadones ( 9 . 54 ) y resolviendo simul- 
Uineamente dos de esas ecuadones y fat ecuadbn (9.57). Despubs 
se repite et mismo procedimiento con Kg y IC 3 para determinar los 
cosenos directores de los otros dos ejes principales [problema re- 
sueho 9.15], 


Problemas de repaso 


9.187 Para el drea sombreada que muestra la figura, determine por 
integraci6n directa los inomentos de inercia respecto al eje y. 

9.188 Para el area sombreada que muestra la figura, determine por 
integraci6n directa los momentos de inercia respecto al eje x. 

9.1 89 Para el area sombreada que muestra la figura, determine el rno- 
mento de inercia y el radio de giro respecto al eje x. 



9.190 Para el drea sombreada que muestra la figura, determine el mo- 
men to de inercia y el radio de giro respecto al eje ij. 

9.191 Para el drea que muestra la figura, determine el momcnto po- 
lar de inercia respecto a a) el punto O, b) el centroide del area. 


Semicirculo 




r 


Figura P9.187 y P9.188 
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9.1 92 Con el proposito de construir una caja reforzada, se sueldan en- 
tre si dos secciones W laminadas v dos placas, como indica la figura. Deter- 
mine los momentos de inercia y los radios de giro de la seccidn combinada 
respecto a los ejes centroidales que se muestran. 



9.193 Tal como indica la figura, dos angulos L3 X 3 X j in. se sueldan 
a un canal CIO X 20. Determine los momentos de inercia de la seccidn com- 
binada relacionados con, respectivamente, los ejes centroidales paralelo v per- 
pendicular al alma del canal. 



9.194 Para la biela de 2 kg mostrada en la figura, experimental men te 
se ha probado que sus momentos de inercia respecto a los ejes de las lfneas 
centrales de los cojinetes AA f y BB' son, respectivamente, l AA < = 78 g • m 2 
e Ibb = 41 g * m 2 . Si r a + = 290 mm, detennine a) la localization del eje 

centroidal GG\ h ) el radio de giro respecto a GG r . 



Figura P9.194 



Problem as de repaso 
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9.1 95 Utilice el teorema de los ejes paralelos para determinar, respec- 
to a los ejes centroidales x y y, el producto de inercia del area que muestra 
la figura. 



9.196 Utilice el cfrculo de Mohr para determinar la orientation de los 
ejes centroidales princi pales y los valores correspondientes a los momentos 
de inercia. 

9.197 Si el cilindro circular recto mostrado en la figura tiene densi- 
dad uniforme v masa m, determine por integration directa su momento de 
inercia de masa respecto al eje z. 

*J 



Figura P9.197 

9.198 Para el componente de m&quina de acero que muestra la figu- 
ra, determine los productos de inercia de masa I xy> I tJZ e L v . (El peso espe- 
cifico del acero es de 0.284 lb/in. 3 .) 



Figura P9.198 


Problemas de computadora 


9. Cl Una placa circular do acero es perforada con un patr6n de agu- 
jeros de 6 inm de di£metro para formar la coladera de drenaje que se rnues- 
tra on la figura. Si la distancia de centro a centre entre agujeros adyacentes 
es de 14 mm, v todas las perforaciones se encuentran dentro de un cfrculo 
con di&metro ( d - 30) mm, determine el momento de inercia de la colade- 
ra respecto al eje x cuando a) d = 200 mm, b) d = 450 mm, c) d = 720 mm. 




Figura P9.C2 


Figura P9.C1 


9.C2 En la figura se muestra como pueden aproximarse las seccio- 
nes transversales median te una serie de rectangulos. Utilice un programa de 
computadora para calcular los mementos de inercia v los radios de giro 
de secciones transversales de esta forma respecto a sus ejes cent roi dales ho- 
rizontal v vertical. Aplique dicho programa en las secciones transversales que 
rnuestran las figuras a) P9.31 v P9.33, b) P9.32 v P9.34, c) P9.41, d) P9.43. 

9.C3 La figura muestra un panel que conforma uno de los extremos 
de una pila, la cual se llena con agua hasta la lmea AA'. Determine la pro- 
fundidad d del punto de aplicacion de la resultante (centro de presion) de 
las fuerzas hidrostaticas que aetuan sobre el panel. Si h = 400 mm, b = 200 
mm v a = nb , donde n van a desde 1 hasta 8, grafique la profundidad del 
centro de presidn d como una funcidn de n. 
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Figura P9.C3 



9.C4 Para el &rea que muestra la figura, grafique como una fun- 
ci6n de n para valores de n desde 1 hasta 10 si a = 80 mm y b = 60 mm. 
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*9.C5 El £rea que muestra la figura est& definida por la espiral logarft- 
mica r = ae 9/n con 0 S 0 < tt. Use un programa computational para determi- 
nar el producto de inercia del &rea respecto a los ejes xyy cuando a — 3 in. y 
a) n = 2, b) n = 2.5, c) n = 4. 

9.C6 Un £rea con momentos y productos de inercia conocidos l xy l y e 
Ixy se puede usar para calcular sus momentos y productos de inercia respec- 
to a los ejes x ' y t/' obtenidos al rotar los ejes originales en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj por un dngulo 0. Para el area del problema 9.74, 
utilice un programa computational y talcule v grafique I x > y I y ' e l x y * como 
funciones de 0 para 0 sfl ^ 90°. 

9.C7 Un alambre homog^neo con masa por unidad de longitud de 0.08 
kg/m se usa para formar la figura que se muestra. Aproxime esta figura usan- 
do 10 segmentos de recta y utilice un programa eomputacional para deter- 
minar el momento de inercia de masa l x del alambre respecto al eje x. Uti- 
lice dicho programa para determinar l x cuando a) a = 20 mm, L = 220 mm, 
h = 80 mm, b) a = 40 mm, L = 340 mm, h = 200 mm, c) a = 100 mm, L 
= 500 mm, h = 120 mm. 

9.C8 El £rea que muestra la figura se rota alrededor del eje x para for- 
mar un s6lido homog^neo de peso W. Aproxime esta &rea usando una serie 
de 400 rect£ngulos de la forma bcc‘b\ cada uno con ancho A/, y utilice un 
programa eomputacional para determinar el momento de inercia de masa del 
sdlido de revoluci6n respecto al eje x. Use dicho programa para resolver 
a) el problema 9.121, b) el problema 9.123. Suponga que en estos proble- 
mas W = 4 lb, a = 5 in. y h = 20 in. 



z 


Figura P9.C5 




9.C9 Una placa rectangular delgada de peso W se suelda a un eje ver- 
tical AB con el cual forma un angulo 6. Si W = 1 lb, a = 10 in. y b = 8 in., 
grafique, para valores de 0 desde 0 hasta 90°, el momento de inercia de ma- 
sa de la placa en relacidn con a) el eje y, b) el eje z. 



Figura P9.C9 
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*10.1. INTRODUCTION 

m£todo del trabajo En los capftulos anteriores los problem as relacionados con el equilibrio 
VIRTUAL de cuerpos rigidos se resolvieron al considerar que las fuerzas aplicadas 

sobre los mismos estaban balanceadas. Se plantearon y resolvieron las 
10.t lntroducci6n ecuaciones de equilibrio 2F X = 0, 2F ? , = 0 y 2M A = 0 para determinar 

10.2 Trabajo de una fuerza el valor de las incdgnitas. Sin embargo, un m£todo que ha resultado ser 

m£s eficiente para resolver cierto tipo de problemas de equilibrio es el 
basado en el principio de trabajo virtual , el cual fue utilizado por prime- 

il o.5 IlfqTnirreales. Eficiencia ra vez en el si g ln XVIH P or el matemiitico suizo Jean Bernoulli. 

mec^nica Como se vera en la seccion 10.3, el principio del trabajo virtual 

10.6 Trabajo de una fuerza durante un establece que si una particula o un cuerpo rfgido o en general un sis- 

desplazamiento flnito tern a de cuerpos rfgidos unidos, los cuales estan en equilibrio bajo la 

accidn de varias fuerzas extemas, se les aplica un desplazamiento arbi- 
trario a partir de la posicirin de equilibrio, el trabajo realizado por las 
fuerzas extemas durante el desplazamiento ser& cero. Este principio es 
efectivo cuando se aplica a la solucidn de problemas relacionados con 
el equilibrio de m&quinas o mecanismos que estan constituidos por va- 
rios elementos conectados entre si. 

En la segunda parte del capftulo se aplicara el m6todo del trabajo 
virtual en forma altemativa basada en el concepto de energta poten- 
tial. En la secci6n 10.8 se estudiar& que si una particula, cuerpo rfgi- 
do o sistema de cuerpos rigidos estdn en equilibrio, la derivada de la 
energfa potencial con respecto a la variable que define la posicirin de- 
be ser cero. 

Tambi^n en este capftulo se aprendera a evaluar la eficiencia me- 
c&nica de una maquina {seccion 10.5) y poder determinar si la posicidn 
de equilibrio es estable, inestable o neutra (seccidn 10.9). 



Flgura 10.1 


*10.2. TRABAJO DE UNA FUERZA 

Primero se definiran los conceptos de desplazamiento y trabajo como se 
usan en la mecdnica. Considere que la particula mostrada (figura 10.1) 
se mueve del punto A a un punto cercano A'. Si con r se denota el vec- 
tor de posicion correspondiente al punto A, el pequeno vector que une 
a A con A' debe representarse con el diferencial dr; al vector dr se le lla- 
ma desplazamiento de la partfcula. Suponga que sobre la particula actua 
una fuerza F, el trabajo de la fuerza F correspondiente al desplazamien- 
to dr se define como la cantidad 


dU = F-rfr (10,1) 

la cual se obtiene al formar el producto escalar del vector de fuerza F 
con el vector de desplazamiento dr. Si se representan con F y ds las 
magnitudes de la fuerza y el desplazamiento, respectivamente, y con a 
el angulo que forman los vectores F y dr y, recordando la definicidn 
del producto escalar de dos vectores (secci6n 3.9), se escribe 

dU = Fds cos a (10.1') 


Como el trabajo es una cantidad escalar , £ste tiene magnitud y signo 
pero no direccion. Tambi^n note que el trabajo debe estar expresado 
en unidades obtenidas al multiplicar unidades de longitud por unidades 
de fuerza. Asf, en el sistema de unidades de uso comun en Estados 
Unidos el trabajo se expresa en unidades de ft • lb o in. • lb. Pero si se 
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usan unidades del SI, entonces el trabajo se expresa en N • m. A csta 
unidad se le denomina joule (J). 1 

Con base en la ecuaci6n (10.1 ') se puede eonduir quc el trabajo 
dll es positivo si el angulo a es agudo y negativo si el angulo a es ob- 
tuso. Existen tres cases de in teres especial: si el vector fuerza F tiene 
la niisnia dircccion que el vector desplazamiento dr, entonces el tra- 
bajo (IV se reduce a F ds y pero si F tiene direccitfn opuesta a dr, en- 
tonces el trabajo se obtiene coino dU = -F ds. Por ultimo, si F es per- 
pendicular a d r, el trabajo dU es igual a cero. 

Tambi&i el trabajo dU de una fuerza F durante un desplazamiento 
dr se puede considerar coino el producto de F con la componente ds 
cos a del desplazamiento dr a lo largo de F (figura 10. 2a). Este cn- 
foque es muy practico cuando se desea determinar el trabajo realizado 



a) 

Figura 10.2 


b) 


por el peso W dc un cuerpo (figura 10.2/;). En este caso, el trabajo W 
es igual al producto de W y el desplazamiento vertical dy del centro 
de gravedad G del cuerpo. Si el desplazamiento es hacia abajo, el tra- 
bajo realizado es positivo, pero si el desplazamiento es hacia arriba, en- 
tonces el trabajo realizado sera negativo. 

Ilav cierto numero de fuerzas que se estudian en estaticay que no 
realizan trabajo : fuerzas aplicadas a puntos lijos (ds = 0) o (pie actuan 
en dircccion perpendicular al desplazamiento (cos a = 0). Dentro de 
este tipo de fuerzas se pueden citar las fuerzas de reaccion que se ge~ 
neran en pernos sin friccion cuando el cuerpo que se sostiene rota con 
respccto al porno; las fuerzas de reaccidn en superficies sin friccion 
cuando el cuerpo en contacto se mueve a lo largo de la superficie; la 
fuerza de reaccidn que genera un rodillo cuando se mueve a lo largo 
de un riel; el peso dc un cuerpo cuando su centro de gravedad se m ne- 
ve en forma horizontal, v la fuerza de friccion que una rueda genera 
cuando esta gira sin deslizarse (debido a que en todo instante el [jun- 
to de contacto no se mueve). Algunos ejemplos de fuerzas (]ue si rea- 
lizan trabajo son el peso del cueipo (excepto cn el caso considerado 
anteriormente), la fuerza de fricci6n que actua en un cuerpo que se 
desliza sobre una superficie rugosa y la mayorla de las fuerzas (pie ac- 
tuan sobre un cuerpo en movimiento. 
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Fotografia 10.1 Las fuerzas ejercidas por los 
cilmdros hidrbulicos para posicionar el elevador 
de canasta mostrado en la fotografia pueden 
determinarse de manera efectiva mediante el 
mbtodo del trabajo virtual; lo anterior es posible 
porque existe una relacion simple entre los 
desplazamientos de los puntos de aplicacibn de 
las fuerzas que actuan sobre los elementos del 
elevador. 


*E1 joule es la unidad de energia en las unidades del SI, sin importar si dicha energia 
estS en forma mec^nica (trabajo. energia potencial y energia cinctica), qufmica, elbetriea o 
tbrmica. Se debt; notar que aunque N ■ m = J, el momento de una fuerza debe expresar- 
se en N • in y no en joules, puesto que el momento de una fuerza no es ima forma de 
energia. 



562 


M6todo dQl trabajo virtual 


En ciertos casos, la suma del trabajo realizado por varias fucrzas 
es cero. Por ejemplo, considerense los dos euerpos rigidos AC y BC 
conectados en C mediante un pemo sinfriccion (flgura 10.3tf). Entre 
las fuerzas que actuan en AC esta la fuerza F ejercida en C por BC. 



Figura 10.3 



En general, el trabajo de esta fuerza no sera cero, pero este sera igual 
en magnitud v de signo opuesto al trabajo generado por la fuerza — F 
ejercida por AC sobre BC debido a que esta s fuerzas son iguales y 
opuestas v se aplican sobre la misma partfcula. Asf, cuando se considc- 
ra el trabajo total realizado por todas las fuerzas que actuan sobre AB 
v BC , el trabajo realizado por las dos fuerzas internas en C se anula. 
Se puede obtener una conclusion analoga al considerar un si stem a com- 
puesto de dos bloques conectados mediante una cuerda inextensible 
AB (figura 10.3/?). El trabajo de la fuerza de tension T en A es igual 
en magnitud al trabajo realizado por la fuerza de tensidn T' on B, de- 
bido a que estas dos fuerzas tienen la mis in a magnitud y los puntos A 
v B recorren la misma di stand a; sin embargo, en un caso el trabajo es 
positivo mientras que en el otro es negativo y, de nuevo, el trabajo rea- 
lizado por las fuerzas internas se cancela. 

Se puede demos trar que el trabajo total de las fuerzas internas que 
mantienen unido a un cuerpo rfgido es cero. En este caso, considere 
dos particulas A v B de un mismo cuerpo rfgido y dos fuerzas F v — F 
iguales v opuestas que actuan una sobre la otra (figura 10.4). Como en 



Figura 10.4 


general los desplazamientos pequenos dr y dr ' de las dos particulas son 
diferentes, las componentes de estos desplazamientos a lo largo de AB 
deben ser iguales; de otra nrianera, las particulas no pemianecenan a 
la misma distancia una con respecto a la otra, por tanto, el cuerpo 
no serfa rfgido. En este sentido, el trabajo de F es igual en magnitud 
v opuesto en signo al trabajo de — F, y su surna es cero. 

Al calcular el trabajo de las fuerzas extemas que actuan sobre un 
cuerpo rfgido es conveniente considerar el trabajo de un par sin con- 
siderar por separado el trabajo de cada una de las dos fuerzas que lo 


forman. Considere las dos fuerzas F y — F que forman un par de mo- 
mento M, las cuales actuan sobre un cuerpo rigido (figura 10.5). Cual- 
quier desplazamiento pequeno del cuerpo rigido que lleve a A v B a 
A' y B". respectivamente, puede dividirse en dos partes, una en la cual 
los puntos A y B sufren desplazamientos iguales dr\ y la otra en la 
cual A' permanece fijo mientras que B' se mueve a B" mediante un 
desplazamiento dr 2 de magnitud ds 2 — r dO. Durante la primera par- 
te del movimiento, el trabajo de F es igual en magnitud v opuesto en 
signo al trabajo de — F y por tan to su suma es cero. Sin embargo, en 
la segunda parte del movimiento solo la fuerza F hace trabajo y este 
es igual a dU = F ds 2 = Fr dO. Pero el producto Fr es igual a la mag- 
nitud M del momento del par. De esta manera, el trabajo de un par de 
mornento M que actua sobre un cuerpo rigido es: 

dU = M dd (10.2) 
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donde dO representa el angulo pequeno que rota el cuerpo, expresado 
en radianes. Se debe enfatizar nuevamente que el trabajo debe estar 
expresado en unidades que se obtienen al multiplicar unidades de 
fuerza por unidades de longitud. 

*10.3. PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL 

Considere una particula sobre la que actuan varias fuerzas Fj , F 2 , . . . , F n 
(figura 10.6). Suponga que la particula realiza un desplazamiento peque- 
no desde A hasta A', el cual en ocasiones es posible, pero no necesaria- 
mente sucede. Las fuerzas pueden estar balanccadas v la particula en re- 
poso o la particula puede moverse bajo la accidn de las fuerzas dadas en 
una direccion diferente a la de AA' . A este desplazamiento, denotado 
por Sr, se le llama desplazamiento virtual , puesto que en realidad no su- 
cede. El simbolo Sr representa una diferencial de primer orden y se le 
usa para distinguir el desplazamiento virtual del desplazamiento dr que 
podria suceder si la particula estuviera en movimiento. Como se vera 
mas adelante, los desplazamientos virtuales pueden usarse para determi- 
nar si se satisfaeen las condiciones de equilibrio de una particula dada. 

Al trabajo realizado por las fuerzas Fi, F 2 , . . . , F„ durante el des- 
plazamiento virtual Sr se le llama trabajo virtual. El trabajo virtual de 
todas las fuerzas que actuan sobre la particula de la figura 10.6 es 

8U = Fi • Sr + F 2 • Sr + • • * + F n • Sr 
= (Fj + F 2 + ■ ■ * + F n ) • Sr 

o 

SL 7 = R • Sr (10.3) 

donde con R se representa la resultante de las fuerzas dadas. Por tan- 
to, el trabajo virtual total realizado por las fuerzas F], F 2 , . . . , F w es 
igual al trabajo virtual realizado por su resultante R. 

El principio del trabajo virtual para una particula establecc que si 
una particula estd en equilibria , el trabajo virtual total de las fuerzas que 
actuan sobre la particula es cero para cualquier desplazamiento virtual 
de la particula. Asi, esta condicion necesaria establece que si la particu- 
la esta en equilibrio, la resultante R de las fuerzas es cero y, por tanto, 
se coneluye con base en la ecuacion (10.3) que el trabajo virtual 8U 
es cero. La condicion es suficiente para afirrnar que si el trabajo vir- 
tual 8U es cero para cualquier desplazamiento virtual, el producto escalar 
R • Sr es cero para cualquier Sr, y que la resultante R debe ser cero. 
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En el caso de un cuerpo rigido, el principio del trabajo virtual es- 
tablece que si el cuerpo rigido estd en equilibria, el trabajo virtual 
total de las fuerzas extemas que actuan sob re el cyuerpo rigido es cero 
para cualquier desplazamiento virtual del cuerpo. Esta condicion ne- 
cesaria establece que si el cuerpo esta en equilibrio, todas las partfcu- 
las que lo forman estan en equilibrio v el trabajo virtual total de las 
fuerzas que actuan sobre todas las partfculas debe ser cero. Pero en la 
secci6n anterior se vio que el trabajo total de las fuerzas internas es ce- 
ro, por tanto, el trabajo total de las fuerzas extemas tambien debe ser 
cero. Puede demostrarse que esta condicion tambien es suficiente. 

El principio del trabajo virtual se puede extender al caso de un sis- 
tema de cuerpos rigidos unidos. Si el sistema permanece unido durante 
un desplazamiento virtual, debe considerarse solo el trabajo de las 
fuerzas extemas al sistema puesto que el trabajo de las fuerzas inter- 
nas entre las diferentes uniones del sistema es cero. 


*10.4. APLICACIONES DEL PRINCIPIO 
DEL TRABAJO VIRTUAL 

El principio del trabajo virtual es particularmente efectivo cuando se 
aplica a la solucion dc problem as que involucran maquinas o mecanis- 
mos compuestos de varios cuerpos rigidos conectados entre si. Por 


V 



ejemplo, la prensa de banco ACB mostrada en la figura 10.7 a, la cual 
se usa para comprimir un bloque dc madera. Se desea determinar la 
fucrza ejercida por la prensa sobre el bloque cuando se aplica en C 
una fuerza P suponiendo que no hay friccion. Reprcsentando con Q la 
reaction que ejerce el bloque sobre la prensa, se dibuja el diagram a de 
cuerpo libre de la misma y se considera el desplazamiento virtual que 
se obtiene al incrementar en forma positiva el angulo 0 en 80 (figura 
10.7 b). Al seleccionar un sistema de ejes coordenados con origen en 
A, se nota que x B se incrementa mientras que ij c disminuye. En la fi- 
gura se muestra un incremcnto positivo 8x B y un incremento negative 
— dye- Las reacciones A r , A tJ y N no realizan trabajo durante el des- 
plazamiento virtual considerado y solo se debe calcular el trabajo rea- 
lizado por P y Q. Como Q v 8x B tienen sentidos opuestos, el trabajo 
virtual de Q es 8Uq = — Q 8x B . Como P y el incremento mostrado en 
la figura (—8y c ) tienen el mismo sentido, el trabajo virtual de P es 
— +P{— 8y c ) = — P Sy c . El signo negativo en la relacidn anterior 
pudo haberse previsto al observer que las fuerzas Q v P tienen, res- 


pectivamente, direcciones opuestas a los ejes positivos x v y. Si se ex- 10 4 Apiicaciones del principio del ggg 

presa las coordenadas x H y y c en t^rminos del dngulo 0 y diferencian- 
do, se obtiene 


x B = 2 1 sen 0 y c = / cos 0 

Sx/j = 2 l cos 0 80 8y c = ~l sen 0 80 


Por tanto, el trabajo virtual realizado por las fuerzas Q y P es 

8U = 8Uq + 8U P = -Q 8x b - P 8y c 
= -2 Ql cos 0 80 + Pi sen 0 80 

Estableciendo 8U = 0 se obtiene 

2QI cos 0 80 = Pi sen 0 80 (10.5) 

Q = {P tan 0 (10.6) 

En este probleina es clara la superioridad del metodo del trabajo 
virtual sobre las ecuaciones de equilibrio convericionales: al utilizar 
el metodo del trabajo virtual sc pudieron eliminar todas las reacciones 
desconocidas mientras que al plantear la ecuaeion dc equilibrio 'EM A = 
0 solo se hubieran podido eliminar dos de estas. Esta propiedad del 
metodo del trabajo virtual se puede utilizar para resolver problemas 
relacionados con mdquinas y mecanismos. Si el (lesplazamiento virtual 
considerado es consistente con las restricciones impnestas por los apotjos 
y uniones, todas las reacciones y las fuerzas intemas se eliminan y solo 
debe considerarse el trabajo de las cargos , las fuerzas aplicadas y las 
fuerzas de friccion . 

Tambien el metodo del trabajo virtual puede utilizarsc para re- 
solver problemas que involucran estructuras completamente restringi- 
das, aunque en realidad nunca se presenten los desplazamientos vir- 
tuales considerados. Por ejemplo, considere el armazon ACB mostrado 
en la figura 10.8a. Si se mantiene fijo el punto A mientras que al punto 
B se le aplica un desplazamiento \irtual horizontal (figura 10.8b), s6lo 
es necesario considerar el trabajo realizado por P y B t Entonces, se 
puede determinar el valor de la componente de reaccion B r de la misma 



Fotografia 10.2 La fuerza de agarre de la 
abrazadera de seguro que se presenta en la 
fotografia puede ser expresada como una funcidn 
de la fuerza aplicada a la manivela, 
estableciendo primero las relaciones geometricas 
entre los elementos de la abrazadera, para 
despu^s aplicar el metodo del trabajo virtual. 


y 
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forma en que se calculo la fuerza Q del ejemplo anterior (figura 10.7 b); 
por tanto, se obtiene 

B x = —^P tan 6 

En forma analoga se puede determinar la componente de la reaccidn 
A t al man ten er fijo el punto B y aplicar un desplazamiento virtual ho- 
rizontal al punto A. Las restantes componentes Ay y B t/ se pueden cal- 
cular rotando el armazon ACB como si fuera un cuerpo rigido, respec- 
tivamente, con relation a B y A. 

El metodo de trabajo virtual tambien se puede emplear para de- 
terminar la configuracion de un sis tern a en equilibrio sujeto a la accibn 
de varias fuerzas dadas. Por ejemplo, puede obtenerse el valor del an- 
gulo 6 para el cual el mecanismo de la figura 10.7 esta en equilibrio 
bajo la accion de las fuerzas P y Q resolviendo la ecuacidn (10.6) para 
tan 0. 

Es necesario senalar que lo atractivo del metodo del trabajo vir- 
tual depen de en gran rnedida de la existencia de relaciones geometri- 
eas simples entre los diferentes desplazamientos virtuales involucrados 
en la solucibn de cierto problem a dado. Cuando no es posible obtener 
dichas relaciones geom^tricas simples es necesario recur rir al metodo 
conventional de solucion expuesto en el capitulo 6. 


*10.5. MAQUINAS REALES. EFICIENCIA MECANICA 

Al hacer el an&lisis de la prensa de banco de la seccion anterior, se su- 
puso que no habia fuerzas de friccibn. Asi, el trabajo virtual consistfa 
solo en el trabajo de la fuerza aplicada P y de la fuerza de re accion Q. 
Note que el trabajo de la reaccidn Q es igual en magnitud v opuesto 
en signo al trabajo realizado por la fuerza ejercida por la prensa de ban- 
co sobre el bloque. Por tanto, la ecuacibn (10.5) expresa que el traba- 
jo de salida 2 Ql cos 6 86 es igual al trabajo de entrada Pi sen 6 86, Una 
maquina en la cual el trabajo de entrada es igual al trabajo de salida se 
le conoce como miquina “ideal”. Pero en una maquina “real” las fuer- 
zas de friccion siempre realizan trabajo, por lo que el trabajo de salida 
sera menor que el trabajo de entrada. 

Por ejemplo, considere la prensa de banco de la figura 10.7# y su- 
ponga que existe una fuerza de friccidn F entre el bloque deslizante B 
y el piano horizontal (figura 10.9). Con el uso de los metodos conven- 
cionales de la estatica y al sumar los momentos con respecto a A, se 
encuentra que N = P/2. Si se representa con fi el coeflciente de fric- 
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cion entre el bloque B y el piano horizontal, se tiene (pie F = fxN = 
/xP/2. Recordando las formulas (10.4), es posible determinar el trabajo 
virtual total de las fuerzas Q, P y F realizado durante el desplazamien- 
to virtual mostrado en la figura 10.9, esto es: 


8U = —Q 8x B — P 8tjc “ F 8x B 

= —2 Ql cos 6 80 + Pi sen 6 88 — jxPl cos 6 86 


Estableciendo 817 = 0, sc obtiene 


2 Ql cos 6 86 = PI sen 6 86 - fxPl cos 6 86 (10.7) 


la cual expresa que el trabajo de salida es igual al trabajo de entra- 
da menos el trabajo de la fuerza de fricci6n. Resolviendo para Q se 
tiene 


Q = {P { tan 6- ft) (10.8) 

Note que si tan 0 = (jl, entonces (7 = 0; esto sucede cuando 6 es igual 
al iiigulo de friccion <j). Por otra parte, si 6 < <j> entonces Q < 0. Por 
tanto, la prensa de banco puede usarse solo para valores de 6 mayores 
que el angulo de friccion. 

La eficiencia mecdnica de una maquina se define como la relacidn 




trabajo de salida 
trabajo de entrada 


(10.9) 


Es claro que la eficiencia mecdnica de una maquina ideal es 17 = 1, de- 
bido a que el trabajo de entrada es igual al trabajo de salida. Peru la 
eficiencia mecdnica de una maquina real siempre serd menor que 1. 

En el caso de la prensa de banco que se acaba de estudiar, se es- 
cribe 


trabajo de salida _ 2 Ql cos 6 86 
trabajo de entrada Pi sen 6 86 

Al sustituir el valor de Q de la ecuacion (10.8), se obtiene 


P(tan 6 — ii)l cos 6 86 
Pi sen 6 86 


= 1 — fJL cot 6 


( 10 . 10 ) 


Se puede comprobar que en ausencia de las fuerzas de friccion, fi = 0 
v 7} = 1. En genera], para valores de /x diferentes de cero, la eficien- 
cia 7 ) es cero cuando fx cot 6 = 1, esto es, cuando tan 6 = /ll, o 6 = 
tan -1 (jl = <f>. De nuevo se comprueba que la prensa de banco puede 
usarse s6lo para valores de 6 mayores que el angulo de friccidn <$>. 
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PROBLEMA RESUELTO 10.1 


Con el m^todo de trabajo virtual, determine la magnitud del par M requerido 
para mantener en equilibrio el mecanismo mostrado en la figura. 
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SOLUCION 

Al seleccionar un sistema de ejes coordenados con origen en E, se escribe 

x D = 3/ cos 6 8x l? = -31 sen 6 80 

Principio del trabajo virtual. Como las reacciones A, E* y E y no 
realizan trabajo durante el desplazamiento virtual, el trabajo virtual total rea- 
lizado por M y P debe ser cero. Note que tanto P como M actilan, respec- 
tivamente, en la direction positiva de x y 6, por lo que se puede escribir 

8U = 0: +M 86 + P 8x n = 0 

-hM 80 + P(—3l sen 6 86) = 0 

M = 3 PI sen 0 ◄ 





PROBLEMA RESUELTO 10.2 


Para el mecanismo mostrado en la figura, determine las expresiones para 6 
y para la tensi6n en el resorte que corresponden a la position de equilibrio. 
El resorte de constante k tiene una longitud sin estirar h. Por esto ignore el 
peso del mecanismo. 


rim 
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SOLUCION 


Con el sistema de coordenadas mostrado en la figura se tiene 

ys = / sen 6 y c * 21 sen 6 

8y B — l cos 6 86 8y c = 2 1 cos 6 86 

La elongacidn del resorte es 

s - y c ~ h = 21 sen 6 - h 

La magnitud de la fuerza ejercida en C por el resorte es 

F = ks = k(2l sen 6 - h) (1) 

Principio del trabajo virtual. Como las reacciones A*, A f/ y C no 
realizan trabajo, el trabajo virtual total realizado por P y F debe ser cero. 


8U = 0: 


P 8y # F 8y c — 0 

P(l cos 6 86) — k(2 1 sen 6 — h)(2l cos 6 86) = 0 


sen 6 = 


P + 2kh 
4 kl 



◄ 

◄ 


Si se sustituye esta expresion en (1), se tiene 


m 



PROBLEMA RESUELTO 10.3 

Una mesa de elevaci6n hidraulica se utiliza para levantar una caja 
de 1 000 kg. La mesa consiste de una plataforma y de dos meca- 
nismos identicos en los cuales los cilindros hidraulicos ejercen fuer- 
zas iguales (en la figura se muestran solo un mecanismo v un cilin- 
dro hidr£ulico). Los elementos EDB y CG miden 2 a de longitnd 
cada uno y el elemento AD se une median te un pemo al punto me- 
dio de EDB. Si la caja se coloca sobre la caja de manera que la mi- 
tad de su peso es soportado por el sistema mostrado en la figura, 
determine la fuerza ejercida por cada cilindro al levantar la caja pa- 
ra los valores de 0 = 60 °, a = 0.70 my L = 3.20 m. Este mecanis- 
mo se estudid previamente en el problema resuelto 6.7. 


SOLUCION 


La m£quina considerada consiste de la plataforma y del meca- 
nismo en el que se ejerce una fuerza de entrada F DH por medio 
del cilindro y una fuer/a de salida igual y opuesta a ^W. 

Principio del trabajo virtual. Observe primero que las 
reacciones en E y G no realizan trabajo. Al representar con y la 
elevaci6n de la plataforma sobre la base y con $ la longitud DH 
del sistema cilindro-pist6n, se escribe 


8U = 0 : 


-|w 8y + F dh 8s = 0 


El desplazamiento vertical 8y de la plataforma se puede expre- 
sar en terminos del desplazamiento angular 80 del elemento EDB 
de la siguiente forma: 

y = (EB) sen 6 = 2 a sen 6 
8y = 2a cos 6 86 

Para expresar 8s de una forma analoga en terminos de 80 , se 
aplica primero la ley de cosenos, 


Diferenciando, 


s 2 = a 2 + L 2 - 2 aL cos 6 


2s 8s = — 2aL (— sen 0) 80 


Sustituyendo los valores de 8y y 8s en (1), se escribe 


(-|W02fl cos e 80 + Fp H ———— 86 = 0 


Fdh ~ W— cot 0 


Con los datos numericos dados, se tiene 


W = mg = (1 (XX) kg)(9.81 m/s 2 ) = 9 810 N = 9.81 kN 
s 2 = a 2 + L 2 - 2 aL cos 6 

= (0.70) 2 + (3.20) 2 - 2(0.70)(3.20) cos 60° = 8.49 
s = 2.91 m 


O Q 1 |Y| 

Foh = w- cot 6 = (9.81 kN)— — cot 60° 
l 3.20 m 


RESOLUCION DE PROBLEMAS 
EN FORMA INDEPEN DIENTE 


En esta section se aprendio a utilizar el mftodo del trabajo virtual, el cual representa una alter- 
nate va diferente para resolver problemas relacionados con el equilibrio de los cuerpos rigidos. 

El trabajo realizado por una fuerza durante un desplazamiento de su punto de aplicacidn o 
por un par durante una rotation se puede determinar utilizando, respectivamente, las ccua- 
ciones (10.1) y (10.2): 

dU = F ds cos a (10.1) 

dU = Af dO (10.2) 

Principio del trabajo virtual . En su forma mas general y mas util, este principio se puede 
enunciar de la siguiente manera: si un sistema de cuerpos rigidos unidos esta en equilibrio , 
el trabajo virtual total de las fuerzas extemas aplicadas al sistema es siempre cero para 
cualquier desplazamiento virtual que experimente el sistema. 

Cuando se quiera aplicar el principio del trabajo virtual, es importante tener presente lo si- 
guiente: 

1. Desplazamiento v irtuaL Una maquina o inecanismo en equilibrio no tiene ninguna ten- 
dencia a moverse. Sin embargo, se puede causaro imaginarun desplazamiento pequeno. Como 
en realidad dicho desplazamiento no ocurre, a este se le conoce corno desplazamiento virtual. 

2. Trabajo virtual. Al trabajo realizado por una fuerza o un par durante un desplaza- 
miento virtual se le conoce como trabajo virtual. 

3. Se deben considerar sdlo las fuerzas que realizan trabajo durante el desplaza- 
miento virtual. Es importante recordar que, cuando se calcula el trabajo virtual, solo deben 
ser consideradas las eomponentes del desplazamiento virtual paralelas a una fuerza dada. 
£sta es la razon por la que, por ejemplo, en el problema resuelto 10.2 solo se determine el 
desplazamiento vertical del pemo B . 

4. Las fuerzas que no realizan trabajo durante un desplazamiento virtual que es consis- 
tente con las restricciones impuestas sobre el sistema son: 

a) Las reacciones en los apovos 

b) Las fuerzas intemas en las uniones 

c) Las fuerzas ejercidas por cables y cuerdas inextensibles 

Ninguna de esta s fuerzas debe tomarse en cuenta al utilizar el inetodo del trabajo virtual. 

.5. Se debe estar seguro de que los diversos desplazamientos virtuales relacionados 
con los cdlculos est£n expresados en t^rminos de un solo desplazamiento virtual. Esto se 
realizd en cada uno de los trcs problemas resueltos de esta seccidn, donde todos los despla- 
zamientos virtuales fueron expresados en t^rminos de 80. Ademas, los desplazamientos vir- 
tuales que contienen tenninos de un orden igual o mayor al segundo orden [por ejemplo, 
(S0) 2 y (&r) 2 ] pneden ignorarse cuando se calcula el trabajo virtual. 

6. Se debe recordar que el metodo del trabajo virtual s6lo es efectivo en aquellos 
casos en donde la geometria de los sistemas permite relacionar de una forma simple los des- 
plazamientos involucrados en el an&lisis. 

7 . El trabajo de una fuerza F ejercida por un resorte durante un desplazamiento 
virtual 8x est£ dado por 8V = F8x. En la lection siguiente se determinar^ el trabajo de la 
fuerza ejercida por un resorte realizado durante un desplazamiento finito. 






Problemas 


10.1 y 10.2 Determine la fuerza vertical P que debe aplicarse cn G 
para mantener el equilibrio del mecanismo que muestra cada figura. 




Figura P10.2 y P1Q.4 


10.3 y 10 A Determine el par M que debe aplicarse en el elemento 
DEEG para mantener el equilibrio del mecanismo que muestra cada figura. 


10.5 Determine la fuer/a horizontal P que debe aplicarse en A para 
mantener el equilibrio del mecanismo que muestra la figura. 

10.6 Un resorte sin estirar, cuya constante es igual a 720 N/m, est& 
unido a los pernos ubicados en los puntos Cel del mecanismo que mues- 
tra la figura. El perno en B est& unido al elemento BDE y se puede deslizar 
libremente a lo largo de una ranura en la placa fija. Determine la fuerza en 
el resorte v el desplazamiento horizontal del pun to H cuando una fuerza ho- 
rizontal de 90 N, dirigida hacia la derecha, se aplica a) en el punto G, /;) cn 
los puntos G y H. 



Figura P10.6 y P10.7 


6(1 lh 



1 0.7 Un resorte sin estirar, cuya constante es igual a 720 N/m, estd unido 
a los pernos local izados en los puntos Cel del mecanismo que muestra la figu- 
ra. El pemo en B esta unido al elemento BDE y se puede deslizar libremente a 
lo largo de una ranura en la placa fija. Determine la fuerza en el resorte v el des- 
plazamiento horizontal del punto H cuando una fuerza horizontal de 90 N, di- 
rigida hacia la derecha, se aplica a) en el punto E, b) en los puntos DyE. 
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Figure P10.8 


10.8 El mecanismo de das barras que muestra la figura se sostiene 
mediante un soporte de pemo coloeado en B y un collarin puesto en D, el 
cual se desliza libremente sobre una barra vertical. Determine la fuerza P 
requerida para mantener el equilibrio del mecanismo. 


1 0.9 Dado que la linea de accidn de la fuerza Q pasa por el punto C 
del mecanismo que muestra la figura, obtenga una expresion para determi- 
nar la magnitud de la fuerza Q requerida para mantener el equilibrio. 



Figura PI 0.9 
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10.10 El mecanismo que muestra la figura esta sometido a la accion 
de la fuerza P. Encuentre una expresidn para determinar la magnitud de la 
fuerza Q requerida para mantener el equilibrio. 




Figura PI 0.1 2 



Figura P10.10 

10.11 El mecanismo que muestra la figura esta sometido a la accion 
de la fuerza P. Encuentre una expresion para determinar la magnitud de la 
fuerza Q requerida para mantener el equilibrio. 



10. 12 Una puerta para estacionamiento con travesano superior y peso W 
consiste en un panel rectangular uniforme AC sostenido por dos conjuntos de 
rollos antifriction Ay B que se deslizan, respectivamente, en un canal vertical y 
uno horizontal. Para mantener la posicidn que muestra la figura, la puerta se sos- 
tiene mediante un cable que va unido a la puerta a la mitad del extremo supe- 
rior. Exprese la tensidn T presente en el cable en terminos de W 9 a, b v 0. 
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1 0.1 3 Una mesa de altura extensible y doble tijera se utiliza para levan- 
tar un eomponente de maquina de 450 kg. La mesa consiste en una platafor- 
ma y dos mecanismos identicos sobre los cuales ejercen fuerzas iguales cilin- 
dros hidr&ulicos (la figura muestra solo un mecanismo y un cilindro hidr&uli- 
co). Cada elemento del mecanismo tiene longitud de 600 mm, y los pernos 
C y G est&n en los puntos medios de sus respectivos elementos. El cilindro 
hidrdulico esfci atornillado a la base de la mesa en A y en el punto F que se 
encuentra a 150 mm de E. Si el eomponente se coloca sobre la mesa de tal for- 
ma que la mitad de su peso est£ soportado por el sistema que muestra la figu- 
ra, determine la fuer/a ejercida por cada cilindro cuando 0 = 30°. 



Figura P10.13 y P10.14 


10.14 Una mesa de altura extensible v doble tijera se utiliza para le- 
vantar un eomponente de miquina de 450 kg. La mesa consiste en una pla- 
taforma y dos mecanismos identicos sobre los cuales ejercen fuerzas iguales 
cilindros hidraulicos (la figura muestra sdlo un mecanismo y un cilindro hi- 
draulico). Cada elemento del mecanismo tiene longitud de 600 mm, y los 
pernos C y G estan en los puntos medios de sus respectivos elementos. El 
cilindro hidraulico esta atornillado a la base de la mesa en A y en el punto F 
que se encuentra a 150 mm de E. Si el eomponente se coloca sobre la me- 
sa de tal forma que la mitad de su peso quede soportada por el sistema que 
se muestra, determine el valor minimo permisible de 0 si la fuerza maxima 
que puedo ejercer cada cilindro es de 35 kN. 

10.15 a 10.17 Encuentre una expresion para determinar la magnitud 
del par M requerido para mantener el equilibrio del mecanismo que mues- 



Figura P10.17 


Figura P10.15 


Figura P10.16 
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10.18 El pasador colocado en C esta unido al elemento BCD v pue- 
de deslizarse a lo largo de la ranura de la placa fija que muestra la figura. Sin 
tomar en cuenta el efecto de la friccion, eneuentre una expresi6n para de- 
terminar la magnitud del par M requerido para mantener el equilibrio cuan- 
do la fuerza P, que actila en D, esta orientada a) en la forma indicada por la 
figura, b) verticalmente hacia abajo, c) horizontal mente hacia la derecha. 

10.19 Una fuerza P de 1 kip se aplica sobre el pistdn del sistema mo- 
triz que muestra la figura. Si AB = 2.5 in. v BC = 10 in., determine el par 
M requerido para mantener el equilibrio del sistema cuando a) 0 = 30°, 
b) e = 150°. 


B 



Figura PI 0.1 9 y P10.20 


10.20 Una par M con magnitud de 75 lb * ft se aplica sobre la mani- 
vela del sistema rnotriz que muestra la figura. Si AB ~ 2.5 in. y BC = 10 in., 
determine la fuerza P requerida para mantener el equilibrio del sistema c uan- 
do a) 6 = 60°, b) 0 = 120°. 

10.21 Para el mecanismo que muestra la figura, determine la fuerza 
P requerida para mantener el equilibrio cuando a = 450 mm, M = 27 N ■ 
m y 6 = 30°. 



10.22 Para el mecanismo que muestra la figura, determine el par M 
requerido para mantener el equilibrio cuando a = 600 mm, P = 135 N y 


e = 40°. 


10.23 Determine el valor de 0 que corresponde a la posici6n de equi- 
librio del mecanismo del problema 10.9 cuando P = 60 I b y Q = 75 lb. 

10.24 Determine el valor de 6 , donde 0 ^ 0 < 90°, que corresponde 
a la posicidn de equilibrio del mecanismo del problema 10.16 cuando / =* 250 
mm, P = 60 N v Af = 13.5 N * m. 
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10.25 En la figura se muestra una barra delgada de longitud l unida 
a un collarin en B v apovada sobre una porcion del cilindro circular de radio 
r. Sin tomar en cuenta el efecto de la friccion, determine el valor de 0 que 
eorresponde a la position de equilibrio del mecanismo cuando l = 15 in., 
r = 4.5 in., P = 15 lb y Q = 30 lb. 



10.26 En la figura se muestra una barra delgada de longitud / unida 
a un collarin en B y apoyada sobre una porcion del cilindro circular de radio 
r. Sin tomar en cuenta el efecto de la friccion, determine el valor de 0 que 
eorresponde a la position de equilibrio del mecanismo cuando l = 14 in., 
r = 5 in., P = 75 lb y Q = 150 lb. 

10.27 En el problema 10.12, considere que a = 42 in., b = 28 in. y 
W = 160 lb, determine la tensidn T presente en el cable AE cuando la puerta 
cste sostenida en la posicidn para la cual BD = 42 in. 

10.28 En la figura se muestra una barra delgada AB unida al collarin 
A y apoyada sobre una pequena rueda en C. Sin tomar en cuenta el radio de 
la rueda ni el efecto de la friccion, determine el valor de 6 que eorresponde 
a la position de equilibrio del mecanismo cuando P = 75 N y Q = 135 N. 

1 0.29 Una fuerza P se aplica a la resbaladera C, como indica la figura. 
La constantc del resorte es de 1.6 kN/m, v el resorte se encuentra sin 
estirar cuando el elemento BD esta en posicion horizontal. Sin tomar en cuen- 
ta la friccion entre la resbaladera y la barra gma, y sabiendo que BC = BD = 
150 i rim, determine la magnitud de P para la cual 9 = 25° cuando el sistema 
estii en equilibrio. 



Figura P10.28 



Figura PI 0.29 


10.30 En la figura se muestran dos barras AD y DC, las cuales se co- 
nectan entre si mediante un pemo colocado en D y un resorte en AG. Si el 
resorte tiene longitud de 300 mm cuando se encuentra sin estirar v su cons- 
tante es de 5 kN/m, determine el valor de x que eorresponde al equilibrio 
cuando se aplica una carga de 900 N en E. 



Figura P10.S0 


1 0.31 Resuelva el problema 10.30, suponiendo que la carga de 900 N 
se aplica on C en vez de en E. 
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10.32 En el ineeanismo que muestra la figura, el bloque A puede mo- 
verse libremente en su gufa y se apoya sobre un resorte euya constante es 
igual a 2.5 kN/m, el cual se encuentra sin deformar cuando 6 = 45°. Para la 
carga mostrada, determine el valor de 6 correspondiente a la posidbn de 
equilibrio. 

1 0.33 Una fuerza vertical P de 150 lb de magnitud se aplica en el pu Ti- 
to B del ineeanismo que muestra la figura. El resorte, euya constante es igual 
a 12.5 lb/in., se encuentra sin estirar cuando AB v BC est&n en posicibn ho- 
rizontal. Sin tomar en cuenta el peso del mecanismo, determine el valor de 
d correspondiente a la posicibn de equilibrio. 



P 

Figura PI 0.33 y PI 0.34 





Figura P10.35 


10.34 Una fuerza vertical P se aplica en el pun to B del mecanismo 
que muestra la Pigura. La constante del resorte es de 12.5 lb/in., y bste se en- 
cuentra sin estirar cuando AB v BC estan en posicibn horizontal. Sin tomar 
en cuenta el peso del mecanismo, determine la magnitud de P para la cual 
6 = 25° cuando cl mecanismo este en su posicibn de equilibrio. 

10.35 Una fuerza horizontal P de 40 lb de magnitud se aplica cn el 
pun to C del mecanismo que muestra la figura. El resorte es de constante 
k = 9 lb/in., y se encuentra sin estirar cuando 0 = 0. Sin tomar en cuenta el 
peso del mecanismo, determine el valor do 0 correspondiente a la posicion 
de equilibrio. 

10.36 y 10.37 Si la constaf^ulol resorte CD mostrado en eada figura 
es k v este se encuentra sin estirar cuando 0 = 0, determine el valor de 0, 
donde 0 ^ 0 ^ 90°, correspondiente a la posicibn de equilibrio del si sterna 
para los datos indicados. 

10.36 V = 150 lb, l = 30 in., k = 40 lb/in. 

10.37 P = 6(X) N, l = 800 mm, k = 4 kN/m 



Figura P10.36 


Figura PI 0.37 
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10.38 Una cuerda se enrolla alrededor del tambor A, el eual esta 
conectado al elemento AB como indica la figura. El bloque D unido al es- 
labrin CD, se puedc mover libremente en su gufa. Sin tomar en cuenta la 
masa de AB , v sabiendo que el resorte tiene constante de 800 N/m y se en- 
cuentra sin deformar cuando 0 = 0, determine el valor de 6 correspondiente 
a la posicirin de equilibrio cuando se aplica una fuerza descendente P de 
480 N de magnitud, en el extremo de la cuerda. 

10.39 La palanca AB mostrada en la figura esta unida al eje horizon- 
tal BC que pasa a trav^s del cojinete v estd soldado sobrc el apoyo fijo lo- 
calizado en C. La constante torsional del resorte del eje BC es K ; esto es, se 
requiere un par de magnitud K para rotar en 1 radian el extremo B del eje. 
Si el eje no esta sometido a torsion cuando la palanca AB tiene posicion ho- 
rizontal, determine el valor de 6 correspondiente a la posicion de equilibrio 
si P = 2 kN, / = 250 mm v K = 225 N • m/rad. 



Figura P10.39 



10.40 Resuelva el problema 10.39, suponiendo que P = 6.3 kN, 
/ = 250 mm v K = 225 N * m/rad. Obtenga respuestas en cada uno de los 
siguientes cuadrantes: 0 < 6 < 90°, 270° < 0 < 360° y 360° < 0 < 450°. 


1 0.41 La posicidn de la manivela BCD se controla por medio del cilin- 
dro hid rau lico AB como indica la figura. Para la carga mostrada, determine 
la fuerza ejercida por cl cilindro hidraulico sobre el pasador B cuando 
0 = 60 3 . 



21 in 


-S in — 


Figura PI 0.41 y PI 0.42 


1 0.42 La position de la manivela BCD se controla por medio del cilin- 
dro hidrdulico AB como indica la figura. Sabiendo que en la posicidn mostrada 
el cilindro hidraulico ejerce una fuerza de 105 lb sobre el pasador B, deter- 
mine el valor del angulo 6. 

10.43 U na cuerda se enrolla alrededor de un tambor de radio a y el 
cual esta atornillado en A como indica la figura. El resorte, cuya constante 
es igual a 15 lb/in., se encuentra sin estirar cuando 0 = 0. Si a = 7.5 in. y sin 
tomar en cuenta el peso del tambor, determine el valor de 0 correspondiente 
a la posicion de equilibrio cuando se aplica una fuerza descendente P, de 12 
lb de magnitud, en el extremo de la cuerda. 

10.44 Para el mecanismo que muestra la figura, determine la fuerza 
P requerida para mantener el equilibrio cuando M = 320 lb • in. 



tp 

Figura PI 0.43 
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10 in 



Figura PI 0.45 


10.45 La posicion del elemento ABC se controla mediante un cilin- 
dro hidr&ulico CD. Para la carga mostrada, determine la fuerza que ejerce 
el cilindro sobre el pemo C cuando 6 = 60°. 

10.46 El brazo de extensi6n teleseopica ABC es utilizado para levan- 
tar nna plataforma eon trabajadores de la construccidn. El peso conjunto de 
los trabajadores v la plataforma es de 500 lb, y su centro de gravedad coin- 
binado se localiza directamente por encima de C. Para la posicion en que 
0 = 20°, determine la fuerza ejercida sobre el pasador B por el cilindro 
hidraulico unico BD. 



1.5 ft 


Figura P10.46 


10.47 Un bloque de peso W se jala mediante una fuerza P dirigida 
hacia arriba de un piano inclinado a un Angulo a respeeto a la horizontal. Si 
fx es el coeficiente de friceion entre el bloque y el piano, encuentre una ex- 
presion para la efieiencia mecaniea del sistema. Tamilian, demuestre que la 
efieieneia mecaniea no puede ser mayor a \ si se desea que el bloque per- 
inanezca en su lugar al retirar la fuerza P. 

10.48 Si el coeficiente de friccidn estatica entre el eollarin C y la barra 
vertical se denota mediante /x*, encuentre una expresidn para detenninar la 
magnitud ui&xima del par M con el cual se mantiene el cquilibrio del sistema 
en la posicidn mostrada en la figura. Explique lo que sucederfa si fx s ^ tan 8. 



1 0.49 Si el coeficiente de friceion est&tica entre el eollarin C y la barra 
vertical es de 0.30, determine las magnitudes maxima y minima del par M 
necesario para mantener al sistema equilibrado en la posici6n que muestra 
la figura cuando 0 = 35°, / = 500 mm y P — 4(X) N. 
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10.50 Si el coeficiente de friction estatica entre el bloque unido a la 
barra ACE y la superficie horizontal que muestra la figura se denota median - 
te encuentre expresiones en t^rminos de P, /a s y 0 para determinar las 
magnitudes maxima y minima de la fuerza Q requerida para mantener al sis- 
tema en equilibrio. 

1 0.51 Si el coeficiente dc friccidn estatica entre el bloque unido a la ba- 
rra ACE y la superficie horizontal que muestra la figura es de 0.15, determine 
las magnitudes maxima v minima de la fuer/a Q requerida a fin de que el sis- 
tema se mantenga en equilibrio cuando 0 = 30°, / = 200 mm v P = 4 ON. 

1 0.52 Encuentre una expresion para determinar la eficiencia mec£ni- 
ca del gato analizado en la section 8.6. Demuestre que si el gato debe ser 
autobloqueante, la eficiencia mecanica no puede exceder de 

10.53 Utilice el mcStodo del trabajo virtual y determine por separado la 
fuer/a y el par que representan la reaccidn en el apoyo A de la viga mostrada 
en la figura. 



Figura P10.50 y P10.51 


300 mm 300 mm 240 nun 



10.54 Utilice el metodo del trabajo virtual y determine la reaccirin en 
el pi into D de la viga que muestra la figura. 

1 0.55 En referencia al problema 10.41, y con el valor encontrado para 
la fuerza ejercida por el cilindro hidriuilico AB , determine el cambio re- 
querido en la longitud de AB para elevar en 1.2 in. la carga de 120 lb. 

1 0.56 En referencia al problema 10.46, y con el valor encontrado para 
la fuerza ejercida por el cilindro hidraulico BD , determine el cambio requerido 
en la longitud de BD para elevar en 2.5 in. la platafonna que se une en C. 

1 0.57 Para la armadura mostrada en la figura. determine el movimien- 
to vertical del nudo C si la longitud del elemento FG se incrementa en 30 
mm. (Sugeretwia: Aplique una carga vertical en el nudo C y, empleando los 
metodos del capitulo 6, determine la fuerza ejercida por el elemento FG so- 
bre los nudos F y G. Despues, aplique el metodo del trabajo virtual para un 
desplazamiento virtual equivalent e al i n creme n to en la longitud del elemen- 
to FG. Este metodo debe usarse unicamente cuando se ticnen earn bios pe- 
quenos en la longitud de los elementos.) 
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Figura PI 0.57 y PI 0.58 


1 0.58 Para la armadura que muestra la figura, determine el movimien- 
to horizontal del nudo C cuando la longitud del elemento FG se incremen- 
ta en 30 mm. (Vea la sugerencia del problema 10.57.) 
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*10.6. TRABAJO DE UNA FUERZA DURANTE 
UN DESPLAZAMIENTO FINITO 


Considere una fuerza F que actua sobre una particula. El trabajo de F 
correspondiente a un desplazamiento infinitesimal dr de la particula se 
defini6 en la seccion 10.2 como 


dU = F - dr 


( 10 . 1 ) 


El trabajo de F correspondiente a un desplazamiento finito de la particu- 
la desde A x hasta A 2 (figura 10. 10a) se denota con L 7 1 _ 2 y se obtiene inte- 
grando la ecuacion (10.1) a lo largo de la curva que sigue la particula: 



( 10 . 11 ) 


Con la expresion altemativa 

dU= Fdscos a (10.1') 


dada en la seccion 10.2 para el trabajo elemental dU , tambien es posi- 
ble expresar el trabajo IJ 1^2 como 

U i_* 2 = fV cos a) ds (10.11') 



dondc la variable de integration s mide la distancia recorrida por la 
particula a lo largo de su trayeetoria. Tambien el trabajo l/i _2 esta re- 
presentado por el area bajo la curva que se obtiene al graficar F cos a 
contra $ (figura 10.10b). En el caso de que la magnitud de la fuerza F 
que actua en direccion del movimiento es constante, entonees de la 
formula (10. 1 1 f ) se obtiene que l/|— 2 = F ($2 ” Vi). 

Si se recuerda la seccion 10.2, el trabajo de un par de momento 
M que se genera durante una rotacibn infinitesimal dd de un cuerpo 
rigido es 

dU = M dd (10.2) 

entonees el trabajo de un par durante una rotacitfn finita del cuerpo 
puede expresarse como: 



En el caso de un par de magnitud constante, de la f6rmula (10.12) se 
obtiene: 


= M(0 2 - 6b) 


Trabajo de un peso. En la secci6n 10.2 se establecid que el tra- 
bajo de un peso W de un euerpo durante un desplazamiento infinite- 
simal de 6ste es igual al producto de W y el desplazamiento vertical 
del centro de gravedad del euerpo. Si el eje y se dirige hacia arriba, 
entonees el trabajo de W realizado durante un desplazamiento finito 
del euerpo (figura 10.11) se obtiene escribiendo 

dU = -W dy 

Integrando desde A a hasta A 2 , se tiene 

I/ 1-2 = ~r W dy = W (/l - Wy 2 (10.13) 

''/t 

O 

(7^2 = -W(y 2 - y A ) = —W Ay (10.13') 

donde Ay representa el desplazamiento vertical desde A a hasta A 2 . For 
tanto, el trabajo del peso W es igual al producto de W y el desplazamiento 
vertical del centro de gravedad del euerpo. Note que el trabajo es positivo 
cuando Ay < 0, esto es, cuando el euerpo se tnueve hacia ahajo. 

Trabajo de la fuerza ejercida por un resorte. Considere un 
euerpo A unido a un punto fijo B por medio de un resorte; se supone 
que el resorte esta sin estirar cuando el euerpo esta en A 0 (figura 10. 1 2a). 
La evidencia experimental muestra que la magnitud de la fuerza F ejer- 
cida por el resorte sobre el euerpo A es directamente proporcional a la 
deflexion x del resorte, medida a partir de la posicion A 0 . Esto es: 

F = fcx (10.14) 

donde k es la constante del resorte expresada en N/m si se usan unida- 
des del SI y en lb/ft o Ib/in. si se utilizan las unidades de uso comun 
en Estados Unidos. El trabajo de la fuerza F ejercida por el resorte 
durante un desplazamiento finito del euerpo desde A i(x = x A ) hasta 
A 2 (x = x 2 ) se obtiene escribiendo 

dU = — F dx = —kx dx 

Lb — 2 = — l kx dx = 2 kx* — \kx\ (10.15) 

Se debc tener cuidado de expresar a k y x en unidades consistentes. 
Por ejemplo, si se emplean las unidades de uso comun en Estados Uni- 
dos, entonees k debe expresarse en lb/ft y x en pies o k en lb/in. y x en 
pulgadas; en el primer caso, el trabajo se obtiene en ft • lb y en el se- 
gundo en in. * lb. Ademas, note que el trabajo de la fuerza F ejercida 
por el resorte sobre el euerpo es positivo cuando x 2 < x A , esto es, cuan- 
do el resorte esta regresando a su posicion sin estirar. 

Como la ecuacidn (10.14) representa la ecuacidn de una linea recta 
que pasa por el origen con una pendiente k , el trabajo de F du- 

rante el desplazamiento desde A\ hasta A 2 se puede obtener al evaluar 
el area bajo la curva del trapezoide mostrado en la figura 10.127?. Esto 
puede hacerse al calcular los valores de F } y F 2 y multiplicand© la base 
Ax del trapezoide por su altura media ^(F A + F 2 ). Como el trabajo de 
la fuerza F ejercida por el resorte es positivo para un valor negativo de 
Ax entonees, se puede escribir 

l'i^2 = -|(F, + F 2 ) Ax (10.16) 

La formula (10.16) es usualmente mas util que la fdrmula (10.15), de- 
bido a que en £sta se reducen las posibilidades de confundir las uni- 
dades involucradas. 


10.6. Trabajo d© una fuerza durante un CO i 
desplazamiento finito 



Resorte sin do For mar 



a) 





b) 

Figura 10.12 
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Vi 


Fi g u ra 10.11 ( repetida) 


Resorte sin deformar 



Figura 10.12a ( repetida ) 


*10.7. ENERGIA POTENCIAL 

Considere otra vez el cuerpo dc la figura 10. 11, en donde se observa con 
base cn la ecuacidn (10.13) que el trabajo del peso W durante un desplaza- 
miento finito se obtiene al restar el valor de la funcion Wy correspondiente 
a la segunda posicion del cuerpo de su valor correspondiente a la primcra 
position. Por tan to, el trabajo de W es independientc de la travectoria que 
se siga; esto es, s6lo dcpende de los valores iniciales y finales de la funcion 
Wy. A esta funcion se le llama energia potencial del cuerpo con respecto a 
la fuerza de gravedad W v se le represen ta con \y Por tanto, se escribe 

V^2 = (V g )! - (V g ) 2 con V g = Wy (10.17) 

Note que si (V g ) 2 > (V*)^ esto es, si la energia potencial se incrementa 
durante el desplazamiento (como sucede en el caso considerado aqui), 
el trabajo U es negativo. Por otra parte, si el trabajo de W es positi- 
vo, la energia potential disminuve. Por tanto, la energia potencial V g del 
cuerpo proporeiona una medida del trabajo que puecle ser realizado por 
su peso W. Como en la formula (10.17) solo se involucran los camhios 
en la energia potencial v no el valor real de V g9 entonces se puede agre- 
gar una constante arbitraria a la expresidn obtenida para V g . En otras pa- 
labras, el nivel de referenda a partir del cual se mide la elevation y se 
puede seleccionar arbitrariarnente. Notese que la energia potencial es- 
ta expresada en las misrnas unidades que el trabajo, es decir, en joules 
(J) si se usan unidades del SI f yen ft * lb o en in. • lb si se utilizan las uni- 
dades de uso cornun en Estados Unidos. 

Considere ahora el cuerpo mostrado en la figura 10. 1 2a; se nota con 
base en la ecuaeidn (10.15) que el trabajo de la fuerza eUistica F se ob- 
tiene til restar el valor de la funcion \kx 2 correspondiente a la segunda 
posicion del cuerpo del valor correspondiente a la primera position del 
mis mo. Esta funcidn se represen ta con V e y se le llama energia poten- 
cial del cuerpo con respecto a la fuerza eldstica F. Por tanto, se escribe 

L'i -2 = (VJ , - (V,) a con V, = \kx 2 ( 1 0. 18) 

y se observa que durante el desplazamiento considerado, el trabajo de 
la fuerza F ejercida por el resort e sobre el cuerpo es negativo v por tan- 
to la energia potential V r se incrementa. Note que la oxpresion que se 
obtuvo para V e es valida solo si la elongation del resorte se mide a par- 
tir de la posicidn sin deformar del in is mo. 

El concepto de energia potencial se puede extender a otros tipos 
de fuerzas (life rentes a las gravitatorias y elasticas aqui con side radas. 
Este sigue siendo valido mientras el trabajo elemental dU de las fuer- 
zas bajo consideration sea una diferencnal exacta . Por tanto, es posible 
encontrar una funcion V, 11am ada energia potencial, tal que 

dU = —dV (10.19) 

Integrando la ecuacion (10.19) sobre un desplazamiento finito, se ob- 
tiene la formula general 

V 2 (10.20) 

la cual expresa que el trabajo de la fuerza es independiente de la trayec - 
toria se guide y es igual al valor negativo del cambio en energia poten- 
cial. Una fuerza que satisface la ecuacion (10.20) se dice que es una fuer- 
za conservation} 

f \Y;ase la nota ill pie de la pagina 561 de estc capftnlo. 

*Eii la secci6n 13.7 de Din/imica se presenta una exposici6n detailada de las fuerzas con- 
servativas. 


10.8. Energia potencial y equilibrio 583 


*10.8. ENERGIA POTENCIAL Y EQUILIBRIO 

La aplicacion del principio del trabajo virtual se simplifica en forma con- 
siderable cuando se conoce la energfa potencial del sistema. En el ca- 
so de un desplazamiento virtual, la formula (10.19) se transforma en 
8U = —SV. Ademas, si la posicion del sistema esta definida por una so- 
la variable independiente 0 , entonces se puede escribir que SV = (dV/ 
d0) 86 . Como 86 debe ser dife rente a cero, la condicidn 811 = 0 para 
que el sistema se conserve en equilibrio ahora se transforma en 

f-0 (10.21) 


Por tanto, en t£rminos de la energfa potencial, el principio del trabajo 
virtual cstablece que si un sistema esta en equilibrio , la derivada de su 
energia potencial total es cero. Si la posicion del sistema depende de di- 
versas variables independientes (esto es, si el sistema tiene varios gra- 
des de libertad ), las derivadas parciales de V con respecto a cada una 
de las variables independientes debe ser cero. 

Por ejemplo, consider© una estructura hecha de dos elementos AC 
y CB que sostiene una carga W en C. La estructura se sostiene median - 
te un pemo en A y un rodillo en B y un resorte BD une B al punto fi- 
jo D (figura 10.13# ). El resorte tiene una constant© k y se supone que 
su longitud natural es igual a AD y, por tanto, el resorte estif sin estirar 
cuando B coincide con A. Sin tomar en cuenta las fuerzas de friccidn y 
el peso de los elementos, se encuentra que las linicas fuerzas que rea- 
lizan trabajo durante un desplazamiento de la armadura son el peso W 
y la fuerza F ejercida por el resorte en el punto B (figura 10.13/;). De 
esta manera, la energfa potencial total del sistema se obtiene al sumar 
la energfa potencial V g correspondiente a la fuerza de gravedad W v la 
energfa potencial V e correspondiente a la fuerza elastica F. 

Al seleccionar un sistema de ejes coordenados con origen cn A y 
observer que la elongacidn del resorte medida a partir de su posicion 
sin estirar es AB — x B) se escribe 

v f = ifccl v K = Wtjc 

Expresando las coordenadas x $ y y c en t^rminos del angulo 0, se tiene 

x B = 2/ sen 6 tj c — l cos 6 

V c = jk(2l sen 0) 2 V g = W(l cos 0) 

V = V e + V„ = 2 kl 2 sen 2 0 + Wl cos 0 (10.22) 

Las posiciones de equilibrio del sistema se obtienen igualando a cero la 
derivada de la energia potencial V. Por tanto, se escribe 


dv_ 

de 


= 4kl 2 sen 6 cos 6 — Wl sen 0 = 0 


o bien, factorizando l sen 0, 



a) 



Figura 10.13 


dV 

dd 


= l sen 0(4kl cos 0 - W) = 0 


Asf, hay dos posiciones de equilibrio que corresponden, respectiva- 
mente, a los valores de 0 = 0 y 0 = cos -1 (W/4kl). j 


1 La .sogunda posici6n no existe si W > 4 kl. 


584 M6todo del trabajo virtual * 10 . 9 . ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO 

Considere las tres barras uniformes de longitud 2 a y peso W mostra- 
das en la figura 10.14. Aunque cada una de ellas esta en equilibrio, 
existe una diferencia importante entre estos tres casos. Suponga que 
se perturba ligeramente la posicidn de equilibrio de cada una de es- 
tas barras y despu£s se les deja libres: la barra a regresara a su posi- 
ci6n original, la barra b se mantendra alejandose cada vez mas de su 
posicion inicial mientras que la barra c permanecera en su nueva po- 
sition. En el easo a se dice que el equilibrio de la barra es estable ; en 
el caso b que es inestable , mientras que en el caso c es neutro. 



a) Equilibrio estable 

Figura 10.14 


B 



A 



B 


c) Equilibrio neutro 


Recuerde de la section 10.7 que la energia potencial Vg con res- 
pecto a la gravedad es Wy , en donde tj es la elevation del punto de 
aplicacion de W medida a parti r de un nivel arbitrario de referenda, 
se puede observar que la energia potencial de la barra de la figura 
10.14a es minima en la posicion de equilibrio considerada mientras 
que en el caso de la barra de la figura 10.14 b la energia potencial es 
maxima. En cambio, en la barra de la figura 10.14c la energia poten- 
cial permancce constante. Por tan to, el equilibrio es estable , inestable 
o neutro , lo cual depende de si la energia potencial tiene un valor mx- 
nivw, rndximo o constante (figura 10.15). 

Como el resultado anterior es muy general, se le puede ver de la 
siguiente manera: primero, se puede observar que una fuerza siem- 
pre tiende a realizar trabajo positivo y por tanto, reduce la energia po- 
tencial del sistema al cual se aplica. Entonces, cuando un sistema es 
perturbado de su posicion de equilibrio, las fuerzas que actuan sobre 
tienden a restaurarlo a su posicion original si V es minima (figura 
10.15a) o tiende a moverlo lejos de dicha posicion si V es maxima 
(figura 10.5 b). Pero si V es constante (figura 10.15c), entonces las fuer- 
zas no tienden a mover al sistema en ninguna forma posible. 

Recuerde del calculo diferencial que una funcion es minima o 
maxima dependiendo de que su segunda derivada sea positiva o nega- 
tiva; en resumen, se puede decir que las condiciones de equilibrio 
para un sistema con un grado de libertad (es decir, la posicion del sis- 


tema queda definida en todo instante por una sola variable indepen- 
diente 0) son las siguientes: 
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dv 

do 



d*V 

~d? 


> 0: equibbrio estable 


dV 

de 



de? 


< 0: equilibrio 


inestable 


(10.23) 


v 



9 6 


b) Equilibrio inestable c) Equilibrio neutro 

Figure 10.15 


Si la primera y la segunda derivadas de V son cero, sera necesario 
anabzar las derivadas de orden superior para determinar si el equili- 
brio es estable, inestable o neutro. El equilibrio es neutro si todas las 
derivadas son cero, puesto que en este caso la energia potential V es 
constante. El equilibrio es estable si la primera derivada que se tiene 
un valor diferente de cero es de orden par y positiva. En todos los de- 
nies casos, el equilibrio es inestable. 

Si el sistema en estudio tiene varios grados de libertad , entonces 
la energia potential V depende de diversas variables, por esta razon es 
necesario recurrir a la aplicacion de la teoria para este tipo de funcio- 
nes y determinar si V es minima. Se puede demostrar que un sistema 
con 2 grados de libertad es estable y que la energia potential corres- 
pondiente V(0|, 0 2 ) es minima siempre y cuando se cumplan de ma- 
nera simultdnea las siguientes relaciones: 


dV SV 

d0 i 00 2 



& v e?v 
00 ? 00 | 
0 2 V 

00l 


<0 

>0 


(10.24) 


o 










tfc-iJ‘ : 

U*§a££ 


586 


WWwMei»aWBiW^a g3ara^a i8HB^S^^- 

PROBLEMA RESUELTO 10.4 


Un bloque de 10 kg se fija al horde de un disco de 300 inm de radio, como 
se muestra en la figura. Si se sabe qiie el resorte BC est£ sin estirar cuando 
0 = 0, determine la posicibn o posiciones de equilibrio del si stem a y es- 
tablezca, en cada caso, si el equilibrio es estable, inestable o neutro. 


SOLUClbN 


Energia potencial. Represente con s la elongacibn del resorte, me- 
dida a partir de su position sin deformar y ubique el origen de un sistema 
de coordenadas en O, se obtendr& 


V, = ±ks 2 


v & = w y = tf wj 


Midiendo 0 en radianes, se tiene 

$ = aO y = b cos 0 

Al sustitnir los valores de s y y en las expresiones de V e y V u se escribe 
V c = \ka 2 0 2 \\ = mgb cos 0 


V = V e + Vg = \kcr0 2 + mgb cos 0 
Posiciones de equilibrio. Si se establece (IV/dO = 0, se escribe 
d\f 


= ka 2 0 — mgb sen 0 = 0 


kd 2 

sen 0 = — — 0 


mgb 


Sustituya a = 0.08 m, b = 0.3 m, k = 4 kN/m y m * 10 kg, se obtiene 

(4 kN/in)(0.08 m) 2 


sen 0 — 


(10 kg)(9.81 m/s 2 )(0.3 m) 
sen 0 = 0.8699 0 


0 


donde 0 esta expresada en radianes. Si busca numbricamente el valor de 0, 
se encuentra 


0 = 0 
0 = 0 


0 = 0.902 rad 
0 = 51.7° ◄ 


Eslabilidad del equilibrio. La segunda derivada de la energia po- 
tencial V 7 con respecto a 0 es 


cfV _ 2 

~ ka — mgb cos 0 

= (4 kN/m) (0.08 m) 2 - (10 kg)(9.81 m/s 2 )(0.3 m) cos 0 
= 25.6 - 29.43 cos 0 


Para 0 = 0: 


d 2 V 

d0 2 


Para 0 = 51.7°: 


= 25.6 - 29.43 cos 0 = -3.83 < 0 

El equilibno es inestable para 0 = 0 

= 25.6 - 29.43 cos 51.7° = +7.36 > 0 

El equilibrio es estable para 0 = 51 .7° 
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R E S O L UCION DE P R OBLEMAS 
EN FORMA IN DEPENDIENTE 


En esta leccion se defini6 el trabajo que realiza tinafuerza durante tin desplazamiento finite 
y la energta potencial de un cuerpo rigido o un sistema de cuerpos rigidos. Se aprendio como 
utilizar el concepto de energta potencial para detenninar la position de equilibria de un 
cuerpo rigido o sistema de cuerpos rigidos. 

/. Tm energia potencial V de un sistema es la sunia de energtas potenciales asociadas 
con las divers as fuerzas que actuan sobre el mismo y que realizan trabajo conforme dicho 
sistema se mueve. En los problemas de esta seccidn se deberd determinar lo siguiente: 

a) Jm energia potencial de un peso, fista es la energia potencial debida a la grave dad, 
V g = Wy , donde y es la elevation del peso W medida desde un nivel arbitrario de referen- 
cia. Note que la energta potencial V g puede usarse con cualquier fuerza vertical P de mag- 
nitud constante v dirigida hacia abajo; por tanto, se escribe que = Py. 

b) Energia potencial de un resort e. fista es la energia potencial V e = j>kx 2 , debida 
a las fuerzas eldsticas ejercidas por un resorte, en donde k es la constante del resorte y x es 
la deformation del resorte medida desde su position sin estirar. 

Las reaceiones en apoyos fijos, las fuerzas interims en las uni ones, las fuerzas ejercidas por 
cables v cuerdas inextensibles y otras fuerzas que no realizan trabajo no hacen ninguna con- 
tribution a la energta potencial del sistema. 

2. Se deben expresar todas las distancias y los dngulos en terminos de unit sola va- 
riable, como el angulo 0 y cuando se este calculando la energta potencial V del sistema. Es- 
to es necesario porque para poder determinar la posici6n do equilibrio del sistema se re- 
quiere calcular la derivada dV/d$. 

3. Cuando un sistema esta en equilibrio, la primera derivada de la energia po- 
tential es cero. Por tanto: 

«) Para determinar la position de equilibrio de un sistema, despu^s de que la ener- 
gta potencial V haya sido expresada en funcidn de una sola variable 0 , se debe calcular su de- 
rivada y despues resolver la ecuacion resultante dV/dO = 0 para determinar el valor de 0. 

b) Para determinar la fuerza o par requerido para mantener al sistema en una 
position dada de equilibrio , se debe sustituir el valor conocido de 6 en la ecuacion de 
dV/dO = 0 y obtener la solution de £sta para poder determinar los valores deseados de 
fuerza o par. 

4. Estabilidad del equilibrio. Por lo general se deben aplicar las siguientes reglas: 

a) El equilibrio estable ocurre cuando la energta potencial del sistema es minima , 
esto es, cuando d\ ; /dO = 0 v d 2 V/d$ 2 > 0 (figuras 10.14 a y 10.15 a ). 

b) El equilibrio inestable ocurre cuando la energta potencial del sistema es maxima , 
esto es, cuando dV/dO = 0 v d 2 V/dd 2 < 0 (figuras 10. 14/> y 10.15b ). 

c) El equilibrio neutro ocurre cuando la energta potencial del sistema es constante , 
por tanto, dV/d6, dV 2 /dd 2 t ast como todas las derivadas sucesivas de V son iguales a cero 
(figuras 10.14c y 10.15c). 

Vease la p£gina 585 para una exposition del caso cuando se tiene dV/dO y dV 2 /d0 2 , pero 
no todas las derivadas sucesivas de V son iguales a cero. 







Problemas 


10.59 Use el m£todo de la seccitin 10.8 para resolver el problema 10.30. 

1 0.60 Use el m£todo de lasecci6n 10.8 para resolver el problema 10.31 . 

10.61 Use el m^tododo lasecci6n 10.8 para resolver el problema 10.32. 

1 0.62 Use el in^todo de la seccirin 1 0.8 para resolver el problema 10.33. 

10.63 Use el m£todo de la seccirin 10.8 para resolver e! problema 10.34. 

10.64 Use el m^todo de la secci6n 10.8 para resolver el problema 10.36. 

10.65 Use el m^todo de la section 10.8 para resolver el problema 1 0.37. 

10.66 Use el mtftodo de la seccirin 10.8 para resolver el problema 10.38. 

10.67 Demuestre que en el problema 10.1 el equilibrio es neutro. 

10.68 Demuestre que en el problema 10.2 el equilibrio es neutro. 

10.69 Dos barras uniformes, cada una de masa m, est£n unidas a los 
engranes de radio id^ntico mostrados en la figu ra. Determine las posieiones 
de equilibrio del sistema, y establezea en cada caso si el equilibrio es esta- 
ble, i nestable o neutro. 


10.70 Dos barras uniformes, AB y CD, est&n unidas a los engranes de 
radio id£ntico mostrados en la figura. Si m AB = 300 g y m C r> = 500 g, de- 
termine las posieiones de equilibrio del sistema, y est ablezca en cada caso si 
el equilibrio es estable, inestable o neutro. 



Figura P10.69 y P10.70 
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10.71 Dos barras uniforines identicas, cada una de peso W y longitud 
L. estdn unidas a las poleas que se conectan por medio de una banda como 
indica la figura. Si no existe deslizamiento entre la banda v las poleas, deter- 
mine las posiciones de equilibrio del sistema, y establezca en cada caso si el 
equilibrio es estable, inestable o neutro. 


J* M 



10.72 Dos barras uniforines, cada una de masa m v longitud /. estan 
unidas a los engranes mostrados en la figura. Para el rango de valores de 0 ^ 
0 < 180°, determine las posiciones de equilibrio del sistema, y establezca en 
cada caso si el equilibrio es estable, inestable o neutro. 



Figura P10.72 

10.73 Con el metodo de la seccidn 10.8, resuelva el problema 10.39 y 
determine si el equilibrio es estable, inestable o neutro. ( Sugerencui : La ener- 
gfa potencial correspondiente al par ejercido por un resorte de torsifin es jK8~, 
donde K es la constante torsional del resorte v 8 el angulo de torsirin.) 


10.74 En el problema 10.40, determine para cada una de las posi- 
ciones de equilibrio si este es estable, inestable o neutro. (Vea la sugerencia 
del problema 10.73.) 

10.75 El Angulo 6 es igual a 45° despues que un bloque de masa \V 
se cuelga del elemento AB, como indica la figura. Si el resorte esta sin esti- 
rar cuando 8 = 20°, y sin tomar en cuenta el peso de AB , determine el valor 
de W y establezca si el equilibrio es estable, inestable o neutro. 

10.76 Un bloque de peso W se cuelga del elemento AB, como indica 
la figura. Si el resorte esta sin estirar cuando 8 = 20°, y sin tomar en cuen- 
ta el peso de AB, determine el valor de 8 correspondiente a la posicirin de 
equilibrio cuando W = 6.6 lb. Establezca si el equilibrio es estable, inesta- 
ble o neutro. 



Figura P10.75 y P10.76 
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20 in 



Figura PI 0.77 


10.77 Una barra delgacla AB , de peso insignificante, esta unida a dos 
bloques de 10 lb A y B que pueden moverse libremente en las guias mostra- 
das en la figura. Si la constante de los resortes es de 1 lb/in., y la longitud 
sin estirar de cada resorte es de 7.5 in., determine el valor de x correspon- 
diente a la position de eqnilibrio. 

10.78 Una barra delgada AB , de masa m, estd unida a dos bloques A y 
B que pueden moverse libremente en las guias mostradas en la figura. Si el re- 
sortc est£ sin estirar cuando if = 0, determine el valor de y correspondiente a 
la posicion dc equilibrio cuando rn = 12 kg, / = 750 mm y k = 900 N/m. 




1 0.79 La constante del resorte AB es k, v 6ste se eneuentra sin esti- 
rar cuando 0 = 0. a) Sin tomar en cuenta el peso del braze rigido BCD , en- 
cuentre una ecuacion en t£rminos de 0, fc, o, / y W que se cumpla cuando el 
brazo est6 en posicion de equilibrio. h) Determine tres valores de 0 que co- 
rrespondan al equilibrio cuando/: = 75 lb/in., a = 10 in., / = 15 in. y YU = 100 
lb. Establezca en cada caso si el equilibrio es estable, inestable o neutro. 

10.80 Un resorte AB de constante igual a 2 kN/m esta nnido a dos 
tambores identicos como indica la figura. Si el resorte estii sin estirar cuan- 
do 6 = 0, determine a) el rango de valores de la masa m del bloque para los 
cu ales cxiste una posici6n de equilibrio, b) el rango de valores do 0 para 
los cualcs cl equilibrio es estable. 



Figura P10.80 y PI 0.81 



10.81 Un resorte AB de constante igual a 2 kN/m estii unida a dos 
tambores identicos como indica la figura. Si el resorte se eneuentra sin esti- 
rar cuando 0 = 0 y m = 20 kg, determine los valores de 0 menores a 180° 
que corresponden a posiciones de equilibrio, v establezca en cada caso si es- 
te es estable, inestable o neutro. 

10.82 La barra ABC esti unida a los collarines A y B los euales se 
pueden mover libremente en las barras que muestra la figura. El resorte, 
cuya constante es k , se eneuentra sin estirar cuando 0 = 0. a) Sin tomar en 
cuenta la masa de la barra ABC , encuentre una ecuacidn en t^rminos de 6 . 
m. g, k y l que se satisfaga cuando la barra ABC est£ en posici6n de equi- 
librio. b) Determine el valor de 0 correspondiente al equilibrio cuando m = 5 
kg, k = 8(X) N/m y / = 250 mm, v asegurese de que el equilibrio sea estable. 


Figura P10.82 


591 


10.83 Una barra delgada AB de masa insignificante esta unida a dos 1 

collarines Ay B que se pueden mover libremente a lo largo de las barras guia 
mostradas en la figura. Si = 30° v P = Q * 400 N, determine el valor del 
i'mgulo 9 correspondiente a la posici6n de equilibrio. 



10.84 Una barra delgada AB de masa insignificante esta unida a dos 
collarines Ay B que se pueden mover libremente a lo largo de his barras gufa 
mostradas en la figura. Si /3 = 30°, P = 100 N y Q = 25 N, determine el valor 
del Ingnlo 0 correspondiente a la posici6n de equilibrio. 

1 0.85 En la figura se muestra un bloque D de 25 lb que puede des- 
lizarse libremente sobre la superficie inclinada. Si la constante del resorte es 
de 2.5 Ib/in. y el resorte se encuentra sin estirar cuando 9 = 0, determine el 
valor de 9 correspondiente a la posicidn de equilibrio. 



10.86 En la figura se muestra un cable AB que cst3 unido a dos re- 
sortes y pasa por un aro en el pun to C. Si los resortes se encuentran sin es- 
tirar cuando if = 0, determine la distancia xj correspondiente a la posicidn de 
equilibrio. 

10.87 y 10.88 En la figura se muestra el collann A que puede 
deslizarse libremente en la barra semicircular. Si la constante del resorte es 
k y la longitud sin estirar del resorte es igual al radio r, determine el valor 
de 6 correspondiente a la posicidn de equilibrio cuando m = 20 kg, r = 180 
mm y k = 3 kN/m. 





Figura P10.87 


Figura PI 0.88 


592 Metodo del irabajo virtual 10.89 En la figura se muestra una barra AB unida a una articulation 

colocada en A y a dos resortes, cada uno de constante Si /i = 50 in., d = 24 
in. v W » 160 lb, determine el rango de valores de k para los cuales la ba- 
rra esta en equilibrio estable en la position mostrada por la figura. Cada re- 
sorte puede actuar tan to en tension coino en conripresion. 



Figura P10.91 



10.90 En la figura se muestra una barra AB unida a una articulation 
en A v a dos resortes, cada uno de constante k. Si h = 30 in., & = 4 lb/in. v 
IV = 40 lb, determine la distancia minima d para que la barra estd on equi- 
librio estable en la posicidn mostrada por la figura. Cada resorte puede ac- 
tuar tanto en tension como en compresion. 

10.91 Una placa uniforme ABCD de masa insignificante est& unida a 
cuatro resortes de constante k y se encuentra en equilibrio en la posicidn que 
indica la figura. Si los resortes pueden actuar ya sea en tension o compre- 
sidn y se encuentran sin deformar en la posici6n mostrada, determine el rango 
de valores de la magnitud P de las dos fuer/as horizontales iguales y opues- 
tas, P y -P, requeridas para que el sistema este en equilibrio estable. 

10.92 y 10.93 Dos barras estln unidas a un resorte de constante k , 
el cual se encuentra sin estirar cuando las barras est£n en posicidn vertical. 
Determine el rango de valores de P para los cuales el sistema tiene equili- 
brio estable en la position que muestra cada figura. 




Figura P10.93 



Figura P10.94 


10.94 En la figura se muestra una barra AC unida a una articulation 
puesta en A y a un resorte de constante k , el cual se encuentra sin deformar 
cuando la barra est& en posici6n vertical. Si el resorte puede actuar ya sea 
en tension o en compresidn, determine el rango de valores de P requeridos 
para que el sistema est£ en equilibrio estable en la posicidn mostrada. 


10.95 Las barras BC y EF estan conectadas en G por medio de un Probiemas 593 

pemo unido a BC que puede deslizarse libremente en una ranura hecha 
en EF. Determine la masa minima mi necesaria para qne el sistema este en 
equilibrio estable en la posicidn mostrada. 



Figura PI 0.95 


10.96 En la figura se muestra una barra horizontal BEH conectada al 
eollann Eva las barras verticales AC y Gl. El collarin puede deslizarse fi- 
bre inente en la barra DF. Determine el rango de valores de Q para los cua- 
les el sistema esta en equilibrio estable en la position mostrada euando 
a = 480 mm, b m 4(X) mm y P = 600 N 

*10.97 Las barras AB y BC, cada una de longitud / y peso insignifi- 
cante, que muestra la figura estiin unidas a dos resortes de constante k. El 
sistema est& en equilibrio y los resortes se encuentran sin deformar euando 
0 1 = 0 2 * 0. Determine el rango de valores de P para los cuales la position 
de equilibrio del sistema es estable. 



Figura PI 0.97 


*10.98 Resuelva el problema 10.97 si l = 400 mm y k = 1.25 kN/m. 

*1 0.99 En la figura se muestra una barra ABC de longitud 2 a y masa 
insignificante, la barra esta articulada en C a un tambor de radio a. Si la cons- 
tante de cada resorte es k y los resortes se encuentran sin deformar euando 
6 1 = 02 = 0, determine el rango de valores de P para los cuales la posici6n 
de equilibrio en 0i — 0 2 = 0 es estable. 

*10.100 Resuelva el problema 10.99 si k = 2 kN/m y a = 350 mm. 



Figura PI 0.96 



Figura PI 0.99 


REPASO Y RESUME N 
DEL CAPITULO 10 


Trabajo de una fuerza 



A 

Flgura 10.16 


Desplazamiento virtual 


Principio del trabajo virtual 



Flgura 10.17 


La primera parte de este eapftulo se dedicd al estudio del principio 
del trabajo virtual y a su apbcaddn en lasolucidn de grabi aaisde equi- 
librio. Primero se defmid el trabajo de una fuerza F correspondiente 
a un desplazamiento pequeno dr [seeddn 10.2] como la cantidod 

dU = F-dr (10.1) 

la cual se obtiene al realizar el producto e scalar de la fuerza F y el 
desplazamiento dr (figura 10.16). Si se representa con F y ds, res- 
pectivamente, las magnitudes de ia fuerza y el desplazamiento y 
con a el £nguk> que form an F y dr, se puede eserifcir 

dU^Fd&e os a (10.1') 

El trabajo dU es positive s ia < 90°, eero si at = 90° y negativo si 
a > 90°. Tambidn encontrd que el trabajo de un par de momento 
M que aettia sobre un cuerpo rfgido es 

dU^Mdd (10.2) 

donde dB es un &ngulo pequeflo, expresado en radianes, sobre el 
que rota el cuerpo. 

Cuando se consider^ una partfeda bcabzada en A y sobre la 
que actuaban varias fuerzas Fj, F 2 „, t F n [seccidn 10.3] t se su- 
puso que la particula se movia hacia una posieidn A T (figura 10.17). 
Como en reabdad el desplazamiento no ocurrid, a dsfce se le Ham6 
desplazamiento virtual y se le represents con Sr, rmentras que al 
trabajo correspondiente de las fuerzas se le llamd trabajo virtual y 
se le denoid con 5(7. As! se dbtuvo 

5(7 = F* • Sr + F 2 • 5r 4* p F„ • Sr 

El principio del trabajo virtual estableee que si una partkrda estd 
en equilibrio r el trabajo virtual total SU de las fuerzas que actuan 
sobre las particular es iguai a cen> para cualquier desplazarmento 
virtual de la particula. 

El principio del trabajo virtual puede extender!* al caso de los 
cuerpos rfgidos y sistemas de cuerpos rfgidos. Canon este principio 
estfi relacionado sdlo con fuerzas que reaitean la aplicaci&n 

del mismo propordona una altemafciva itii difez cz&e al uso de las 
ecuaciones de equillbrio para la solucidn de murfios problemas de 
ingenieria. Dicho mdtodo es muy util en □! caso Jo L*£qutoas y me- 
canismos que consisten en varies cuerpos ifgfeiat u aectados entre 
si, debido a que el trabajo de las reaccionr^ en kra ip jyos y el de las 
fuerzas interaas en las diferentes uniones eon pemos que confor- 
man el sistema son iguales a cero [seccidn 10.4; problemas resueltos 
10.1, 10.2 y 10.3]. 
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Sin embargo, en el easo de mdqttinas reales [seccidn 10.5], el tra~ 
bajo realizado por las fuerzas de fricc&m debe ser tornado en cuen- 
ta, por lo que d trabajo de salida es menor que el trabajo de entmda . 
Se defini6 la eficiencia mecdnica de una m&quina como la relaeidn 


trabajo de salida 
^ ~ trabajo de entrada 


(10.9) 


Repaso y resumen del capltulo 10 595 


Eficiencia mecanica 


en donde se puntaaliz6 que para una m&quina ideal (sin fricciOn) 
r) =* 1, mientras que para una mSquina real i) < 1. 


En la segunda parte de este capftulo se considerd el trabajo rea- 
lizado por las fuerzas con desplazamientos finttos de sus puntos de 
apbcaci6n. El trabajo Ui^ 2 de la fuerza F corresponde a un despla- 
zamiento de la partfcula A desde A] hasta A 2 (ftgura 10.18) se obtu- 
vo al integrar el t6rmino del lado derecho de la ecuacibn (10.1) o 
(10.T) a lo largo de la curva descrita por la partfcula [secciOn 10.6]: 

UiU 2 * f^F-dr (10.11) 

O 4 ;4 \ 5 ; :• • • 

[ 7 ^ 2 = f*(F cos a) ds (lO.in 

*■ 

De manera similar, el traheyo de un par de momento M correspon- 
diente a una rotaciOn finita desde 0j hasta 0 2 de un cuerpo rfgido 

se expresd como 


Trabajo de una fuerza sobre 
un desplazamiento finito 



MdB ( 10 . 12 ) 

Trabajo de un peso 

El trabajo realizado por el peso W de un cuerpo en el que su 
centre de gravedad se mueve de la altura t/i hasta y 2 (%ura 10.19) 
se puede obtener al hacer que F = W y a = 180° en la ecuaekSn 
( 10 . 11 '): 

U^2 = -T W dy = Wy t - Wy 2 (10.13) 

Por tanto, el trabajo de W es positivo cuando la altura y disminuye . 




1^*2 


r- 



Figura 10.19 
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Trabajo de la fuerza ejercida por un resorte 


Resorte sin deformar 



Flgura 10.20 


Energia polencial 


Expresion alternativa para el principio 
del trabajo virtual 


El trabajo de la fuerza F ejercida por un resorte sobre un 
cuerpo A conforme el resorte se esttra desde Xi hasta x 2 (figura 
10.20) se obtiene al hacer F * fee, donde k ©s la constant© del re- 
sorte ya « 180° en la ecuaci6n (10. IT): 

U i— * 2 = " [ kxdx = |fecf - jkx i (10.15) 


Asf, el trabajo F es positive cuando el resorte regresa a m posietdn 
sin deformar. 

Cuando el trabajo de la fuerza F es independiente de la trayec- 
toria real que sigue la partfcula entre A 2 y A 2 , entonces se dice que 
la fuerza es conservativa y 9 por tanto, su trabajo realizado se ex- 
presa de la sigutente forma 


2 « Vi “ V 2 (10.20) 


donde V es la energia patencial asociada con F; V Y y V 2 represen- 
tan, respectivamente, los valores de V en A\ y A 2 [seccidn 10.7]. 
Las energias potenciales asociadas con ht fuerza de g ravedad W y 
con la fuerza eldstica F ejercida por un resorte se expresan como 

V g = Wy y V, = \kx 2 (10.17, 10.18) 


Cuando la posici6n de un sistema mecanico depende s6lo de 
una variable independiente 0, la energia potencial V{0) del sistema 
debe estar en funcidn de esta variable y, por tanto, se concluye que 
g(/ = -SV = — (dV/dB) S0, con base en la ecuaci6n (10.20). La 
condicidn 6t7 = 0 requerida por el principio del trabajo virtual para 
que el sistema se conserve en equilibrio se puede sustituir por la 
condici6n 



( 10 . 21 ) 


Cuando todas las fuerzas involucradas son conservativas, es m&s 
conveniente utiiizar la ecuacidn (10.21) en lugar de aplicar direc- 
tamente el principio del trabajo virtual [seccidn 10.8; problema re- 
suelto 10.4]. 


Estabilidad del equilibrio 


Este enfoque presenta una ventaja mas, porque es posible de- 
terminar si el equilibrio del sistema es estable, inestable o neutro 
con base en el signo de la segunda derivada de V [seccidn 10.9]. 
Por otra parte, si cPV/dB 2 > 0, entonces V es minima y el equi- 
librio es estable ; pero si d 2 V/dB 2 < 0, entonces V es mdxima y el 
equilibrio es inestable . Pero si <PV/dB 2 = 0, entonces es necesario 
analizar las derivadas de orden superior. 



Problemas de repaso 


P 


1 0.101 Si la fuerza de friction maxima cjercida sobre el corcho por la 
hotel la mostrada en la figura es de 300 N\ determine a) la fuerza P que se 
debe aplicar al sacacorchos para abrir la bote 11 a, b) la fuer/a maxima ejerci- 
da por la base del sacacorchos sobre la parte superior de la hotel la, 

10.102 La posicidn de la barra ABC esta controlada mediante el ci- 
lindro hidraulieo BD mostrado en la figura. Para la carga aplicada, detenni- 
ne la fuerza que ejerce el cilindro hidraulieo sobre el pasador colocado en B 
cuando 0 = 70°. 



10.103 Determine la fuerza vertical P que debe aplicarse en G para 
que el mecanismo indicado por la figura se mantenga en equilibrio. 



Figura P10.101 


1.2 in. 



1 0.1 04 Determine el par M que debe aplicarse en el elemento DEFG 
para que el mecanismo que indica la figura se mantenga en equilibrio. 

1 0. 1 05 Encuentre una expre sirin para de terminal - la magnitud del par M 
requerido para mantener el equilibrio del mecanismo que muestra la figura. 

10.106 En la figura se muestran dos barras AC v CE que se conectan 
entre si mediante un pasador colocado en C y un resorte AE. La constante 
del resorte es de 1.5 lb/in., y este se encuentra sin estirar cuando 6 = 30°. Si 
/ = 10 in., y sin tomar en cuenta el peso de las barras, determine el valor de 
0 eorrespondiente a la position de equilibrio cuando P — 40 lb. 



Figura P10.103y P10.104 



Figura PI 0.1 05 


Figura P10.106 
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10.107 Para el mecanismo que muestra la figura, determine el par M 
requerido para mantener el equilibrio cuando l = 1.8 ft, Q = 40 lb y 6 = 65°. 




C 


10.108 Determine la fuerza vertical P que debe aplicarse en G para 
mantener el equilibrio del mecanismo que muestra la figura. 

10.109 Para la armadura mostrada en la figura, determine el movi- 
miento vertical del nudo D si la longitud del clemento BF se incrementa en 
75 mm. (Sugerencia: Aplique una carga vertical en el nudo D y, empleando 
los m^todos del capftulo 6, determine la fuerza ejercida por el elemento BF 
sobre los nudos B y F. Despu^s, aplique el metodo del trabajo virtual para 
un desplazamiento virtual equivalente al incremento habido en la longitud 
del elemento BF. Este metodo debe usarse unicamente cuando se tienen 
cambios pequenos en la longitud de los elementos.) 



Figura P10.109y P10.110 


10.110 Para la armadura que muestra la figura, determine el movi- 
miento horizontal del nudo D si la longitud del elemento BF se incrementa 
en 75 mm. (Vea la sugerencia del problema 10.109.) 

10.111 Dos barras uniformes, AB y CD , est&n unidas a los engranes 
de radio identico mostrados en la figura. Si m AB — 3.5 kg y m C n = 1.75 kg, 
determine las posiciones de equilibrio del sistema, y establezca en cada caso 
si el equilibrio es estable, i nestable o neutro. 


D 



Figura PI 0.111 



10.112 Una barra delgada AB de masa m esta unida a do s bloques A 
v B , los cuales pueden moverse libremente en las guias mostradas en la fi- 
gura. Si el resorte se encuentra sin estirar cuando AB esta en position hori- 
zontal, determine tres valores de 0 correspondientes a la position de equili- 
brio tuando m = 125 kg, l = 320 mm y k = 15 kNVni. En tada taso establezea 
si el equilibrio es estable. inestable o neutro. 


Problemas de computadora 


10. Cl Si para el sistema mostrado en la figura a = 20 in., b = 6 in., L 
= 20 in. y P = 25 lb, utilice un program a de compute y grafique la fuerza 
presente en el elemento BD como una funcion de 6 para valores de 0 situa- 
dos entre 30 v 150°. Determine el rango de valores de 6 donde el valor ab- 
solute de la fuerza presente en el elemento BD es menor a 100 lb. 

10. C2 Los collarines A y B estan tonectados por medio del alambre 
AB y se pueden deslizar libremente en las barras que muestra la figura, donde 
la barra DE perteneee al piano xy. Si la longitud del alambre mide 500 mm 
y la masa de tada collarin es de 2.5 kg., a) aplique el principio del trabajo 
virtual para expresar, en terminos de la distaneia r, la magnitud de la fuerza 
P requerida para mantener al sistema en equilibrio, b) grafique P como una 
funcion de x para 100 mm < x ^ 400 mm. 

10. C3 Para mantener en equilibrio al sistema inotriz que muestra la 
figura cuando se aplica una fuerza P sobre el pist6n, es necesario aplicar un 
par M sobre la manivela AB. a) Si b = 48 mm yl = 150 mm, utilice un pro- 
grama computacional y grafique la relacion M/P como una funcion de 0 para 
valores de 6 desde 0 hasta 180°. b) Determine el valor de 8 para el cual la 
relacion M/P es maxima y el valor correspondiente de dicha relacion. 



Figura P10.C3 

10. C4 En la figura se muestra un resorte AB de constante k y el cual 
se encuentra sin estirar cuando 6 = 0. a) Sin tomar en cuenta el peso del 
elemento BCD , exprese la energia potencial v su derivada dV/d8 en termi- 
nos d e a y k, W y 8. b) Median te un programa computacional y con W = 600 
N, a = 200 mm y A: = 15 kN/m, grafique la energia potencial y dVld8 como 



Figura P10.112 
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Figura P10.C1 




Figura P10.C4 




600 Metodo del trabajo virtual funciones de 9 para valores de 9 desde 0 hasta 165°. c) Determine los valo- 

res de 9 para los cuales el sistema esta en equilibrio. y establezca en cada ca- 
se si el equilibrio as estable, inestable o neutro. 

10.C5 Una carga vertical W se aplica en B al mecanismo que nmestra 
la figura. La constante del resorte esk, y 6ste se encuentra sin estirar cuando 
AB v BC est4n en posici6n horizontal. Para / = 11 in. y k — 12.5 Ib/in. grafi- 
que W como una funcidn de 9 para valores de 9 desde 0 hasta 80°. 



Figura P10.C6 



U 

Figura P10.C5 


10.C6 En la barra ABC , el pistdn se controla mediante el cilindro 
hidraulico BD mostrado en la figura. Mediante un programa computational, 
grafique la magnitud de la fiierza ejercida por el cilindro hidraulico sobre el 
pasador B como una funcidn de 9 para valores de 9 desde 5 hasta 120°. 

*10. C7 Un bloque de 8 kg se cuelga del punto medio C del cable AB, 
el dial esta unido a dos resortes como indica la figura. Si los resortes se en- 
cuentran sin estirar cuando tj = 0, grafique la distancia tj corresponds nte a 
la posicidn de equilibrio como una funcidn de la constante k 2 del resorte pa- 
ra 400 N/m < k 2 < 600 N/m. 



10.C8 Una barra delgada AB de peso W esta unida a dos bloques A y 
B , los cuales pueden moverse libremente sobre las guias mostradas en la 
figura. La constante del resorte es k , y este se encuentra sin estirar cuando 
AB est& en posicidn horizontal. Con / = 20 in. v k ~ 1 Ib/in., use un programa 
computacional para determinar los tres valores del angulo 0 correspondientes 
a la posicidn de equihbrio para valores de W que vayan desde 1 hasta 12 lb 
en incrementos de 1 lb. 

10. C9 Una carga vertical W se aplica en C sobre el mecanismo que 
muestra la figura. Si k = 5 kX/m, el resorte se encuentra sin estirar cuando 
9 , y sin tomar en cuenta el peso del mecanismo, use un programa de c6mpu- 
to y grafique 0 = 0 como una funcidn de W para valores de W que vayan 
desde 40 hasta 480 X’ . 




Figura P10.C8 


Figura P10.C9 



Fundamentos para la 
certificacion en ingenieria 
en Estados Unidos 


Es necesario que los ingenieros obtcngan una licencia cuando su tra- 
bajo afecta en forma di recta la salud, la seguridad o el bienestar pii- 
blico. Se intenta asegurar que los ingenieros alcancen un nnnimo de 
calificacion, la cual in cl live com pc ten ci a, habilidad, experiencia y ca- 
racter. El proceso de certificacion incluve un exaincn inicial, llamado 
Fundamentals of Engineering Exami nation , sob re la experiencia pro- 
fesional, y un segundo examen denominado Principles and Practice 
of Engineering. Quienes aprueban estos ex&rnencs obtienen la certi- 
ficacion de Ingeniero profcsional. Los ex&menes se desarrollan bajo 
los auspieios del National Council of Examiners for Engineering and 
Surveying . 

El primer examen. Fundamentals of Engineering Examination, se 
puede presen tar jus to antes o despues de la graduation de un pro- 
grama de e studios de cuatro aiios. El examen analiza los contenidos 
de un programa normal de licenciafura en ingenieria, lo que incluye 
la estatica. Los tern as que aborda dielio examen se cubren en este Ii- 
bro. La siguiente es una lista de las principales areas termiticas, con 
referenda a las secciones del libro donde aparecen. Tambien se in- 
cluven problcmas que pueden resolve rse para repasar el material. 

Sistemas de fuerzas concurrentes (2. 2-2.9; 2.12-2.14) 
Problemas: 2.34, 2.35, 2.40, 2.79, 2.85, 2.90, 2.99 
Veetores fuerza (3.4-3.11) 

Problemas: 3.16, 3.18, 3.23, 3.28, 3.37, 3.39 
Equilibrio en dos dimensiones (2.11; 4. 1-4.7) 

Problemas: 4.3, 4.10, 4.13, 4.21, 4.35, 4.37, 4.67, 4.76 
Equilibrio en tres dimensiones (2.15; 4. 8-4.9) 

Problemas: 4.102, 4.104, 4.111, 4.116, 4.120, 4.132, 4.148 
Centroide de un area (5.2-5. 7) 

Problemas: 5.1, 5.3, 5.17, 5.32, 5.53, 5.91, 5.98, 5.99, 5.130, 
5.133 

Analisis de armaduras (6.2-6. 7) 

Problemas: 6.2, 6.3, 6.7, 6.29, 6.30, 6.42, 6.43, 6.52 
Equilibrio de armazones en dos dimensiones (6.9-6.11) 
Problemas: 6.76, 6.78, 6.84, 6.95, 6.98 
Cortante y momento Hector (7. 2-7.6) 

Problemas: 7.22, 7.30, 7.37, 7.41, 7.45, 7.65, 7.74, 

7.76 
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Ficcion (8. 2-8. 5; 8.10) 

Problemas: 8.1, 8.13, 8.15, 8.21, 8.34, 8.101, 8.102, 8.104, 
8.105, 8.111 

Momentos de inercia (9.2-9.10) 

Problemas: 9.1, 9,5, 9.31, 9.33, 9.38, 9.71, 9.75, 9.82, 9.88, 
9.94, 9.105 
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de una particula, 36-37 
de un cuerpo rigido, 159 
Diagrama de fuerzas cortantes, 366 
Diagrama de Maxwell, 293 
Diagrama momento-flexion, 366 
Din4mica, definition de, 2 
DirecciOn de una fuer/a, 16 


Ecuaciones de equilibrio 

para una particula, 36-37, 57 
para un cuerpo rigido, 158 
Eficiencia, 566-567 
Eficiencia mee&nica, 566-567 
Eje 

de simetrfa, 224 
de una Have de torsi6n, 126 
Eje inclinado, momentos de inertia con respecto 
al, 498, 533, 5,35 
Ejes centroidales, principal, 500 
Ejes principales de inercia 
de areas, 500 
de masas, 534-535 
Elemento de fuerza cero, 294 
Elementos de fuerzas multiples, 317, 356-357 
Elementos diferenciales 

para centroides: de areas, 237 
de volumenes, 262 

para momentos de inercia: de 6reas, 477 
de masas, 518 

Elementos redundantes, 307 
Elipsoide de inercia, 534-535 
Energia potential, 582-583 
Embragues de disco, 444 
Equilibrio 

de una particula, en un piano, 35-36 
en el espacio, 57 

de un cuerpo rigido: en un piano, 158-192 
en el espacio, 192 

ecuaciones de (v^ase Ecuaciones, de equilibrio) 
estabilidad del, 584-585 
neutro, 584-585 
Equilibrio estable, 584-585 
Equilibro inestable, 584-585 
Equilibrio neutro, 584-585 
Escalares, 17 
Eslabones, 160 
Espacio, 2 

Estatica, definition de, 2 
Estructuras 

anal i sis de, 287-332 


indice analitico 607 


bidimensionales, 82, 160 
determinadas, 320 

fuerzas internas en las, 287, 356, 357 
indeterminadas, 320 
Estructuras bidimensionales, 82, 160 
Estructuras estaticamente detcrminadas, 320 
Estructuras est&ticamente indeterminadas, 320 
Exaetitud, num£rica, 13 


Flecha, 388, 398 
Flexion, 356 
Forma determinante 

del m omen to de una fuerza: con respecto 
a un cje, 97-98 

con respecto a un punto, 84 
del producto vectorial, 80 
del triple producto escalar, 95-96 
Fdnnula de transferencia. Vease Teorema de los ejes 
paralelos 

Frenos de banda, 453 
Friccidn, 414-454 
clngulos de, 417 
cin£tica, 415 
tirculo de, 444 
coeficiente de, 414-416 
de Coulomb, 414 
en bandas, 452-454 
en una rueda, 445-446 
estatica, 414 
leyes de, 414-416 
seca, 414 

Friction cinetica, 415 
Friction de Coulomb, 414 
Friction en bandits, 452-454 
Friction en discos, 444 
Friction en una rueda, 445-446 
Friccion estatica, 414 
angulo de, 417 
coeficiente de, 415 
Friccion en un eje o arbol, 442-143 
Friccion seca, 414 
Fuerza, 3 

Fuerza conservative, 582 
Fuerzas de entrada, 333 
Fuerzas de restriction, 159 
Fuerzas de salida, 333 
Fuerzas distribuidas, 220, 475 
Fuerzas concurrentes, 20 
Fuerzas coplanares, 20 
Fuerzas equivalentes, 75-77 
Fuerzas extemas, 74 


Fuerzas hidrostaticas, 249, 475-476 
Fuerzas internas, 75 

Gatos, 433-434 

Giro, radio de, 478, 515 

Grados de libertad, 583, 585 

Gramo, 6 

Gravedad 

aceleracion de la, 4 
centro de, 220-221, 259-260 
Gravitacion 

constantc de, 4 
Icy de Newton de, 4 
Guldinus, teoremas de, 238-239 

Hamilton, sir William R., 2 

Inercia 

ejes principales de: para un area, 500 
para una masa, 534-537 
elipsoide dc, 534-535 

momentos de {vease Momentos de inercia) 
productos: de areas, 499-500 
de mas as, 533-534 

teorema de los ejes paralelos para los, 500, 534 
Inestabilidad geometrica, 165n. 

Joule (unidad), 559 n. 

Kilogramo, 5 
Kilolibra, 9 
Kilbmetro, 6 
Kilonewton, 6 
Kip (kilolibra), 9 

Lagrange, J.L., 2 
Ley de Newton 
de la gravitacion, 4 
del movimiento: primera, 3, 36 
segunda, 4 
tercera, 3, 287 
Ley del paralelogramo, 3, 17 
Leyes 

de friction, 414-416 

de Newton (vease Ley de Newton) 

Libertad, grados de, 583 
Libra fuerza, 9 
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Libra masa, 11 

Lrnea de action, 16, 75-77 

Litro, 8 

Llave de torsion, 127-128 


Magnitud de una fuerza, 16 
M Aquinas, 333 
ideales, 566-567 
reales, 566-567 
M Aquinas ideales, 566-567 
M Aquinas reales, 566-567 
Masa, 3 
MecAnica 

definition de, 2 
newtoniana, 2 
principios de la, 2-5 
MecAnica newtoniana, 2 
Megagramo, 6 
Metro, 5 
Mi la metro, 6 
Milk, 9 
Momento 

de u n par, 107 
Hector, 356, 364-376 
primer, 223-224, 260 
Momento de una fuerza 
respecto a un eje, 97-98 
respecto a un punto, 81-82 
segundo, 475-476 
Momento Hector, 356, 364-376 
Momento polar de inercia, 477 
Moment os de inercia, 475-537 
de areas, 475-509 

teorema de los ejes paralelos 
para los. 485-486 
de areas c-ompuestas, 486-487 
de cuerpos compuestos, 518 
de formas geomtiricas comunes, 487-519 
de masas, 514, 535 
de placas delgadas, 517-518 
detenninaci6n de, por integraci6n, 476-477, 
518 

ejes inclinados, 500, 533, 585 

teorema de los ejes paralelos para los. 516 
polar, 477 

principal, 500, 534-537 
rectangular, 476 

Momentos de inercia de masas, 514-535 
Momentos principals de inercia 
de areas, 500 
de masas, 535 


Movimiento, leyes de Newton del 
(t wise Lev de Newton) 


Newton (unidad), 6 
Newton, sir Tsaac, 2-4 
Nodos. metodo de los, 287-295 
Nodos univcrsales, 192, 193, 344 


Pappus, teoremas de, 240-241 
Pares, 107-111 
adicidn de, 110 
equivalentes, 108- 110 
Particulas, 3, 16 

diagrama de cuerpo libre de, 36-37 
equilibrio de: en un piano, 35-36 
en el espacio, 57 
Pasadores, 160-290 
Pascal (unidad), 249n. 

Paso 

de una cuerda, 434 
de una llave de torsion, 127-128 
Perfiles estructurales. propiedades de los, 488-489 
Peso, 4 

Peso especffico, 222. 251, 260 
Pie, 9 

conservative 582 
en un elemento, 291 
externa. 74 

sobre una particular en un piano, 16-30 
en el espacio, 45-57 
sobre un cueqxa rfgido, 74-135 
Plano de simetna, 260 
Polo, 477 

Prensa de banco, anAlisis de la, 564-566 
Presion, centro de, 249, 475-476 
Primeros momentos 

de areas y lineas, 223-224 
de volumenes, 260 
Principio 

del trabajo virtual. 560, 563-566 
de t rans misibilidad, 3, 74, 75-77 
Principios de la mecanica, 2-5 
Producto 

de inercia: de area, 499-500 
de masa, 533-534 
de un escalar y un vector, 20 
escalar, 93-95 
triple mixto, 95-96 
vectorial, 77-79 

Producto cruz. Vease Producto vectorial 
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Producto escalar, 93-95 
Producto punto, 98 
Producto triple mixto, 95 
Producto vectorial, 77-79 

componentes rectangulares del, 79-80 
forma de determinants del, 80 
Productos de inercia de masas, 533-534 
Propiedad asociativa para la suma de vectores, 20 
Propi edad conm utativa 

para productos escalares, 93-94 
para sumas de vectores, 18 
Propiedad distributive 

de productos escalares, 93-94 
de productos vectoriales, 80 
Puentes colgantes, 387 
Pulgada, 9 

Punto de aplicacion de una fuerza, 16, 75 
Radio de giro, 478, 515 

Reacciones en los apoyos y conexiones, 160, 192, 193 

Reacciones estetticamente determinadas, 164 

Reacciones estetticamente in determinadas. 164, 192 

Reduccidn de un sisterna de fuerzas, 122-128 

Regia de la mano derecha, 77, 81 

Regia del poligono, 20 

Regia del triangulo, 19 

Relatividad, teoria de la, 2 

Reposo, angulo de, 418 

Resistencia a la rodadura, 445-446 

Resorte 

energia potencial de un, 582 
fuerza ejercida por un, 581 
Restriction completa, 164 
Restricciones, 565 
cornpletas, 164 
impropias, 165. 192 
parciales, 164, 192 
Restricciones impropias, 165, 192 
Restricciones parciales, 164, 192 
Resultante de fuerzas, 16-17, 49, 122-123. Vease 
tambien Adicion de fuerzas; Adicion de vectores 
Revolucion 

cuerpo de, 238, 518 
superficie de, 238 
Rodillos, 160. 192, 193 
Ruedas, 192, 193, 443 

Secciones, metodo de las, 305-306 
Segundo, 5, 9 

Segundo momento, 475-476 
Sentido de una fuerza, 16 


Simetria 

centro de, 224 
ejes de, 224 
piano de, 260 

Sistcma absoluto de unidades, 6 
Sistema fuerza-par, 111 
Si sterna gravitacional de unidades, 9 
Sistema International de Unidades, 5-8 
Sistemas 

de fuerzas, 122-128 
de unidades, 5-13 
Sistemas de fuerzas, 122-133 
Sistemas equipolentes de vectores, 124 
Sistemas equivalents de fuerzas, 123-124 
Slug , 9 

Solution de problcmas, metodo de, 11-13 
Superficie 

iispera, 160. 192, 193 
de revolucion, 238 
sin friccion, 160. 192, 193 
suinergida, fuerzas sobre una, 249, 476 
Superficies asperas, 160, 192, 193 
Superficies sin friccion, 160, 192, 193 
Superficies sumergidas, fuerzas sobre, 249, 476 
Sustraccion de vectores, 19 

Tension, 77, 289, 356 
Teorema de los ejes paralelos 

para rnomentos de inercia: de areas, 485-486 
de masas, 516 

para pnxluctos de inercia: de areas, 500 
de masas, 534 
Teorema de Varignon, 83 
Tiempo, 2 
Tone lad a 

de Estados Unidos, 9 
metrica, 6n. 

Tonelada metrica, 6n. 

Tomillos, 433-434 
Tomillos de autosujecion, 434 
Tomillos de rosea cuadrada, 433-434 
Trabajo 

de entrada y de salida, 566-567 

de la fuerza ejercida por un resorte, 581 

de las fuerzas sobre un cuerpo rigido, 562-564 

de una fuerza, 560-561 

de un par, 562-563, 580 

de un peso, 581 

virtual, 563 

Trabajo de entrada, 566-567 
en elementos, 356 
en estructuras, 287 
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Trabajo de salida, 566-569 
Trabajo virtual, 563 

principio del, 560, 563-566 
Tran smisibili dad, principio de, 3, 75-76 
Trans misidn por banda, 453-454 


Unidades, 5-13. Vease tarriinen Sistemas 
especffieos de unidades 
Unidades de uso cornu n en Estados Unidos, 
9-13 

Unidades del SI, 5-8 
Unidades metricas, 5-7 


Vector negative, 18 


Vector par. 11 1 
Vector positivo, 81 
Vectores, 17 
coplanares, 20 
deslizantes, 18, 76 
libres, 17 
ligados, fijos, 17 
par, 110 

Vectores coplanares, 20 
Vectores unitarios, 27-28, 4 
Vigas, 363-381 

apovos de bis, 363-364 
carga en bis, 363 
claro de las, 364 
combinadas, 363 
tipos de, 363 


Respuestas a problemas 


Fn la.s sif'uientes paginas se prescntan las respuestas a los problemas euyo nftmero no esta en lelras eursivas. I -as respuestas a los 
problemas senalados con numeros en tipo cursivo no se incluyen en el presente listado. I,as respuestas a los problemas de compu- 
tadora se proporeionan en www.mhhe.com/bcerjohnstonK. 


CAPITULO 2 

2.1 37 lb ^5 76.0° 

2.2 57 lb F 86.0° 

2.4 5.4 kN ^ 12.0° 

2.5 a) 103.0°. b) 276 N. 

2.6 a) 25.1°. b) 266 N. 

2.7 a) 72.2°. b) 1.391 kN. 

2.8 a) 26.9 lb. b) 18.75 lb. 

2.10 a) 7.48°. b) 138.4 N. 

2.11 a) 108.6 ll>. b) 163.9 lb. 

2.13 a) 45.9 lb b) 65.5 lb. 

2.14 a) 4.88 N is 6.00° b) 69.8 N. 

2.15 37.211)^76.6° 

2.16 56.6 lb F 85.8°. 

2.18 1 .302 kN <£. 75.8°. 

2.19 41.4 kN ^ 72.0°. 

2.21 (2.4 kN) 1.543 kN, 1.839 kN; (1.85 kN) 1.738 kN 
0.63.3 kN; (1.40 kN) 1.147 kN, -0.803 kN. 

2.22 (5 kips) 3.83 kips, 3.21 kips; (7 kips) -2.39 kips, 6.58 kips; 
(9 kips) -8.46 kips, 3.08 kips. 

2.24 (204 lb) -96.0 lb. 180.0 lb; (212 lb) 1 12.0 lb, 180.0 lb; 
(400 lb) -320 lb, -240 lb. 

2.25 a) 1 674 N. b) 1 371 N. 

2.26 a) 39.2 lb. b ) 25.2 lb. 

2.28 a) .339 lb. b) 218 lb l. 

2.29 a) 47.9 N. b ) 16.38 N. 

2.31 4.73 kN 20.6°. 

2.32 14.66 kips i* 61.4°. 

2.34 905 N -d? 45.0°. 

2.35 45.2 lb F 62.3°. 

2.37 1019 N *£. 26.1° 

2.38 1.295 kN is 88.3°. 

2.39 a) 116.0 lb. b) 60.0 lb. 

2.40 a) 40.3°. b) 1.130 kN. 

2.41 a) 56.3°. b) 1 021 N. 

2.43 a) 169.7 lb. b) 348 lb. 

2.44 a) 2.20 kN. b) 2.43 kN. 

2.46 a) 38.6 lb. b ) 44.3 lb. 

2.47 a) 405 N. b ) 830 N. 

2.49 T c = 5.87 kips; T D = 9.14 kips. 

2.51 F <: = 1.433 kN; F„ = 1.678 k.N. 

2.52 F„ = 2.99 kN; F„ = 1.060 kN. 

2.53 a) 786 N. b) 3.26 kN. 

2.54 a) 3.12 kN. b) 20.3 N. 

2.55 a) 169.6 lb. b ) 265 lb. 

2.57 a) 62.8 N. b) 758 nun. 

2.58 a) 19.85 lb. b) 62.3 lb. 

2.59 a) 50.0°. b) 35.0 lb. 

2.60 a) 1 216 N. b) 77.5°. 

2.61 a) 1 510 N. b) 57.5°. 

2.62 4.97 m. 

2.65 16.81 in. 

2.66 a) 90.0°. b) 305 N. 


2.67 

170.5 lb F 7.50°. 


2.69 

b) 916 N. d) 687 N. 


2.70 

a) 2.30 kN. b) 3,53 kN. 


2.72 

27.4° < a < 223°. 


2.73 

a) +557 lb, -611 lb, +468 lb. 



b) 54.1°, 130.0°, 60.5°. 


2.75 

a) +706 N, +450 N, -329 N. 



h) 38.3°, 60.0°, 111.5°. 


2.76 

a) -611 N, + 17&5N. +222 N. 



b) 108.7°, 20.0°, 83,3°. 


2.78 

a) +141.3 lb, -90.0 lb, +65.9 lb. 



b) 38.3°. 120.0°, 68.5°. 


2.79 

a) -90.1 N. +190.5 N, -63.1 N. 



b) 114.2°, 30.0°, 106.7°. 


2.80 

a) 439 N. b) 65.8°, 30.0°, 106.7°. 


2.81 

F = 225 N; 6 X = 73.2°, = 1 10.8°, 0. 

. = 152.7° 

2.83 

a) 132.5°. b) F, = 53.9 lb. F. = 7.99 lb 

i; F = 74.0 lb. 

2.84 

a) 153.7°. b) F x = -15.37 lb, F„ = 7.85 lb; F = 39.0 1 

2.85 

a) F tJ = 75.6 N, F. = 224 N. bj 0 X = 7 

r i.3° o z = 26. r 

2.87 

+30.0 lb, -35.0 lb, -30.0 lb. 


2.88 

+28.8 lb, -36.0 ll>, +38.4 lb. 


2.90 

+ 200 N, +1000 N, +740 N. 


2.91 

-200 N, +370 N, -160.0 N. 


2.93 

4.28 kips; 0, = 93.7°, 0, = 31.3°, 0 Z = 

121.1° 

2.95 

1 122 N; 0,. = 147.7°, 0,, = 61.6°, 0 Z = 

104.2° 

2.96 

1 122 N; 0 X = 150.1°, 0„ = 60.1°, 0 Z = 

91.6°. 

2.97 

a) 1492 lb. h) 2 040 lb; 0, = 90.0°, 0 y = 

139.2°, 


0 = 49.2°. 


2.99 

a) 360 N. b) 424 N. 


2.100 

T ab = 3.25 kN; T A „ = 1.775 kN. 


2.102 

9.71 kN. 


2.103 

1 031 N t 


2.105 

55.9 lb. 


2.106 

F ba = 23,5 lb; F c .a = 14.77 lb; F, M = 

26.6 lb. 

2.107 

6.66 kN T- 


2.108 

8.81 k.N f 


2.109 

T ah = 86.2 lb; T ac = 27.7 lb: T A „ = 237 lb. 

2.112 

lisps 0.386 lb. 


2.113 

Ida ~ 92.9 N; = 7;x = 56.7 N. 


2.114 

T da = 62.9 N: T, m = T, x: = 57.8 N. 


2.115 

T ab = 4.33 k.N; T ac = 2.36 kN; T An = 

: 2.37 kN. 

2.116 

F ab = 1 742 N; l' AC = 1 517 N ; T AI) = 

= 403 N 

2.118 

(ISPs 0.1600 lb. 


2.120 

T ab = 81.3 lb; T ac = 22.2 lb. 


2.121 

T be = 1.310 N ; T (:f = 4.38 N; T DC = 

4.S9 N. 

2.122 

F be = 4.84 N; T, ,. = 1 157 N; T oc = 

4.58 N. 

2.123 

T adb = 81.9 lb: W = 143.4 lb. 


2.124 

T Alm = 68.6 lb; T dc = 14.23 lb. 


2.126 

a) 221 N .b) 715 N. c) 2 060 N. 


2.127 

a) 2,27 k.N. b) 1.963 kN. 


2.129 

a) 45.6°. b) 27.1 lb. 


2.131 

a) 349 N. b) 315 N. 


2.132 

a) 5.23 kN. b) 0.503 kN. 
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2.134 149.1 lb 32.3° o 274 lb 7* 32.3°. 

2.135 a) 576 N. b) 67.5°, 30.0° , 108.7° 

2.136 a) F v = -.359 lb, t\ = -437 lb. b) 0 X = 70.5°, 0„ = 126.7°. 

2.137 758 lb; 9 X = 65.0°, 6,, = 33.0°, 6 : = 69.9°. 

2.139 177.21b. 

CAPiTULO 3 

3.1 13.02 N-mJ. 

3.2 13.02 N • m J. 

3.3 16.03 lb • in. V 

3.5 49.9° <> 59.4°. 

3.6 a) 386 N • m V b) 160. 1 K 56.0°. 

3.7 a) 386 N • m \ b } 19.3.2 N ] c) 189.5 N *£ 78.7°. 

3.9 a) 7 600 lb • in. \ b ) 7 600 lb • in. V 

3.10 2501b. 

3.12 140.0 N- mV 

3.14 12.54 N • ru J. 

3.16 126.0 imn. 

3.17 a) (-41 + 7j -r 10k)/ V 165. 
b) (-21 + 2j - 3k)/VT7. 

3.19 a) —(18.00 N • m)i — (15.75 N • m)j - (40.5 N ■ m)k. 

b) (6.38 X • mil + (1,500 N • m)j + (11.63 N • m)k. 

c) 0 . 

3.21 (886 N • m)i + (259 N • m)j - (670 N • m)k. 

3.23 (572 lb • ft)i - (153.2 lb • ft)j + (1 532 lb • ft)k. 

3.24 a) (1 200 X ■ m)i - (1 500 N • in)j - (900 X • m)k. 

h) -(1 200 N • m)i + (1 500 N • m)j - (600 N • m)k. 

3.25 (19.49 lb ■ ft)i - (99.0 lb • ft)j - (2.12 lb • ft)k. 

3.27 1.946 in. 

3.28 29.7 ft. 

3.30 1.491 in. 

3.31 8.07 in. 

3.32 0.645 in. 

3.33 1.141m. 

3.35 P • Q = -23; P • S = -74; Q • S = 37. 

3.37 63.6°. 

3.39 a.) 134.1°. b) -76.6 lb. 

3.40 a) 65.0°. b) 75.3 lb. 

3.42 a) 84.0°. h) 26.2 X. 

3.43 a) 230 in. 3 b) 32.0 in. 3 

3.44 13.00. 

3.45 Af, = -1 598 N • m; A/,, = 959 N • m; it, = 0. 

3.46 it, = -1 283 N ■ m; A/,, = 770 N ■ in: M. = 1 824 X • in. 

3.47 15.00 lb. 

3.49 P = 186.8 N; <#. = 9.87° 6 = 48.1°. 

3.50 28.0 N • in. 

3.52 14.75 ft. 

3.53 -180.0 N- m. 

3.54 - 222 K • m. 

3.55 -24.9 kN • m. 

3.56 -35.9 kN ■ m. 

3.57 aP/V 2._ 

3.58 b ) a/V 2. 

3.60 - 225 lb • ft. 

3.62 215 mm. 

3.64 8.26 ft. 

3.65 9.26 ft. 

3.67 1.741 m. 

3.68 a) 24.0 N ■ m \ b) 35.6°. c) 1.000 in. 

3.69 a) 26.7 N. h ) 50.0 N. c) 23.5 N. 

3.70 a) 426 lb ■ in. J. b) 9.72 in. 

3.71 a) 86.2 lb ■ in. \ b) 53.1°. c) 4.03 lb. 

3.72 Af = 19.50 X • m; 0, = 67.4°, 0 y = 90.0°, 0 Z = 22.6° 


3.74 

3.75 

3.76 
3.79 

3.81 

3.82 

3.83 

3.84 

3.86 

3.87 

3.88 

3.90 

3.91 

3.93 

3.94 

3.95 

3.96 
3.98 


3.99 

3.100 

3.101 
3.103 

3.105 

3.106 

3.107 
3.109 


3.111 

3.112 

3.113 

3.114 


3.115 

3.117 

3.118 

3.119 

3.120 


M = 76.6 N • m; 0 X = 12.20°, 6 lf = 90.0°. 0, = 77.8° 

M = 103.1 N ■ in; 0 X = 43.4°, 0„ = 52.3°, 0. = 108.3°. 

M = 3.50 kip • in.; 0 T = 33. 1°, 6 tf = 64.8°, 0 = 69.9°. 

a) F D = 135.0 N i; M b = 16.88 N • in \ 

b) F* = 225 N — F< ; = 225 N — . 

r A = 1.750 kN ^ 65.0°; F (; = 1.050 kN ^ 65.0°. 

F„ = 22.5 lb ^ 30.0°: F r = 31.5 lb 30.0°. 
a) F f = 54.0 11) 30.0°; M c = 532 lb ■ in. V 

h) F h = 30.3 lb ^ 63.0°; F c = 33.0 lb 

a) F = 2(K) lb h d = 9.00 ft. 

b) F = 2(K) lb L d = 0. 

F -= —(60.8 N)i - (89.7 N)k; 3.59 m a la dorcHjha <le A. 

a) F a = 22.0 lb <£ 20.0°: \i A = 26.0 lb • in. \ 

b ) F a = 22.0 lb <£ 20.0°; 1 .259 in. ahajo de A. 
a) 120.0 N; y = 19.98 mm. b) ~ 16.26° o -85.0°. 

F = -(250 kN.)j; M = (15.00 kN • m)i + (7.50 kN • m)k. 
F = (6.00 lli)i - (46.0 Ib)j + (24.0 lb)k; 

M = (540 lb • ft)i - (135.0 lb • ft)k. 

F = -(2.00 kN)i - (9.50 kN)j -r (4.00 kN)k; 

M = (19.00 kN • tn)i - (12.00 kN ° m)j - (19.00 kN • m)k. 
F = -(190.5 N)j - (110.0N)k; 

M - (75.7 N • i n >i -1- (22.0 N * tn)j - (38,1 N • mjk. 

F = (54.0 lb)i - (18.00 Ib)j + (27.0 lb)k, 

M = (707 11) * in.)i ■+■ (778 lb ■ in. )j - (.'336 lb ■ in.)k. 

a) -(2.40 N)j. b) x = - 16.89 mm. z = -24.5 mm. 

a) Cargo a: K = 1 000 N 1; M = 6.00 kN ■ ni \ 

Cargo b: R = 1 000 N M = 6.60 kN • m \ 

Cargo c: R = 1 0(M) N VI = 6.60 kN • m J. 

Cargo d: R = 1 0(K) N i; M = 6.60 kN ■ m \ 

Cargo e: R = 900 N i; M = 6.60 kN • m \ 

Cargo f. R » 1 000 N 1: M = 5.80 kN ■ m V 
Cargo g: R = 900 N 1; M = 6.60 kN ■ m \ 

Cargo h. R = 1 000 N M = 6,60 kN ■ m V 

b) Cargos b.d y h. 

Caro a / 

a) R = 600 N l; 1 .500 m. b) R - 300 N i; 1,3.33 in. 

c) R = 500 X i: 1.600 m. 

Sistema fucr/a-par t*n E. 
a) 7.82 ft. b) 4.48 ft. 

a) 158.2 N ^ 86.0°. b ) 302 mm a la derecha tie F. 
a) 72.2°. b) 127.6 X 7” 87.4°. 

a) M = 115.2 lb ■ in. V a = 39.3°. b) 56.1 II) T’ 45.0°. 

a) R = 3.72 kips 7* 55.2°; 0.0406 in. a la izquierda 
de EF. 

b) 55.9° 

350 N X 21.4°; 92.6 mm a la izquierda de B y 27.4 mm a 
la derecha de F. 

a) 7.35 N ^ 55.6°, b) 478 mm a la izquierda de B. 

c ) 34.7 mm arriba y a la izquierda de A. 
a) 211 mm. b) 211 mm. 


a) R = tan _, (b 2 /2/n)\ 

M _ (21i~ - h 2 )x - 2(h/bf x [> 

V/) 4 + 4bV 


F V b) 0.354 ft. 


R = — (3(X) N)i - (240 N)j + (25.0 N)k; 

M = -(3.00 N ■ m)i + (13.50 N ■ m)j + (9.00 X ni)k. 

A = (2.00 N)l - (169.1 X)j + (12.00 N)k; 

B = -(12.00 N)i + (169.1 N)j - (6.00 N)k. 

a) B = (2.32 lb)i; C = (],580lb)i - (3.30 lb)j - (1.110 lb)k. 

b) Ry = -3.30 lb: it, = 2.55 lb • ft. 

a) 53.1°. b) R = (40.0 N)j + (5.(X) Nik; 

\1 = -(24.0 N ■ m)i + (45.0 X • m)k. 
a) R = (43.3 X)j; 

M = (6,88 N • m)i + (5.63 N • m)j + (9.74 N • m)k. 
h) En sentido contrario ;d de las maneeillas del reloj. 
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3.122 R = —(8.00 lli)i + (56.0 lb)j - (20.0 lb)k; 

M = -(81.0 lb • ft)i + (12:3.0 lb • ft)j + (444 lb • ft)lc. 

3.123 280 k.\, x = 0.750 rn. 3 = -0.1856 m. 

3.124 = 80.0 kN: F f = 60.0 kN. 

3.125 680 kips; x = 91.1 ft. z = 43.2 ft. 

3.126 a = 58.4 ft; b = 52,4 ft. 

3.129 a) 2 P-. ft, = 0. ft, = -90.0" ft. = 90.0° b) -0.750 a. 
c) y = 3.00 a, s = 2.50«. 

3.131 a} —(21.0 X)j. h) 0.571 m. c) El eje de la Have de torsion 
es paralelo al ojo y y on x = 0, z = 41.7 mm. 

3.133 a) R = —(35.0 lb>i — (12.00 lb)k. b ) 5.11 in. 

c) t/ = 5.75 in., z — 4.57 in. 

3.135 a) 3P(2i - 20j - k)/25. h) -0.0988a. 
c)x = 2.00(7, z = -1.990a. 

3.137 R = (4.00 lb)i + (6.00 lb)j - (2.00 lb)k; p = 1.226 ft; 
y = -3.68 ft, z = - 1.031 ft. 

3.138 F A = —(M/b)i + R[1 + (n/6)jj: Fg = (M/b)i - (a/h)Ry 

3.142 a) 80.0 N • m l h) 205 X. c) 177.8 N 20.0°. 

3.144 a) -(1 840 lb • ft)i - (368 lb • ft)k 

b) —(1 840 lb • ft)i + (2 160 lb • ft)j + (2 740 lb • ft)k. 

3.145 38.9“ 

3.146 4.00 ft. 

3.148 a) F = I 000 N ^ 20.0° M = 1 724 N • in J 

h) F = 1 (XX) N ^ 20.0“; M = 958 N • m J 

3.150 F = (2.00 lb)i + (38.0 lb)j - (24.0 lb)k; 

M = (792 lb • i n . )■ + (708 lb • in.)j + (1 187 lb • in.lk. 

3.151 R = 362 N ^ S1.9 C ; M = 327 N • m. 

3.152 R = -(7.00 lb)l - (8.00 Iblj - <4.00 lh)k; 

\l = —(12.00 lb • in.)i + (10.50 lb • in.)j — (7.50 lb • in.)k. 

CAPITULO 4 

4.1 a) 271 lb J. b) 570 lb t- 

4.2 a) 2.70 kips t b) 3.80 kips f . 

4.3 a)34.0kN t ^)4.96k.N T- 

4.4 a) 81.1 kN. b ) 1:34.1 kN f. 

4.7 a) A = 10.05 k\ t; B = 15.35 kN f. 

h) A = 8.92 kX 1 B = 16.48 kN |- 

4.8 a) 0. b) A = 10.68 kN f . B = 14 72 kN f- 

4.9 28.0 lb £ T c sS 36.0 lb. 

4.10 1.250 kN s p < 27.5 kN . 

4.12 4.64 lb s W A & 531 lb. 

4.13 25.0 irmi s a s 125.0 mm. 

4.15 a) 150.0 lb. b) 292 lb ^ 77.5°. 

4.16 a) 8.00 II) <£ 60.0°. h) 8.05 lb 7 6.62° 

4.18 a) A = 165.0 N J;B = 165.0 K 

b) A = 275 N — >; B = 275 X «-. 

c) A = 141.5 N ^ 60.0'; B = 141.5 X 4* 60.0° 

4.1 9 a) 300 X. b) 449 N 7 32.3°. 

4.21 a) 7.70 Ib/in. b) 1 1 .05 lb is. 13.60° 

4.23 «) A = 258 N <£ 22.8°; B = 187.5 N — 

b) A = 253 N ^ 20.2°; B = 265 X is 45.0°. 

4.24 a) A = 238 N — : B = 213 X 28.1°. 

b) A = 336 N zi 45.0°, B = 233 X T’ 36.3°. 

4.26 a) A = 27.1 lb 58.4°; E = 3.57 lb ^ 60.0°. 

b) A = 26.6 lb 3.97°; E = 21.0 lb is 60.0°. 

4.27 a) 594 N. b) 646 N <£ 24.6°. 

4.28 a) 384 N. h) 409 N 22.4°. 

4.29 T = 195.0 N; C = 216 N S' :33.7°. 

4.30 T = 32.1 lb; A = 36.4 lb ^ 81.0°. 

4.31 T = 101.0 lb: A = 76.0 lb ^ 86.9°. 

4.33 a) 26.6°. b) B = FV5/2 26.6°; 

C = PV 5/2 7 26.6°. 

4.34 a) 45.0° h) B = PV 2 ^ 45.0°; C = P — 


4.35 T = 0.566P; C = 0.364P 

4.37 a) 600 N. h) A = 4.00 kN •— ; B = 4 (H) kN — 

4.38 a) A = 9.53 X is 80.0'; B = 435 N is 55.0°. 

b) 415 N — 

4.39 a) 4.24 lb. 

h) N a = 5.80 lb is 45.0°; N 0 = 5.80 lb -d! 45.0°. 

4.40 a) 0. b) 3.00 lb. 

c) N,, = 3.67 lb is 4.5.0° N„ = 3.67 lb <£ 45.0°. 

4.41 A = D = 0; B = 868 N C = 126.1 N — 

4.42 A = C = 0; B = 422 N «-; D = 45.2 N — 

4.45 a) A = 98.1 N f: M A = 44.1 N • m \ 

b ) A = 138.7 N 45.0° \f A = 44.1 X • m 

c) A = 196.2 N T; M,i = 88.3 X ■ m 1.. 

4.46 C = 16.97 lb <£ 45.0°; M, = 2.40 lb ■ in. V 

4.48 a) A = 3.00 lb f ; M* = 28.0 lb • in. V 

b) A = 1 8(K) lb f ; M , = 8.80 lb • in. 7 

4.50 a) E = 39.6 kN j; M K = 64.8 kN ■ m l 

b) E = 21.6 kX t; Mf = 918 kN • m ]. 

4.51 a) 50.4 kN. b) Me = 51.8 kN • in. 

4.52 = 1.999 kN; T„, (n = 1.560 kN. 

4.53 a) sen _l (2A//mg(). h) 20.1°. 

4.54 a) 30.0°. b) -15.00° 

4.56 32.0°. 

4.57 a) 2 sen ‘[W/V2(W - P)l. b) 141.1°. 

4.59 a) tan'‘(P/W). h) 63.4°. 

4.60 a) tan ft — sen ft = W/2kl. b) 50.6°. 

4.61 (1) Completaniente restringido; determinado: equilibrio; 
A = 116.6 N <£ 59.0° B = 60.0 N 

(2) Impropiamente restringido; no determinado: 

sin equilibrio. (3) Parcialmente restringido; determinado: 

equilibrio; 

A = C = 50 X f. (4) Completamente restringido; 
determinado: equilibrio; A = 50 X f, 

B = 78.1 N is 39.8°. C = 60 X —. (5) Completamente 
restringido; no determinado; equilibrio; A,, = 50 N f. 

(6) Completamente restringido; no detenninado: 
etpiilibrio; A, = 60 N — * B. = 60 N (7) 
Completamente restringido; determinado; equilibrio; A - 
C = 50 X t- (8) Impropiamente restringido; no 
determinado: sin equilibrio. 

4.63 P = 120.0 N: A = 150.0 N is 36.9°. 

4.64 a 2 57.7 mm. 

4.65 a) 7.70 Ib/in. b) 11.05 lb is 13.60° 

4.67 a) A = 150.0 lb |. C = 167.7 lb is 63.4°. 

b) A = 194.5 lb I; C = 253 lb is 77.9'. 

4.69 F bam ,» = 1.018 kN T; B = 1.027 kN is 82.7°. 

4.70 76.9 mm. 

4.71 F,, „i.., j U .i,„ = 314 N ^ 76.3°; B = 227 N is 70.9°. 

4.73 43.0 lb is 80.8°. 

4.74 44.1 lb 80.9° 

4.76 77.5 X 30.0°. 

4.77 a) 44.0 lb is 65.3°. b ) 46.6 lb f . c) 88.5 lb. 

4.78 a) 2.61 kips is 75.0°. b) 2.36 kips ^ 73.4°. 

4.79 a) 440 N. b) 550 N T' 36.9°. 

4.80 T = 122.4 lb: C = 194.7 lb ^ 33.7° 

4.81 a) 10.29 lb ^ 45.0°. b) 87.6 lb is 85.2°. 

4.82 a) 15.26 lb X 30.0°. b) 88.6 lb is 81.4°. 

4.84 a) 95.4 lb. b) 142,9 lb is 60.5°. 

4.86 a) 2.77 R. 

b) A = 1.30.3mg 2 ? 60.7° B = 0.652mg 7T 12.15°. 

4.87 a) 19.90 lb is 39.3°. h) 99.6 lb 2 ? 72.0°. 

4.89 34.5° 

4.90 tan 0 = 2 lan /3 

4.91 a) 43.0°. b) A = 45.7 N «— ; B = 108.2 N ^ 65.0°. 
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4.92 

4.93 

4.95 

4.96 

4.97 

4.98 
4.100 

4.102 

4.103 

4.104 

4.106 

4.107 

4.108 

4.109 

4.111 

4.112 

4.114 

4.115 

4.116 

4.117 

4.118 

4.120 

4.121 

4.122 

4.123 

4.125 

4.126 
4.128 
4.130 


4.131 

4.132 

4.134 

4.135 

4.136 
4.138 

4.140 

4.141 

4.142 

4.143 

4.144 


sen .VD 1/3 
15.04° 

a) 18.43°. b) mg/5. 

A = (120.0 N)j + (133.3 N)k D = (60.0 N)j + (166.7 N)k. 
C = (192.6 lb)j - (168.4 lb)k; D = -(626 lb)j + (95.4 lb)k. 
C = (37.9 lb)j - (96.0 lb)k; D = -(833 lb)j + (192.0 lb)k. 
a) 150.0 N. b) C = -(12.08 N)j - (120.0 N)k ; 

D = (52.3 N)j — (180.0 N)k. 

N a = 371 N i; N„ = 618 N N c = 679 N l. 

34.0 kg; x = 0.600 m, z = 1.200 m. 

T a = 5.00 lb; TV- = 3.18 lb; T D = 21.8 lb. 

a) Ay = 0.656 lb t; B, y = C„ = 0.1569 lb f. h) 62.0°. 

T a = W/ 3; T„ = 2W(V3 - D/3V3; T c = 2W/3V3. 

a ) T a = T d = W/3; T c = 4W/3. 

h)x = L{ 2 - V3)/3, « = /.[! - (1/2V3)]. 

a) 450 mm. b) R A = 48.2 N; R B = R c = 43.4 N. 

a) 13.50 lb t- b) 0. c) 13.50 lb t- 

T bd = T m: = 176.8 lb; C = -(50.0 lb)j + (217 lb)k. 

a) T kk = 857 N ; T BF = 455 N. 

b) A = (73.9 Mi + (878 N)j - (J27.9 N)k. 
a) 29 T. h ) 586 N. 

c) A = (72.0 N)i + (842 N)J - (126.0 N)k. 

T AD = 2 160 N; T„ e = 2 990 N; 

C = (4 480 N)i - (213 K)j + (320 N)k. 

= 1 890 N: T m: = 2 610 N; 

C = (3 920 N)i - (76.7 N)j + (280 N)k. 

7 fx; 440 lb; Tjcfh = 515 lb; 

D = (1 153 lb)i - <132.2 lb)j - (9.09 lb)k. 
a) 116.6 lb. 

h) A = -(72.7 lb)j - (38.1 lb)k; B = (37.5 lb)j. 
a) 93.5 lb. b) E = (26.2 lb)i - (38.1 lb)k: 

F = (28.8 lb)i + (44.0 lb)j + (120.6 lb)k. 

a) 97.1 N. b) A = -(23.5 N)i + (63.8 N)j - (7.85 N)k; 

B = (9.81 N)j + (66.7 N)k. 

a) 233 N. h) A = (183.9 Mi + (63.8 X)j + (139.0 X)k; 

B = (9.81 N)j — (16.35 N)k. 

a) 97.9 N. b) A = (50.4 \)j - <4.75 N)k: 

B = -(5.34 N)i - (77.8 N)j + (22.6 N)k. 

F CE = 202 lb; A = -(56.3 lbli; 

B = -{56.2 lb)i + (150.0 Ib)j - (75.0 lb)k. 
a) 5.60 lb. b) D = (1.500 lb)k; 

M„ = (1.320 lb • in.li + (10.08 lb • in.)j + (0.896 lb • in.)k. 

a) F cf = 44.4 N: F, )f = 18.47 N. 

b) B = (81.3 N)j - (8.21 N)k; 

M b = (1.149 N • m)j + (0.657 N • m)k. 

a) 39.4 N. b) B = -(7.63 N)i + (34.3 N)j + (17.80 N)k; 

M b = -(3.56 N ■ m)j - (22.3 X • m)k. 

T m , = 780 lb; T bf = T CF = 6-50 lb; 

A = (1 920 lbli - (300 lb)k. 

T„, = 164.8 K; T f . h = 933 N; T FG = 187.8 N 
A = (1 094 N)i + (98.7 N)j - (21.3 N)k. 
r D , = 180.6 N; T UI = 960 N; T FG = 100.9 X; 

A = (1067 N)i + (110.4 N)j - (11.45 N)k. 

A = -(20.0 lb)j + (40.0 lb)k; B = -(30.0 lbli - (16.00 Ib)j; 
C = (30.0 lb)i + (36.0 lb)j. 

B = (104.0 N)k; C = (36.0 N)j - (36.0 K)k; 

D = -(36.0 N)j + (12.00 N)k. 

a) 7.24 N. b) A = -(4.48 NM + (20.2 N)j - (1.379 Nik; 
N„ = (3.68 N)j + (2.76 N)k. 

a) (3.20 lb)i + (4.27 lb)j. 

b) A = -(3.20 lb)i + (5.73 lblj - (3.00 lb)k; B = (3.00 lb)k. 

127.6 N. 

125.8 N. 

100.7 lb. 


4.145 182.4 1b. 

4.1 46 a)x — 6.00 ft, (/ = 12.00 ft. b) 26.8 lb. 

4.147 a) x = 0, y = 24.0 ft. b) 28.3 lb. 

4.148 37.8 N. 

4.150 42.01b. 

4.152 300 mm S d S 800 mm. 

4.153 932 N 

4.155 C = 457 lb 88.1°; M c = 769 lb ■ in. j. 

4.157 a) 183.1 lb. b) 177.5 lb i. 32.3° 

4.158 75.0 mm. 

4.159 A = (112.3 N)i + (41.7 N)j; B = (112.3 N)i + (125.1 N)j; 
C = -(225 Mi. 

4.161 «) 100.1 lb. b) A = (33.3 lb)i + (109.6 lb)j + (41.1 lb)k; 

B = (32.9 lb)j + (53.9 lb)k. 

4.162 T bg = 400 lb; T dh = 300 lb: T Fj = 0; 

A = (500 lbli - (240 lb)k. 

CAPITULO 5 

5.1 X = 140.0 mm, 7 = 165.0 mm. 

5.2 X = 8.22 in., Y = 4.00 in. 

5.3 X = 105.0 mm, V = 90.0 mm. 

5.5 X = 18.02 mm, V = 84.9 min. 

5.6 X = 8.32 in., Y = 3.61 in. 

5.8 X = 68.2 mm, Y = 4.55 mm. 

5.9 3.02. 

5.10 r ‘ * r * cos a. 
rr -2a 

5.11 X = 8.56 in., Y = 0. 

5.13 X = -3.17 in.. Y = 0.668 in. 

5.14 X = 90.0 mm, Y = 26.8 mm. 

5.16 X = 80,4 mm, Y = 82.9 mm. 

5.17 (&), = 174.1 in 3 ; ((J,) 2 = -174.1 in 3 . 

5.18 (£),), = 42.3 x l() 3 mm 3 ; (y,) 2 = -42.3 x 10 3 mm 3 . 

5.21 X = 116.7 II1II1, Y = 166.7 mm. 

5.22 X = 8.71 in., Y = 4.32 in. 

5.23 X = 54.9 mm, Y = 71.8 mm. 

5.24 X = 60.1 mm, Y = —3.16 mm. 

5.25 a) 0.350 lb. b) 1 .458 lb 5*. 83. 1°. 

5.26 63.6°. 

5.27 319 mm. 

5.28 a) 1.427r. h) 2. Hr. 

5.31 x = 2a/3, y = 2/i/3. 

5.32 x = 2a/5,y = 3ft/7. 

5.35 x = 2a/3(7T - 2), y = 2b/3(ir - 2). 

O 1 _ ..„,2 „ 


5.37 x = a/4, y = 3b/10. 

5.38 x = 39a/50, y = -39b/ 175 

5.39 x = 2J./5, Tj '= 12/i/25. 

5.40 x = 18a/19, y = 148b/95. 

5.42 -2rV2/3ir. 

5.43 2a/5. 

5.45 x = 0.36313, y = 0,1653/.. 

5.46 i = 0.549ft, y = 0. 

5.47 a) V = 1.949 ft 3 ; A = 10.56 ft 2 , h) V = 5.25 ft 3 ; 

A = 25.1 ft 2 . 

5.49 a) V = 155.5 X 10 6 mm 3 ; A = 1.885 X 10 6 mm 2 . 
h) V = 245 X l(f mm 3 ; A = 3.20 X 10 r> mm 2 . 

5.50 a) ir*a 2 b. b) 2ir 2 a 2 b. c) '2ir/i~b/3. 

5.51 V = 2.10 in 3 ; A = 16.83 in 2 

5.53 720 mm 3 . 

5.55 V = 255 X 10 3 mm 3 ; A = 37.5 X 10 3 mm 2 . 

5.57 5.13 kips. 
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5.58 648 gal. 

5.59 30.5 g. 

5.61 a) R = 1 764 N; 3.80 in a la dcrccha de A. 
b ) A = 1 764 N f; M a = 6.70 kN • m V 

5.62 «) /{ = 720 lb; 1 1.25 ft a la derecha de A. 
b ) A = 270 lb f; B = 450 lb f- 

5.63 A = 1.280 kN B = 4.48 kN \. 

5.64 A = 6.00 kN f; B = 4.80 kN t 

5.66 A = 90.0 lb T; Ma = 675 lb • ft \ 

5.67 A = 7.20 kN | B = 3.60 kX 

5.69 B = 7.04 kN ]; C = 15.46 kN t- 

5.71 a) 1.172 in. b) A = 3.53 kN f; B = 7.06 kN f. 

5.73 u>a = 5.56 lb/ft; li„ — 7.25 kips. 

5.74 <i) 1.527 kips i . h) 1.630 kips/ft. 

5.75 a) 11 17.97 kips V = 120.3 kips f. 

b) 15.63 ft a la derecha de A. 

c) R = 18.06 kips IF’ 5.71°. 

5.76 a) H = 176.6 kN —. V = 1 3.50 kN lb) 5.09 in a la 
derecha de A. c) R = 236 kN 7" 41.6°. 

5.78 100.0 inm. 

5.79 B = 1 200 lb —*■ A = 1 190 lb 

5.80 4.75%. 

5.82 a) 2.35 kN b ) 1.782 kN j. c) 3.31 kN | 

5.83 1 .337 kN — 

5.84 A = 44.6 kips IF’ 65.2° B = 43.8 kips t- 

5.85 27.3 in. 

5.87 A = 4 020 N !b. 44.1°; D = 124.1 N • 

5.88 0.782 m. 

5.90 a) -1.118K. b) 0.884. 

5.91 7k/ 16. 

5.92 -3a/4ir. 

5.93 a) 0.548b. b ) 2V3. 

5.94 -1.312 mm. 

5.95 51 .4 mm 

5.98 3.21 in. 

5.99 0.976 in. 

5.100 X = 360 in in. V = 266 mm, X = —60.7 mm. 

5.101 X = 2.41 in., y = 3.41 in., 7 = 3.79 in. 

5.102 X = 150.0 nun. V = 200 mm, Z = 40.2 mm. 

5.103 X = 136.2 mill, Y = 197.8 mm, 7 = 180.0 mm. 

5.104 V = 9.00 in.. Y = -20.4 in., Z = 12.81 in. 

5.106 X = 340 mm, Y = 314 nnn, Z = 283 mm. 

5.108 X = 205 nnn, Y = 255 mm, Z = 75.0 mm. 

5.109 X = 116.7 mm, Y * 103.0 mm, Z = 78.7 mm. 

5.111 X = 3.20 ft, Y = 4.01 ft. Z = 3.00 ft. 

5.113 5.35 mm. 

5.114 50 mm. 

5.115 3.44 in. arriba de la cara inferior dc la base. 

5.116 f| = 21a/88; x 2 m 27a/40. 

5.117 i, = 21/i/88; x 2 = 27/i/40. 

5.119 i * 5«/16, y = z = 0. 

5.121 x = a.Tj = 77b/100, z = 0. 

5.122 x = a[l - (4/ir 2 )]/ 2, y = z = 0. 

5.123 x = 2 = 0, y = /i(2 + xr)/ 1 6. 

5.128 h(\y„ — 4 i/i — j iji)/(yo ~ iyi ~ «</2). 

5.129 7 = 0, y = 5/i/16,2 = -a/4. 

5.130 X = 1.421 mm, Y = 12.42 mm. 

5.131 X = 5.95 in., >' = 14.41 in. 

5.133 12.00 in. 

5.134 X = 2a /5, y = 4/i/7. 

5.136 15.26 gal. 

5.138 A = 3.33 kN T M A = 6.33 kN ■ m \ 

5.139 8.32 ft. 

5.141 X = 20.4 mm, Y = -4.55 mm, Z ■ 29.0 mm. 


CAPiTULO 6 

6.1 F a „ = 1 500 lb T; F AC = 800 lb T; F„ c = 1 700 lb C. 

6.2 F AB = 3.39 kN C; F AC = 2.60 kN 7; F n c = 3.00 kN C. 

6.3 F ab = I 080 lb T; F ac = 1 800 lb C; F m; = 1 170 lb O’. 

6.5 F ab = F ae = 6.71 kN T, F ac = F ad = 10.00 kN C: 

F bc = F de = 600 kN C; F cd = 2.00 kN T. 

6.6 F ab = 21.9 kN C; F a „ = 40.6 kN T- F HC = 18.50 kN C- 
F„ n = 30.4 kN C; F C iy = 18.50 kN T. 

6.7 F ak = 4.00 kN F Al , = 15.00 kN T. F B „ = 9 00 kN C; 
Fhk = 5.00 kN T: F c „ = 16.00 kN C, F DE = 4.00 kN C. 

6.9 F ah = Fbc = Fcd - 24.0 kips T, F AE - 38.4 kips T. 

F A f = 50.0 kips C: t BB ■ • F b( ; = Fee ~ ben = 0; 

Fan F h(: = Fc.tt = 26.0 kips C; F ff * 24.0 kips C: 

6.10 F ab = F fh = 5.00 kips C; 

F A c — F E e = F f-x: — i'cn w 4.00 kips T: F B c = F E q = 0; 
l' ItD ■ F df = 3.98 laps C; F B£ = F h:h = 0.238 kip C; 

F de = 0.286 kip T. 

6.12 F ah = F ec = 17.50 kN C; F AC = F fc . = 15.08 kN T, 

F„ c = F ee = 2.26 kN C; F#„ = F DE = 15.50 kN C; 

F<:n = F„ p = 9.00 kN 7; F cf = 7.00 kN T. 

6.13 F ah = 15.00 kN C; F M: = 12.92 kN T, F„ c = 2.26 kN C. 
F hi> = 13.00 kN C; F co = 8.00 kN T; F cf = 5.60 kN T; 
F oe = 10.00 kN C; F or = 4.00 kN T, F ef = 0; 

F eg = 10.00 kN C; F f c = 8.62 kN T. 

6.15 F ab = 6.01 kN C; F ac = 3.33 kN T; F B( = 0.601 kN C; 
Pbd = 5 4 ' kN C; Fco = 0.850 kN 7; F t ;c: = 0.583 kN C 
F c , = 3.47 kN T- F„ E = 9.28 kN C; F„ E = 6.00 kN T. 
F ee = 0. 

6.16 Fee. = 0.583 kN C, F ( , = 3.47 kN 7; /■/,,, = 0; 

F tx: = 9.28 kN C- F fo = 6.00 kN 7; F G „ = 6.25 kN C; 
F r ., = 0.500 kN 7: F,„ = 0.601 kN C; F,„ = 6.85 kN C, 
F,j = 3.80 kN T. 

6-17 F w = 3.61 kips C; F AG — 4.11 kips T. F B r — 0.768 kip C; 

I'no “ 3-84 kips C. Fco ~ 1.371 kips 7. Fce -■ 2.74 kips T. 
Fde = I 336 kips C. 

6.18 F Dr = 4.06 kips C: F nc = 1.371 kips 7; F ec = 2.74 kips 7'; 
/'Vc = 0.768 kip C F r n = 4.29 kips (’: F (:h = 4.11 kips T. 

6.1 9 F ak 10.06 kN O’; F m: = 9 00 kN 7 F« ( = 2.81 kN C 

F hd - 14.64 kN C; F he = 4.16 kN 7; F CK = 9.43 kN 7; 

For. = 2.05 kN C; F DE = 18.45 kN C. Foe = 3.43 kN 7, 
F e(: = 13.72 kN 7. 

6.23 F ai , = 8.97 kN C F AC = 8.28 kN 7; F BC = 3.45 kN C; 
F BU = 14.04 kN C; F bb = 4.68 kN 7; F ce = 8.97 kX T. 
F C f = F ee = 0; F de = 5.61 kN 7. F nc = 8.60 kN C; 

Fdu = 7.10 kN C; F eh = 13.14 kN 7. 

6.25 F ab = 430 lb C; F ac = 255 lb 7; F H( = 1 319 lb 7'; 

F bd = 1 700 lb C; Fco = 9«6 lb T. F, ;E = 744 lb 7; 

F de = 1 050 111 T- F df = 1 750 lb O’; F EE = 1 565 lb T; 
Ffc = 0; F re = 350 lb C. 

6.26 F AH = Fro = 8 20 kips 7; F AC ” 8.00 kips C; 

F HC = 0.600 kip C; F cd = 1 342 kips T; F CE = 9.20 kips C, 
Fde = 0.330 kip C; Foe = 9.43 kips 7; F ef = 9.99 kips C; 
F ec = 0.858 kip 7, F fc = 7.99 kips C; F fh = 6.00 kips C 

6.27 Las armaduras de los problemas 6.14, 6.15 y 6.23 son 
armaduras sirnples. 

6.28 Las armaduras de los problemas 6.21, 6.25 y 6.29 son 
armaduras simples. 

6.29 BF.. El. FG. Gil, HI I) 

6.30 A/, Dl. El. FK, GK. 

6.31 BC, BF.. DE. Fit, 111. 1], OQ. QR. 

6.33 BC, EM 
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6.35 

a) BF, BC. CG, CH. h) BE. El, FC, CH. HI, IJ 

6.85 

a) A, = 120.0 N Ay = 200 N T; E, = 120.0 N —. 

6.36 

F AB = 975 N C, F AC = 5.00 N T, F AP = 5.93 k.\ C, 
F bc = 61 1 N C; F BD = 4.94 kN T, F cu = 1,335 kN T. 


E,, = 120.0 N f. h) A, = 96.0 N ^ A, = 96 0 N f. 
E, = 96.0 N E v = 224 N f- 

6.37 

F AB = 1.395 kN C, F ac = 415 N C; F AD = 4.24 kN C; 
F m = 672 N T. F Bn = 4.94 kN T. F CD = 534 N C. 

6.86 

a) A, = 19.20 lb -. A, = 19.20 lb ] E, = 19.20 lb — 
Ey = 19.20 lb i b) A. = 51.2 lb—. Ay = 12.80 lb i 

6.38 

F ah = 335 lb C: F a c = 0; F ad = 375 lb T. 


E, = 51.2 lb — . E, = 12.80 lb 


F ae = 75.0 lb T; F hc = 100.0 lb T. F BP = 150.0 lb C. 
F cd = 141.4 lb C; F Ci - = 50.0 lb C F pf = 25.0 lb C. 

6.88 

a) A = 78.0 lb IF 22.63 C = 144.0 lb — C = 72.0 lb 
1 = 30.0 lb T- b) A = 78.0 lb F 22.6°: C = 72.0 lb — 

6.39 

F ab — F A d — F„c = 0; F A c = 1 ' 00 \ C: 


G = 0: 1 = 30.0 lb T 


F ae = 2 130 N T, F bd = 1 275 N T. 

F B f. = F<:» = 11 25 N C, F nF = 600 \ C. 

6.89 

a) B, = 200 N — B„ = 40.0 N J,; F, = 200 N — . 
Fy = 160.0 N f. h) B, = 320 N — B„ = 40.0 N i . 

6.40 

b ) F ak = 252 lb T, P BF . = 373 11. C-. F DE = F u = 0: 
F f:(; = 365 lb T-. F th = 240 lb C. 


F, = 320 N — . F,, = 160.0 N f c) B.. = 320 N - 
B„ = 40.0 N 1: F, = 320 N — . F„ = 160.0 N ]. 

6.41 

h) Fgc = 348 lb C; Fr:r; = F^ — I re = 0: 
F iC = 365 lb T; Fc.h = 275 lb C. 

6.92 

A, = 400 1b— A y = 183.31b f; 
E t = 400 lb E y = 257 lb t 

6.42 

F C f = 3-25 lops T; F ef = 0.1398 lap T. F«. = 3.38 kips C. 

6.93 

A, = :3081b— A,, = 84.31b f. 

6.43 

= 2.75 kips T; F„, = 1.258 laps C: F„, = 1.625 kips C. 


E, = 308 lb - E„ = 356 lb t 

6.44 

F„,> = 2.14 kN C; Fee = 429 N C; F C£ = 2.47 kN T. 

6.94 

A, = 17.00 N — . Ay = 94.1 N f; 

6.46 

F CK = 14.35 kN IT: F OT =11.41 kN T: F df = 25.6 kN C. 


E, = 17.IX) N — . E„ = 75.9 N f. 

6.48 

F,„ = 13 00 kN C; Fix: = 4.22 kN C; F ec = 16.22 kN 7\ 

6.95 

A, = 45.0 N — . A, = 30.0 N [■ 

6.49 

F, ; , = 16.22 kN T, F H , = l.(KM) kN 7\ F„, = 17,33 kN C 


B, = 45.0 N — B,, = 270 N f. 

6.50 

F co = 29.8 kN C: F f;/J = 6.25 kN T, F cf . = 22.5 kN T 

6.96 

a) A = 15.76 kips f; B = 26.2 kips f . 

6.51 

F eg = 16.88 kN T-, F hG = 8 01 kN T, F r „ = 22.3 kN C. 


b) C = 34.6 kips — ; D = 34.7 kips ^ 4.10°. 

6.52 

F cb = 10.00 kips C- F DE = 4.00 laps C, F t:E = 3.00 ld|)s T 

6.97 

a) A = 2,52 kips f B = 31.5 kips t- 

6.53 

F C i - 4.00 kips C; Fin = 15.00 laps T.F,j = 3.00 kips T. 


b) C = 4.93 kips — : D 13.87 kips ^5 69.2°. 

6.55 

F,k = 0.707 kip C; F/i = 0; Fy.« = 6,35 kips 7'. 

6.98 

A = 10.80 kN — . Ay = 7.00 kN f; 

6.57 

F c; , = 7.18 kips T: F„, = S.03 kips C; F,j = 4.46 kips C. 


B, = 16.20 kN — . B 7 = 0,500 kN U 

6.58 

F ( .k = 7.34 kN C, F cf = 3.58 kN T. F df = 2,35 kN T 


D r = 27.0 kN — . D„ = 6,50 kN 1. 

6.60 

Foe, = 1.800 kips C; F ra = 1.800 kips T. 

6.100 

B = 530 lb — B,, = 385 lb 4; 

6.62 

F,ik = 53.9 kN C: F (K = 57.3 kN C. 


C, = 299 lb — . C,, = 385 lb f 

6.63 

F £C = 44.1 kN T F„, = 26.2 kN C. 

6.101 

B, = 60.61b—. B„ = 41.7 lb i; 

6.64 

F„„ = 15,31 kN C: F cp = 2.42 kN T 


C, = 60.6 lb — . = 29.7 lb t- 


F cr . = 13.26 kN 7 

6.103 

a) A' y B‘. b) 215 N 

6.65 

= 10.51 kN C: F bf = 1211 kN T. 
F ct ; = 9.49 kN T. 

6.104 

a) A = 27.5 laps — A, — 16.25 kips t 

b) B ( = 27.5 kips — , B,, = 2.25 kips j. 

6.67 

F be = 10.00 kips T: Fiji = 0; F ef = 5.00 kips T. 

6.105 

a) A = 28.8 kips — . Ay = 19,38 kips |- 

6.68 

F ce = 15.00 kN T, F pe = 25.0 kN T, 


b) B, = 28.8 laps — . B v = 1.625 kips f. 


F df = 30.0 kN C. 

6.106 

a) 1009 lb 18.18°. h) 257 lb T. 

6.70 

a) Parcialmnnh? restringida. 

6.108 

a * 0.600 m. 


b) Parcialmcntt' restringida. 

6.109 

Fcr = 9.00 kN C, Foe = 6.00 kN T. 


c ) Completamente restringida. cstaticamente determinada. 

6.110 

F he = 7.20 kN T, Foe = 3.00 kN C. 

6.71 

«) Completainente restringida, estaticamente determinada 

6.111 

Fee = 6.00 k.N T: F c „ = 3.00 kN C. 


h) Parcialmente restringida 

6.113 

A = 3F/13 t' D = P/13 T; F = 9P/13 "f. 


c) Impropiamente restringida. 

6.114 

A = P/15 | D = 2P/15 j . E = 8P/15 j. 

6.73 

a) Impropiamente restringida. 


II = 4P/ 15 t. 


b) Parcialmente restringida. 

c) Impropiamente restringida. 

6.115 

a) El arma7on noes rigido. b) Pueden encontrarse reacciones 
para tin valor arl>itrario de B x : el armazdn es rigido. 

6.74 

a) Completamente restringida, estaticamente determinada. 

b) Parcialmente restringida. 


c) A = 2. OOP is 16.70° B = 2.04P 11,31°. 

el amiay/m es rigido. 


c) C’ompletamente restringida, estdticamente no determinada. 

6.116 

a) A = 2.06P x£. 14.04°; B = 2.06 P i, 14.04°; el armazdn 

6.76 

A, = 120.0 lb — . A,, = 30.0 lb t B, = 120.0 lb — . 
B„ = 80.0 lb I: C = 30.0 lb i; D = 80.0 lb f 


es rigido. b) El armazon no es rigido. c) A = 1.250P 36.9°; 

B = 1.03 IP *£ 14.04°; el arinazrin es rigido. 

6.78 

C„ = 1 824 N 1. D, = 1 824 N D v = 480 N J; 

E, = 1 824 N E v = 1 824 X T- 

6.117 

a) A = 2.24P a’ 26.6° B = 2P — el armazon es rigido. 

b) El armazon no es rigido. c)A = P f,B = P |;C = P 

6.79 

C, ( = 1 600 N f ; D, = 1 600 N —. D v = 0: 


f ; el armaz/m es rigido. 


E t = 1 600 N — , E„ = 1 600 N j. 

6.118 

a) 2.86 kN |. b) 2.70 kN F 68,5°. 

6.80 

a) 7.32 lb C. b) A = 6.26 lb <£. 16.69=. 

6.119 

a) 420 N. b) 2.83 kN F 68,5°. 

6.82 

A, = 356 N — : B, = 229 N ^ B„ = 127.3 N t; 

6.122 

a) 456 N — . b) 505 X T 


C, = 127.3 N — . C v = 178.2 N |.D, = 30.5 N i. 

6.123 

113.7 lb ^ 16.17° 

6.83 

A r = .300 N B, = .300 N — B,, = 0; 

6.124 

101.0 lb ^ 18.89° 


C, = 0, C y = 3(K) N T I>, = 300 N i. 

6.125 

995 lb in. J. 

6.84 

a) A, = 14.40 lb — , A, = 9.60 lb t; E, = 14.40 lb — 

6.127 

a) 3.87 N ■ in J. b) 5.11 X • m J. 


E „ = 14.40 lb t- b) A, = 6.40 lb — . A v = 1.600 lb t 

6.128 

a) 248 N — . b) 187.9 N — 


E t = 6.40 lb — . E,, = 22 4 lb f. 

6.129 

9.38 X ■ m J. 
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6.130 46.3 N • rn J. 

6.131 9.13 N- mV 

6.132 7.50 N- mV 

6.133 2.77 kips • in. J. 

6.136 D = 30.0 k.\ F = 37.5 k\ ^5 36.9°. 

6.137 G = 7.42 kN i; H = 3.12 kN 70.3°. 

6.139 7201b. 

6.140 2.22 kN 

6.141 156.6 N. 

6.142 783 lb. 

6.143 11.46 lb ^ 30.0°. 

6.144 43.1 lb *£. 60.0°. 

6.146 8.82 kN. 

6.147 6.48 kips 62.1°. 

6.148 a) 0. b ) C, = 7.20 kips «— C v = 1.500 kips j. 

6.150 a) 7.68 kN C. b) 21.7 kN C. 

6.151 a) 36.0 mm. b ) 60.0 N • m J. 

6.152 a) (112.5 lb • in.)i. b) G = 0, M c = (410 lb • in )i; 

H = 0. M h = -(117.0 lb ■ in.li. 

6.154 a) 43.3 N • m. h) B = -{50.0 \)k; D = (83.3 Nik: 

E = -(33.3 N}k. 

6.155 E v « 2 040 lb — . E,, = 3 160 lb f; F, = 540 lb — . 

F, ( = 2 410 lb H, = 2 580 lb H, y = 750 lb |. 

6.1 56 F AB = F bu = 0; F m: = 3.00 kips T\ F AD = 5.00 kips C; 
l' CD = 4.00 kips T: F ( r = 9.00 kips T Fcf = 10 00 kips T, 
r nF = 6.00 kips T; F ef = 8.00 kips T 

6.157 F f(: = 1.750 kips T. F r „ = 2.52 kips C; 

Fch = 0.838 kip T F GI = F JK = F K , = 1.677 kips T ; 

Fm = F„ = F, k = 0; F H j = F jl = 2.12 kips C. 

6.158 F AB = 61.9 kN C; F M ■ = 56.5 kN C. F A „ = 30.2 kN T: 
F al = 19.01 kN T; = 43.0 kN T-. F bf = 56.0 kN C; 
F ce = 82.0 kN T; Fee. = 84.0 kN C; F DE = 44.0 kN T; 
F nF = 67.1 k.N T; F £C = 0. 

6.160 F ab « 36.4 kN T, F AG = 20.0 kN T; F fc = 51.6 kN C. 

6.162 A, = 4.50 kips , A,, = 5.00 kips B = 2.25 kips — 

C v = 2.25 kips — » C,, = 5.(K) kips f. 

6.163 B, = 175.0 lb B, = 50.0 lb 
E t = 175.0 lb — . E v = 125.0 lb 

6.165 a) 220 N — . h ) 254 N T. c) 280 N 5^ 38.3°. 

6.166 1 680 N. 

CAPITULO 7 

7.1 (En EJ) F = 0; V = 1200 N : M = 180.0 N ■ m J. 

7.3 (En CJ) F = 127.3 N — ; V = 178.2 N f; 

M = 11.46 N ■ m J. 

7.5 (En AJ) F = 124.8 lb — ; V = 52.0 lb j; M = 520 lb • in. V 

7.6 (En CK) F = 125.2 lb A. V = 24.0 lb V M = 312 lb • in. J. 

7.7 (En BJ ) F = 0; V = 0; M = 2.41 N • m J. 

7.8 (En BJ) F = 0: V = 44.1 N t; M = 4.22 N • m V 

7.9 (En BJ) F = 4.39 lb ^ 60.0°; V = 16.39 lb ^ 30.0°; 

M = 30.4 lb ■ in. J 

7.1 1 (En CJ) F = 1 .482 lb A, V = 103.1 lb V M = 435 lb • in. J. 

7.1 3 (En AJ) F = 6 260 N ^ 19.80°; V = 339 N 70.2°; 

M = 346 N ■ m J. 

7.14 M„„\, = PL/4-. a = L/2. 

7.15 (En BJ) F = 250 N V V = 120.0 N A M = 120.0 N • in \ 

7.16 (En AK) F = .560 N V = 90.0 N M = 72.0 N ■ m J. 

7.17 (En DJ) F = 1 036 N 67.4°; V = 17.31 N 5* 22.6°; 

M = 22.5 \ ■ m J. 

7.18 (En AK) F = 463 N T 53.1°; V = 41.1 N ^ 36.9°: 

M = 61.7 N • m V 

7.1 9 (En CJ) F = 152.8 lb \; V = 19.58 lb J 
M = 170.3 lb • in. V 


7.21 a) (En AJ) F = P/2 ]; V = 0: M = 0. 

b) (En AJ) F = 1 IP/14 1: V = 2P/7 — ; M = 2Po/7 J. 

c) (En AJ) F = 5P/2 J; V = 2P M = 2 Pa J. 

7.23 (En AJ) M = 0.0774VVV J. 

7.24 (En AJ) M = 0.01085VVV j 

7.25 8 = 27 7° (En AJ) M„ lix = O.OTTTWr J. 

7.26 0 = 66.6°; (En AJ) M„„„ = 0.0362Wr 5. 

7.29 b) Mo/Li M„/ 2. 

7.30 b) P; Fa. 

7.31 b) WoL/2; u)oL 2 /6. 

7.32 h) P; 1.5Pfl. 

7.34 b) 12.63 kips; 29.8 kips • ft 

7.36 b) 3.50 kN; 4.50 kN • m. 

7.37 b) 5.56 kN; 6.59 kN • m. 

7.39 b) 175.0 lb; 900 lb • in. 

7.40 b) 33.0 kips; 99.0 kips ■ ft. 

7.41 b) 6.00 k.N; 6.00 kN • m. 

7.43 b) 4.00 kN: 4.00 k.N • m. 

7.45 7.00 kN; 7,50 kN • m. 

7.47 h) 495 lb; 648 lb • ft. 

7.48 b) 585 lb; 783 lb • ft. 

7.49 360 N; 140.0 N ■ m. 

7.51 a) 0.311 in. h) 232 N • m. 

7.52 a) 1.434 ft. b) 470 lb • ft. 

7.53 it) 411 N. b) i 029 N • in. 

7.54 a) 1.063 m. b) 8.50 kN ■ m. 

7.56 a) 9.25 ft. b) 373 lb • ft 

7.57 a) 0.414 wU 0.858 wL 2 . h) wL/4 ; u)L 2 / 4. 

7.58 b) M u /L : :W„/2. 

7.60 b) WoL/2: wol 2 / 6. 

7.61 b) P; l,5Pa 

7.62 b) 12.63 kips; 29.8 kips • ft. 

7.64 h) 780 N; 210 X • m. 

7.65 b) 9.90 kips: 26.2 kips ■ ft. 

7.66 b) 5.56 kN; 6,59 kN • in. 

7.68 b) 175.0 lb; 900 lb • in. 

7.69 b) 33.0 kips; 99.0 kips • ft. 

7.70 b) 124.0 N; 75.4 N ■ m. 

7.72 b) 1.985 kN • m, I 260 m desde A. 

7.7 4 a) 70.0 kips • ft. b) 114,3 kip ■ ft. 

7.75 14.40 kips ■ ft, 6.00 ft desde A. 

7.76 b) 52.0 kN • m, 3.00 m desde A. 

7.78 b) 50.0 kips ■ ft, 10.00 ft desde A. 

7.79 b) 26.9 kips ■ ft, 7.33 ft desde A. 

7.80 a) V = (w u /L)(-2x 2 + Lx); 

M = (u.'o/6E)(— 4x 3 + 3 Lx 2 ), c) WoL 2 / 6, en x = L. 

7.81 a) Para OSiSkV= (u.' fl /2a)(3fl 2 - x 2 ), 

\f = (tto/6<i)(— 9a 3 + 9a 2 x — x 3 ). c) 1.5iton 2 . 
en x = 0, 

7.82 b) 1.359 w„a 2 , en x = 2.10a. 

7.85 a) P = 175.0 N J;Q= 175.0 N J 
b) V c = 800 N; M„ = -75.0 N ■ in 

7.86 a) P = 600 N Q = 400 N j. 

b) = 3.40 kN • m. 1.875 m desde C 

7.87 a) P = 1 113 N 1; Q = 277 N 1, 

b) Afmfe = 3.68 kN - m, 2.22 m desde C. 

7.88 a) 1 125 in. b) A, = 4.00 kN A„ = 2.25 kN f. 

c ) 5.00 kN. 

7.89 a) 2.26 in. h) ] ,508 m. 

7.91 5.00 ft. 

7.92 a) 4.65 kN 23.8°. b) d B = 1.112 in; 
d,> = 1.641 m. 

7.93 a) 1 .385 m 

h) A = 8.45 kN 5s 39.7°: E = 6.61 kN 10.46°. 
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7.94 a) 1229 lb. b) 1 1.00 ft. 

7.96 a) 29.0 lb. b) 4.06 ft. 

7.97 a = 4.33 ft; h = 10.67 ft. 

7.98 a) A = 2.08 kN i* 22.6°. b) 107.0 kg. 

c) T ah = 2.08 kN; T hc = 1.000 kN; T c „ = 0.650 kN. 

7.101 a) 33.1 kg. b) 99.5 N. 

7.102 a) 1775 N. fc) 60.1 m. 

7.103 a) 4.50 m. b ) ( T AB ) mix = 410 N; (T B(; ) mSj = 400 N. 

7.104 a) 56 400 kips, h ) 4 284 ft. 

7.105 a) 50 200 kips, b) 3 575 ft 

7.106 a) 11.25 in. h) 1.433°. 

7.108 3.75 ft. 

7.110 a) 58 900 kips, b) 29.2°. 

7.1 11 a) 30.0 in. desde A. h) 1.746 lb. 

7.112 a) 1.713 m. b) 6.19 in. 

7.113 a) 2.22 m. b) 5.36 kN. 

7.115 2.26 m. 

7.116 d„ = 1.112 in; d D = 1.641 in. 

7.120 t/ = /i[l - cos ( to //,)]; T 0 = wd t/hn 2 -, 

T m „ = (w n L/T7)V(f.yhW) + 1. 

7.122 a) 2.92 m. b) 5.23 N. 

7.123 a) 29.7 ft, b) 61.5 lb. 

7.124 a) 412 ft. b ) 875 lb. 

7.127 a) 7.94 m. h ) 24.0 m. 

7.128 a) 0.530 in. h) 114.7 N. 

7.129 a) 30.2 m. b) 56.6 kg. 

7.131 a) 4.22 ft. b) 80.3°. 

7.132 5.23 in. 

7.133 8.05 ft y 17.97 ft. 

7.135 a) 18.78 m. b) 3.53 kg/m. 

7.136 27.3 lb — 

7.137 40.7 1b — 

7.138 a) a = 26.8 m ,b = 20.4 in. b ) 35.3 m. 

7.139 a) a = 20.1 m; b = 15.29 m. b) 26.5 m. 

7.140 a) 3.15 m. b) 231 N. 

7.141 a) 20.7 ft a la izquierda de B. b) 9.55 lb. 

7.143 a) 1.3267,,,/u;. h) 12.72 km. 

7.146 a) 0.338. b ) = 56.5°; T mix = 0.755mL. 

7.147 (En A]) F = 48.7 lb ^ 60.0°; V = 64.3 lb 30.0°; 
M = 309 lb • in. J. 

7.148 (En EJ ) F = 50.0 lb V = 30.0 lb ✓. 

M - 90.0 lb • ft J. 

7.150 b ) 8.00 kips; 33.0 kips • ft. 

7.151 b) 18.00 kN ; 48.5 kN ■ m. 

7.153 a) 22.5 kN ■ m, 1.500 m desde A. 

b) 30.2 kN • m, 1.350 m desde A. 

7.154 a) V = (tc„/6L)(3x 2 - 6Lx + 2L 2 }; 

M = (w 0 /6L)(x 3 - 3Lx 2 + 2 L 2 x). 

c) 0.0642n,'o/. 2 , en x = 0.423 L 

7.156 a) 3.35 kN 17.35°. b ) 3.88 kN 34.5°. 

7.157 a) 24.0 ft a la izquierda de B. b) 3 450 lb. 

CAPITULO 8 

8.1 a) 31.1 lb. b ) 127.0 lb. 

8.3 Equilibria F = 4.04 N z / . 

8.4 El bloque se mueve; F = 19. (X) N i/. 

8.5 7.56 N < P < 59.2 N. 

8.6 28.9°. 

8.7 a) 81.7 N. b) 19.29°. 

8.9 a) OS#£ 55.7°. h ) 167.9° s#s 180.0°. 

8.12 a) 361 N — b) 196.2 N — . 

8.13 49.1°. 

8.14 23.4°. 


8.15 a) 58.1°. b) 166.4 N. 

8.1 7 a) 0.360Wr. b) 0.422VW. 

8.18 a) 390 lb. b) 510 lb. 

8.20 a) 17.53°. b) 0.252 W 

8.21 0.539. 

8.23 a) 4.62° y 48.2°. h) 0.5261k' y 0.3741V. 

8.24 3.46 s L/a < 13.63. 

8.25 2.62 kN f. 

8.26 0.1865. 

8.27 0.1905. 

8.28 0.283. 

8.30 a) 0.526. b) 0.277. 

8.32 21.8° £«« 62.9°. 

8.34 1.817 kgs m s 10.01 kg. 

8.35 66.1 kg m s 364 kg. 

8.36 2P//(tan 9 - n,). 

8.37 0.1400. 

8.40 a) 24.3 lb ■ in. 1 h) 19.22 lb • in. V 

8.41 7.72 lb. 

8.42 a) 0.322 kg. h) 3.60 kg. 

8.43 0.1757. 

8.45 236 lb <f< 289 lb. 

8.46 441 lb. 

8.47 480 lb. 

8.50 a) 72.3 kN — b) 27.0 kN — 

8.51 a) 99.3 kN *- b ) 45.3 kN — . 

8.52 a) .367 lb. b) 367 lb. 

8.54 8.89 kN 

8.55 38.6°. 

8.56 117.5 1b. 

8.57 6.60 N. 

8.58 a) La cuiia es foivada hacia arriba y hacia fuera entre las 

placas. 

b) La cuiia se volver.i autobloqueante en 8 = 4.20°. 

8.60 714 N 20.0°. 

8.61 0.203. 

8.62 a) 205 lb — b) El movimiento de la plaea en B es 

inininente. 

8.63 a) 204 lb •— . b) La plancha no se mueve. 

8.64 0.385. 

8.65 0.332. 

8.69 737 lb • ft. 

8.72 a) Tomillo A. b) 1.535 N • m. 

8.73 3.07 N • in. 

8.74 134.1 lb • in. 

8.75 15.35 kN. 

8.76 123.8 lb. 

8.78 79.9 lb. 

8.80 a) 0.344 h) 120.2 N. 

8.81 Tab = 290 N; T cn = 310 N; T EF = 331 N. 

8.82 7\ b = 310 N; T cl > = 290 N; T FF = 272 N. 

8.83 a) 1.177 laps, b) 1.349°. 

8.84 253 N. 

8.85 2.50 N. 

8.88 a) 5.96 lb. h) 3.99 lb. 

8.89 99.3 mm. 

8.90 1 .768 lb. 

8.91 1.596 N • m. 

8.95 1.326 lb. 

8.97 1.200 mm. 

8.98 42.7 N. 

8.99 a) 56.0 lb. h ) .54.0 lb. 

8.100 216 mm. 

8.101 a) 0.329. b ) 2.67 turns. 
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8.104 286 N £ P £ 4840 N. 

8.105 24.3 lb £ P £ 411 lb. 

8.106 a) 500 lb. b) 0.212. 

8.107 421 lb -in. 

8.109 a) 47.9 N. b) 1.900. 

8.110 a) T a = 42.0 N; T„ = 98.0 N. h) 0.270. 

8.111 a) T A = 55.7 N; T B = 104.3 N. b ) 10.93 N • rn J. 

8.112 101.1 N • m. 

8.114 0.361. 

8.115 a) 432 N • m. h) 0.219. 

8.116 a) 1.940 kg. b) 63.7 kg. c) 20.2 kg. 

8.117 203 kg. 

8.118 a) 3.69 lb £ W A £ 69.3 lb. h) 5.61 lb £ W A £ 45.6 lb, 

8.120 a) 4.55 lb £ W A £ 56.2 lb. b) 6.92 lb £ W A £ 37.0 lb. 

8.122 5.97 N. 

8.123 9.56 N. 

8.124 a) 538 N • m J. h) 1.142 kN l 

8.126 0,350. 

8.130 857 lb -in. 

8.131 32.1 lb. 

8.1 32 El bloquc sc mueve; F = 193.2 N /*. 

8.133 a) 50.5°. b) 66.5°. 

8.135 0.1835. 

8.136 0.750. 

8.137 a) W £ 4.07 NyWi 86.4 N. h) W i 246 N. 

8.1 39 2.46 kips . 

8.141 0.0787 

8.142 397 lb in. 

CAPITULO 9 

9.1 o 3 (b, + 3b 2 )/12. 

9.2 ,5a'b/33. 

9.3 a 3 b/21. 

9.5 a(b, + Mb? + b|)/12. 

9.6 5ab 3 /17. 

9.7 31ab 3 /30. 

9.9 m«b 3 /8. 

9.11 0. 1107ab 3 

9.12 ira’b/8. 

9.14 0.273a 3 />. 

9.16 59ab 3 /30; 1.086b. 

9.18 9a 3 b/14; 0.621a. 

9.19 0.217ab 3 ; 0.642b. 

9.20 1.482a 3 b; 1.676a. 

9.21 a) 4a 4 /3; a\/T/Z. b ) 17a 4 /6; aVl7/12. 

9.22 1 lab(a 2 + 3b 2 )/6; Vll(a 2 + 3b 2 )/30. 

9.24 0.4 15r 4 ; 0.822r. 

9.25 a) 37r(Rt - fif)/8. b) l x = 1„ = 3 tt(R\ - fl?)/16. 

9.26 b) -10.56%; -0.772%; -0.0488%. 

9.27 3ira 4 /64; aV6/4. 

9.31 614 X 10 3 mm 4 ; 19.01 mm. 

9.32 449 in. 4 ; 2.65 in. 

9.33 1.894 X 10 fi mm 4 ; 33.4 mm. 

9.34 909 in. 4 ; 3.77 in. 

9.37 3 000 mm 2 ; 325 X 10 3 mm 4 . 

9.38 24.6 X 10 6 mm 4 

9.39 1,500 in.; 40.0 in 4 

9.41 /, = 65.0 in. 4 ; Z„ = 6.43 in. 4 

9.42 I x = 6,51 X 10® mm 4 ; /„ = 5.12 X 10® mm 4 . 

9.44 /, = 2,52 X 10 6 mm 4 ; /„ = 1.056 X 10 6 mm 4 . 

9.45 a) 11.57 X 10 6 mm 4 , b) 7.81 X 10 6 mm 4 . 

9.46 a) 60.2 X 10 6 mm 4 b) 60.1 X 10® mm 4 . 

9.48 a) 13.09 X 10 3 in. 4 b) 8.56 X 10 3 in 4 


9.49 /, = 44.5 in. 4 , 7 y = 27.7_in. 4 ; k x = 2.16 in., k y = 1.707 in, 

9.50 \ x = 195 9 X 10 fi mm 4 , / y = 190.7 X 10 fi mm 4 ; 

k x = 114.0 mm, £,,= 112.5 mm. 

9.52 12.29 mm. 

9.53 l x = 37.7 X 10 R mm 4 ; = 3.86 X 10 6 mm 4 . 

9.55 b = 91.2 mm; I, = 1 1 .34 X 10° mm 4 , 

= 34.0 X 10 6 mm 4 . 

9.56 a) 14.48 in. b) 1, = 81.7 in 4 . /,, = 263 in 4 . 

9.57 b/2. 

9.59 h(a + 3b)/(2a + 4b). 

9.61 F a = F„ = 918 N; F c = F d = 944 N. 

9.62 7.39 ft. 

9.63 225 mm, 

9.64 .5a /4. 

9.68 3a 2 b 2 /16. 

9.69 b 2 b 2 / 8. 

9.70 0.141 9a 2 b 2 . 

9.71 300 X 10 3 mm 4 . 

9.72 501 in 4 . 

9.73 138.2 X 10® mm 4 . 

9.74 -159.6 X 10 3 mm 4 . 

9.75 1,573 X 10® mm 4 . 

9.78 2.81 in. 4 

9.80 y = 3.3) X 10 3 in. 4 ; l, y = 2.31 X 10 3 in, 4 ; 

/, y = 1.947 X 10 3 in, 4 

9.82 ly = 4.61 X 10® mm 4 ; I y . = 3.82 X 10® mm 4 ; 

7 v y = -3.83 X 10® mm 4 . 

9.83 /. = 149.9 X 10 3 mm 4 ; 7 (/ = 469 X 10 3 mm 4 ; 
f, y = 143,5 X 10 3 mm 4 . 

9.84 7 X - = 5.30 in. 4 ; /„ = 6.73 in. 4 ; ?, y = 4.38 in. 4 

9.86 7.22°; 4 820 in. 4 , 802 in. 4 

9.88 12.06°; 8.06 X 10® mm 4 , 0.365 X 10® mm 4 

9.89 -24.0°; 524 X 10 3 mm 4 , 94.9 X 10 3 mm 4 

9.90 -19.64°; 10.45 in. 4 , 1 ,577 in. 4 

9.92 I x . = 3.31 X 10 3 in. 4 ; 7 y . = 2.31 X 10 3 in. 4 

7,y = 1.947 X 10 3 in. 4 _ 

9.94 I, = 4.61 X 10® mm 4 ; / y . = 3.82 X 10® mm 4 ; 
i z y = -3.83 X 10® mm 4 . 

9.95 l x - ~ 149.9 X 10 3 mm 4 ; /„• = 469 X 10 3 min 4 ; 
l x y = 143.5 X 10 3 mm 4 . 

9.96 l x - = 5.30 in. 4 ; l y - = 6.73 in. 4 ; I x y = 4,38 in 4 

9.97 20.2°; 1.754a 4 , 0.209a 4 . 

9.98 7.22°; 4 820 in. 4 , 802 in. 4 

9.100 29.7°; 405 X 10® mm 4 , 83.9 X 10® mm 4 . 

9.101 -24.0°; 524 X 10 3 mm 4 94.9 X 10 3 mm 4 

9.103 2.95°; 10.67 X 10® mm 4 , 4.84 X 10® mm 4 . 

9.104 -30.1°; 5 530 in. 4 , 1 757 in. 4 

9.105 a) -215 X 10 3 mm 4 , b) -28.1°. c) 568 X 10 3 mm 4 . 

9.106 19.64°; 10.45 in. 4 , 1.577 in. 4 

9.107 - 24.0°; 8.33 X 10® mm 4 . 1.509 X 10® mm 4 . 

9.1 08 a) -7,50°. b) 646 in. 4 , 274 in 4 

9.112 ±159.4 X 10 3 mm 4 

9.1 1 3 a) 0.0699ma 2 . b) 0.320ma 2 . 

9.114 a) m(r? + r|)/4. b) m(r? + r|)/2. 

9.116 a) 5mb 2 /6. b) m(28a 2 + 13b 2 )/48. 

9.117 a) l AA = mb 2 /24; l BB - = mb 2 / 18. b) m(3b 2 + 4b' 2 )/72. 

9.118 /„„■ = m(b 2 + 24d' 2 )/24- I EE - = m(h 2 + 18rf 2 )/18. 

9.119 a) 5ma 2 /18. b) 3.61ma 2 . 

9.121 5mb 2 /18. 

9.122 m(93r| + 32L 2 )/140. 

9.124 m(b 2 + 3b 2 )/5. 

9.125 m(a 2 + b 2 )/ 5. 

9.126 m(a 2 + 3b 2 )/6; V(a 2 + 3b 2 )/6. 

9.127 I x = / y = ma 2 / 4; I. = ma 2 /2. 
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9.129 2.04 X 10 3 !b ■ ft • s 2 ; 1.744 in. 

9.131 2mr 2 /3; 0.816r. 

9.132 a) pTrhiai + 2a 2 a? - 3a*,)/2. h) a 2 /V3. c ) 2p7rha*/3. 

9.133 281 X 10" 3 kg • m 2 

9.134 a ) 1.044 in. b ) 2.42 in. 

9.136 a) 46.0 mm. b) 8.54 X 10 3 kg • m 2 ; 45.4 mm. 

9.137 l x = 34.4 X 10 6 lb • ft • s 2 ; = 232 X 10"* lb • ft • s 2 ; 

l z = 221 X 10 6 lb • ft • s 2 . 

9.139 l t = 5.14 X 10 3 kg • m 2 ; L = 7.54 X 10" 3 kg • m 2 ; 

L = 3.47 X 10' 3 kg • m 2 

9.141 L = 91.0 X 10" 3 lb • ft • s 2 ; I,j = 221 X 10 3 lb ■ ft ■ s 2 ; 

L = 186.7 X 10" 3 lb ■ ft • s 2 . 

9.142 /, = 19.31 X 10“ 3 kg • m 2 ; l y = 1.253 kg • in 2 -, 

I, = 1.238 kg ■ m 2 . 

9.143 a) 34.1 X 10" 3 lb • ft - s 2 b) 50.1 X 10" 3 lb ■ ft • s 2 
c) 34.9 X 10 3 lb • ft ■ s 2 . 

9.144 21.2 kg • m 2 . 

9.145 3.98 kg- m 2 . 

9.146 2.88 X 10“ 3 lb • ft ■ s 2 . 

9.148 I x = l z = 6.85 X 10" 3 kg • m 2 ; = 12.6:3 X 10“ 3 kg ■ m 2 

9.149 l x = 23.2 X 10" 3 kg • m 2 ; f, = 21.4 X 10" 3 kg • in 2 ; 

1. = 17 99 X 10" 3 kg • m 2 

9.151 I aj = 0.488 X 10" 3 lb • ft • s 2 l,, z = 1.184 X 10 3 lb • ft • s 2 ; 
l z . = 2.70 X 10" 3 lb • ft • s 2 . 

9.152 = 757 x 10" fi lb • ft • s 2 : l, JZ = 826 x 10’ 6 lb ■ ft • s 2 ; 

= 1.225 X 10" 3 lb • ft • s 2 . 

9.154 I yy = -691 X 10"* kg • in 2 ; l y . = 203 X 10"* kg • m 2 ; 
l a = -848 X 10" 6 kg ■ in 2 . 

9.155 l aj = 786 X 10 6 kg • m 2 ; = 64.5 X 10"* kg • in 2 ; 

X, = -71.6 X 10" r ’kg ■ m 2 . 

9.157 I IV = -0.1931 kg • m 2 ; I, JZ = 0.310 kg • in 2 : 

= 2.26 kg • m 2 . 

9.159 l xtJ = 12.75ttXJ 3 /g; = 7«w 3 /g; /„ = USuxftir - 4)/g. 

9.161 l xy = 1)5.2 X 10“ 6 lb ■ ft • s 2 , l yl = 246 X 10' K lb • ft ■ s 2 ; 
l ly = 154.3 X 10" 6 lb • ft • s 2 . 

9.162 = -0.576 kg • in 2 ; l, )Z = L x = 0. 

9.164 ill mflc/20. h) l„j = iwii/20; I, /s = mbc/20. 

9.165 nw 2 (10/i 2 + 3a 2 )/ 12(/i 2 + « 2 ). 

9.166 3.22ma 2 . 

9.167 44.3 X 10" 3 lb ■ ft • s 2 

9.169 5Wa 2 /18g. 

9.170 5pf«Vl2’ 

9.171 6.74 kg -in 2 . 

9.173 25.3 x 10 3 kg ■ m 2 

9.174 10.97 X 10 3 kg ■ m 2 . 

9.175 a) h/a = 2.00; c/a = 2.00. b) b/a = 1.000; c/a = 0.500. 

9.176 a) 2.00. b) 5/2/3^ 

9.177 a) 1/V3. b) V7/12. 

9.179 a) mo 2 / 6. b) I x - = mo 2 / 6; I y = /,• = llmo 2 /12. 

9.181 a) /C, = 0.363rna*; K 2 = 1.583mo 2 ; K-i = 1.720 mo 2 
h) = (0,) l = 49.7 C , (%), = 113.7°; 

(tu 2 = 45.0°, (0 (/ )s, = 90.0°, ($ z ) 2 = 135.0°; 

(b x h = (0J 3 = 73.5°, (6 y h = 23.7°. 

9.1 82 a) Kj = .34.9 X 1() -3 lb • ft • s 2 .- K- 2 = 34.0 X 10 3 lb ■ ft ■ s 2 ; 
Ki = -50.2 X 10" 3 lb • ft • s 2 . 

b) (©,), = (8 y ), = 90.0°, (0 S )! = 0; 

(d x ) 2 = 3.43°. (e y ) 2 = 86.6°, (fl.) 2 = 90.0°; 

= 93.4°, iO y ) 3 = 3.41°, (0J 3 = 90.0° 

9.183 a) Ki = 1.180 X 10 3 lb • ft • s 2 ; 

K 2 = 10.72 X 10" 3 lb • ft • s 2 ; 
fCa = 11.70 X 10" 3 lb • ft • s 2 . 

b) (0J, = 72.5°, (0,,)i = 83.0°, (e z ), = 18.89°; 

(0 V ) 2 = 19.38°, (0,,) 2 = 83.7°, (0,) 2 = 108,3°; 

(0,.) 3 = 98.2°, (0„j 3 = 9.46°, (0.) 3 = 94.7°. 


9.184 a) K, = 0.1639VVa 2 /g; X, = 1.054V Vo 2 /g; X 3 = 1.115WaVg 
h) (8 x )j = 36.7°, (0„)i = 71.6°, (0J, = 59.5°; 

(0 r ) 2 = 74.9°, (0, y ) 2 = .54.5°, (0 ; ) 2 = 140.5°; 

<0 r ) 3 = 57.5°, (0 ¥ ) 3 = 138.8°, (6 2 ) 3 = 112.4°. 

9.185 a) X, = 0.203 pta 4 ; X 2 = 0.69ftpto 3 ; K :i = 0.765 pta* 
b ) (0,), = 40.2°, (0,y)i = 50.0°, (0Ji = 86.7°; 

(0J 2 = 56.2°, (6 u ) 2 = 134.5°, (0 2 ) 2 = 63.4°; 

<0 2 ) 3 = 70.8°, (0,,} 3 = 108.0°, (0 2 ) 3 = 153.2°. 

9.186 a) X, = 10.02 X 10 3 lb ■ ft • s 2 ; 

X 2 = 18.62 X 10 3 lb • ft • s 2 ; 

Xj = 22.9 X 10 3 lb - ft • s 2 . 

b) (0 X ), = .35.2°, (0„>, = (0J, = 65.9°; 

(0 X ) 2 = 90.0°, (0 y ) 2 = 45.0°, (0J 2 = 135.0°; 

(0J 3 = 54.7°, (0 y )s = (0.) 3 = 125.3°. 

9.187 a 3 b/30. 

9.189 7.36 X 10 h mm 4 ; 32.0 mm. 

9.191 a) 122.4 X 10 6 mm 4 , b) 64.4 x 10 r ’ mm 4 . 

9.192 1, = 396 in. 4 . /„ = 190.5 in 4 ; k x = 4.58 in.. k,= 3.17 in 

9.193 l x = 9,34 in. 4 ; / v = 131.2 in. 4 

9.195 -11.00 in. 4 

9.196 - 20.0°; 39.6 in. 4 . 5,37 in 4 

9.197 m(3a 2 + 4/, 2 )/12. 

CAPITULO in 

10.1 180.0 N l. 

10.2 28.01b i. 

10.3 18.00 N • in l 

10.5 132.0 1b — 

10.6 a) 54.0 N; 60.0 mm — h) 126.0 N; 140.0 mm — . 

10.7 a) 36.0 N; 40.0 mm — b) 54.0 N 60.0 mm — 

10.9 2P sen 0/tos (0/2). 

10.10 (3P/2) tan 0. 

10.13 7.96 kN. 

10.14 5.47° 

10.15 3Pa/2. 

10.18 a) PI sen 20. b) 3 PI cos 0 c) Pi sen 0. 

10.19 a) 126.9 lb • ft V h) 81.4 lb • ft V 

10.20 a) 369 lb — . h) 477 lb — . 

10.21 34.6 \ 5^ 30.0°. 

10.22 96.5 N • m Y 

10.23 36.4°. 

10.24 57.5°. 

10.25 39.2°. 

10.28 39.1°. 

10.29 90.9 N. 

10.31 330 nun. 

10.33 40.2°. 

10.34 32.8 1b. 

10.35 60.4°. 

10.37 10.77° 

10.38 16.41°. 

10.39 61.2°. 

10.40 78.7°; 324°; 379°. 

10.41 99.3 lb 7’’ 44.7°. 

10.43 15.27°. 

10.45 3.21 kips /. 

10.47 t) = 1/(1 + fi cot a). 

10.48 Pl/[2(tan 0 - p,)J. 

10.49 M, nix = 250 N • in; Al min = 100.0 N • m. 

10.50 Q„ lix = P( 3 tan 0 + p,)/2; p,,„„ = P(3 tan 0 - p.J/2. 

10.51 37.6 N; 31.6 N 

10.52 7) = tan 0/tan (0 + 

10.55 1.451 in. (m4s corto). 
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10.56 

0.527 in. (mis largo). 

10.83 

49.1°. 

10.57 

J 2.50 mm i . 

10.85 

62.2°. 

10.58 

9.38 mm — 

10.86 

9.15 in. 

10.60 

330 mm. 

10.88 

46.6°. 

10.61 

15.03° y 36.9°. 

10.89 

k > 6.94 lb/in. 

10.62 

40.2°. 

10.90 

12.25 in. 

10.65 

10.77°. 

10.91 

/' < hi. 

10.69 

0 = 45.0°, estable: 0 = -135.0°, inestable. 

10.92 

P < 2fcL/9. 

10.70 

0 = 31.0°, estable; 0 = -149.0°, inestable. 

10.95 

rntf 1 job. 

10.73 

0 = 61.2°, estable. 

10.96 

Q > 432 N. 

10.74 

0 = 78.7°, estable; 0 = 324°, inestable; 0 = 379°, estable. 

10.97 

P < 0.382M. 

10.75 

W = 2.47 lb, estable. 

10.99 

P < 0.219 ka. 

10.76 

0 = 109.3°, estable. 

10.101 

a) 75.0 N t . b) 225 N | 

10.77 

14.66 in. 

10.102 

17.90 kips /*. 

10.79 

a) cos (0/2) - sen (0/2) = [1 - (Wl/ka 2 )] cos 0. 

10.104 

27.0 lb * ft j 


b) 34.2°, estable; 90.0°, inestable; 145.8°, estable. 

10.105 

PL/ 2 tan 0. 

10.81 

10.82 

0 = 12.92°, estable; 6 = 77.1°, inestable. 

a) (1 — cos 0) tan 0 = 2 tng/kl. h) 52.0°, estable. 

10.107 

85.2 lb * ft j. 


621 


